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Notations

~-SineNeta=(a,..,a,) € N"alors [a| = a1 + ... + .

~Siz=(z1,...,7,) € R" alors |[z]* = 27 + ... + 22 et 2% = 2! X ... X 27,

— Les dérivées partielles 0, f = g—afl, Of = flO =98 .. . 9nf.

— Pour f : R" — C, on définit 'opérateur de translation par 7,f(z) = f(z — a) et
l'opérateur de délatation par hyf(z) = f(z/\) pour tout z,a € R™ et A > 0.



Chapitre 1
DISTRIBUTIONS

Dans la suite de ce programme on s’intéresse a ’espace dual de 'espace des fonctions
indéfiniment dérivables et a support compact.

1.1 Espace des fonctions test D(R")

Définition 1.1 (Support d’une fonction) Soit ¢ : R® — R" (ou C). Le support de
@, noté supp @, est défini par

suppp=A, ou A={xreR":p(x)+#0}.

Définition 1.2 (L’espace D(R"))
D(R™) est l’ensemble des fonctions ¢ : R* — R" (ou C) de classe C*°(R"™) dont les
supp ¢ sont bornés.

Comme supp ¢ est fermé, donc il est un compact dans R", on dit que D(R"™) est
I’ensemble des fonctions C'*° a support compact.

Remark 1.1 Les assertions suivantes sont faciles a vérifier :
(a) D(R™) est un espace vectoriel.
(b) Si ¢ € D(R"), alors 9; € D(R"), 97,0 € D(R™),..., (j,k=1,...,n), etc.
(c¢) Sip e DER")(R") et p € C*(R"), alors pip € D(R™).

L’exemple suivant est essetiel dans la suite car il montre que D(R™) est non vide

Exemple 1.1 (Exemple fondamental) Dans R", soit

-1

exp (m) si x| <1,
= T 1.1
o) ={ M. (1)
si on considere la fonction “forte” :

1 s |z < i,
H(x)_{() st x| > 3,

on a p(r) = H(%) exp (1__@‘2). Rappelons que |z|* = x% + ... + x2.

Dans R, il suffit de remplacer dans (1.1) la variable |x| par x.
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Définition 1.3 (La convergence dans D(R"))
Une suite des fonctions (pn)n dans D(R™) converge vers ¢ € D(R™) lorsque n — +o0,
sion a:
(a) 1l existe un ensemble B borné de R™ tel que supp p, C B.
(b) Pour tout k € N" fizé, la suite (cp%k))n converge uniformément vers ¢® . C’est-
a-dire qu’on a
lim sup ’gpﬂ“) (z) — p® (z)] =0 Vk e N™.
n—oo TER?
On termine ce paragraphe par une application dans l'espace D(R™) qui consiste a

montrer qu’on peut écrir une fonction constante f(z) := ¢ comme étant la somme des
fonctions C*°(R™) a support compact.

Théorém 1.1 (Partition de 'unité)
Il existe une suite des fonctions (y;); de D(R™), telle que

D pi(r)=1, VreR" (1.2)
jEz
Preuve.  Soit # € D(R"), une fonction positive a support dans la boule |z| < 2 et

telle que 6(z) = 1 pour |z| < 1. Posons

Y(x) =Y 0z + ).

JEL

Alors (z) > 1, v € C°(R"™). Posons ensuite p(z) := % et ;(z) == ¢(z + j). Alors

les fonctions ¢; sont dans D(R™), elles vérifient aussi 1'égalité (1.2). |

1.2 Espace D'(R")

Voici la définition de l'espace des distributions noté D’(R™). Aussi les distributions
d’ordre fini :

Définition 1.4 (de D'(R")) Toute application linéaire continue sur [’espace D(R™)
est appelée une distribution. Explicitement, si T € D'(R™), on doit écrire et vérifier :
e on écrit ¢ € D(R™) — T'(p) ou en général (T, ), i.e.,

¢ € DR") = T(p) =(T,p) €C.
e on vérifie Vo, € D(R"), YA € C,
(T, + M) = (T, ) + MT,¥).
® on vérifie aussi

(AT, ) = XT',p), VAE€C,
<T1 + T27 SO> = <T17 90> + <T27 90>7 VTlaTZ € D/(Rn)(Rn)

L’espace D'(R™) est l'espace dual de D(R™).



1.2. ESPACE D'(RV) 5

Définition 1.5 Une distribution T est dite d’ordre N, si il existe N € N tel que VK
compact de R™ on a

(T, )] < chu[g!so(”(x)!, (Vo € D(R"), suppy C K),
jSNme

la constante positive ¢ dépende de K.

Il exsite deux types de distributions :

1.2.1 Distributions régulieres

Soit f: R™ — C (ou R), telle que f € L} (R™), c’est-a-dire,

loc

V compact K C R": / |f(z)]dz < 4o0.
K

Comme [, f(z)p(x)dz existe (Vo € D(R™)) car ¢ est nulle & extérieur d’un ensemble
borné, alors f définie une distribution, noteé¢ 7Y%, telle que

(Ty, ) = Rnf(ﬁ)w(fﬁ)dfc, Vi € D(R"). (1.3)

Remark 1.2 Soient f et g € Li, (R"), alors

loc

Iy=T,< =g pp
Définition 1.6 (Distribution réguliere)
Toute distribution définie par (1.3) est dite distribution réguliére, c-a-d si f € Li (R™)
alors Ty est une distribution réquliere.

1.2.2 Distributions singulieres

La distribution de Dirac ¢ (resp. d,) est défini par
(0,0) =(0), Ve e DR"), alorigine,
resp.
(04, 0) = @(a), Yo € D(R"), aupoint a € R".
Elle représente la charge (ou la masse) a l'origine (resp. au point a) par :
|0 sioz#0

6($)_{ 400 si oz =0,

resp.

+o0 Ss1 = a.

5a(x)={ 0 si r#a

Théorem 1.2 La distribution de Dirac n’est pas une distribution réguliere.

Preuve. 1 suffit de raisonner par I'absurde en supposant qu'il existe f € L}, (R"),
telle que 6 = T}, i.e.
(Tr, o) = | [fla)p(x)dz =¢(0), (Ve € DR")). (1.4)
Rn

Comme f = 0 p.p sur R" alors (T%, ¢) = 0 pour presque tout ¢ € D(R"). On choisit
¢ € D(R"™) avec ¢(0) = 1 on obtient une contradiction. |
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1.2.3 Exemples

1. La valeur principale : Considérons la distribution pv% définie par :

(Vp%, ) = lim @dm, (Vo € D(R)). (1.5)

e—0 \l“lZE €T
En effet, soit ¢ € D(R), telle que suppyp = K C {x € R": || < M}; on peut écrire

p(z) = 0(0) + 2¢(x), ¢ € D(R) avec sup [¢:(x)] < esup [¢'(x)],

zeK zeK
donc
1
‘/ de) = ‘(,0(0)/ —dx+/ ?ﬁ(x)dx‘
|z|>€e, z€K z |z|>e,ze K T |z|>€, zeK
|)/ —dm‘ + ’/ dx
e<|lz|<M L e<\x|<M
On a
1 —€ M
Lot ([ ]
e<|lz|<M T -M €
par contre

| / 2)de| < 20 sup [6(@)] < ¢ sup ¢ ().
e<\;v|<M

|z|<M zeK

Ce qui donne
1 /
[(vp—, )] < esup |¢/(2)]. (1.6)

zeK

La formule (1.6) montre que vp: est d’ordre 1.

2. Une inégalité pour des fonctions dans D(R™) : Dans R", il existe ¢ = ¢(n) > 0
telle que

|2

de <c dr, (VYo € D(R")). 1.7
| teta) > [ 5ol (v DY) (17)
En effet, par intégration par partie par rapport a la composante jeme on a

20— o 2
- |(x)|*dz = —2Re /Rn x]@b(x)a

ZLj

(x)dz, (Vj=1,...,n, Y € D(R")).

Il suffit donc d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwartz.

3. Une distribution dans R" : Soit f(x,y) = —— si—1<z<1,-1<y<1
) W? - — 9 — —

et f(x,y) = 0 sinon. Nous avons par les coordonnées polaires

1 1 V2 2w
/ / [z, y)dzdy = / / drdf = 2v2r
-1J-1 0 0
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ce qui montre que f € L;(R?), donc on définit une distribution sur R? par T;. Il en est
de méme en dimension supérieure, Ty avec f(z) = ﬁ, si|z] <1et f(x) =0 sinon., en
considérons le changement de variables en coordonnées sphérique dans R", c-a-d :

Rnf(x)dx < /x . /0 lt"*l f(tz")dtdo,

! 1
= / / t" tdtdo,y = —v(n)
|z'|=1 J0 n

™2 _ est le volume de la sphere unité {z € R": |z| =1} de R™.

ou v(n) = )

1.3 Exercices

1. Dans R", tracer la fonction

(0 si x ¢|a, b,
Parl®) = { expy{zy — 75} stz €lad

danslescas:b=a=1,b=2a=2.

2. Démontrer que les applications suivantes définissent des distributions (préciser 'ordre) :
(a)
Tp)= [ ele)in, Vo eDE)
z|<1

(b)
(T.0) = > ¢*(0), VpeDR").

la|<N
(c)

€l0 z €

(pf%,g@ :hm{/mze @dx—Q@}, Yy € D(R).

(d)

@f%, o) = lim { /OO w(f)dx _ 2O o) loge}, Yy € D(R).

el0 xT €

Indications pour les solutions de 1’exercice 2
(a) La fonction caractéristique sur |z| < 1 est dans LP¢(R™), elle est d’ordre 0.
(b) Nous avons T' = ZMSN(—l)‘O"é(a), de plus

(T,0) < Y 190 < D 119 lees

la] <N lo|<N

elle est d’ordre < N.
(¢) On écrit :

o(x) = p(0) + 2¢'(0) + z°¢(z) 1 € D(R), |S‘1gﬂ>4 ()| < C|S|1§A)4 " ()],

ou M est défini par suppp = {z € R : |z| < M}. Un simple calcul donne
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ce qui donne
2
1 .
5=0

(d) La méme fagon que (c).



Chapitre 2

Opérations sur les distributions

2.1 Opérations élémentaires

2.1.1 Addition

Si f et g sont deux fonctions localement intégrables, on définit 'addition par

(F+o)@ela)s = [ J@paids+ [ ga)pis

n

<Tf+T9790> :/n
= <Tf>90>+<T9790>>

d’ou la formule
(Tr + Ty, 0) = Ty, ) + (T, ).

2.1.2 Multiplication

e SiT € D'(R") et a« € C°(R™), le produit 7" a un sens et o' € D'(R™) déninie par :
Vo € D(R™)
(aT,p) = (T, ap).

Remark 2.1 1. Si f e L. (R") alors aTy = T,y

loc

2. Si T € D'(R) telle que zT = 0 alors T = €.
En effet, Vo € D(R")

(@T, ) = (T, zp) =0 {211 Zi%:?;:;gi’

d’ou T peut s’identifier a la distribution de Dirac par une constante.

2.1.3 Translation et homothétie

e On note 7,0(z) = p(x — a), Vo € R™ est I'opérateur de translation au point a € R™.
Si felL), etyeDR") ona

. flz —a)p(x)dx = . f(x)o(r + a)dx.

9
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D’ou on obtient la formule

(raT,p) = (T 7)), (Vo € D(R")).

e De méme, hyp(z) = p(Ax), Vo € R™, XA > 0 fixé, est I'opérateur de d’homothétie.
Si f €L, etpe DR alors

loc

z\ dzx
[ Jowgde= | ()5
d’ou on obient la formule
1
(T, @) = 1 (T hyg), (Vo € DEED))

Exemple 2.1 1. (7.0,¢) = (6, 7-a) = p(a) = (0o, ¥)-
2. (b, ¢) = 30, hap) = 3:0(0) = 35 (8, ).

Dot 7,0 = 0, et hyd = /\%5.

2.2 Dérivation

C’est la partie la plus intéréssante dans les opérations sur les distributions.

Si f € L}, (R™) de classe C'(R") on a par une intégration par partie & la jéme compo-

sante :
| as@ptais=— [ ropns, (e D)
D’ou on tire la formule suivante (sous forme de définition) :
Définition 2.1 On définit la dérivation dans D'(R™) par la formule :
(O;T, ) = =(T,0;), (Vo € D(R")).
1l découle alors pour un ordre supérieur
(T, 0) = (=D)I*UT, @), (v € DR")).
Exemple 2.2 Dans R on a (&, ¢) = —(d,¢') = —¢'(0) pour tout Yo € D.

2.2.1 Exemples de dérivation
a) 0 (masse de Dirac), on a vu déja que
(0", 0) = =¢/(0), (Vo € D(R)).
b) H (Heaviside)
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c¢) log|z| (dans le cas R)

((log |z)', ) = —(log |z],¢") = —/Rlog|$|90’(f6)dx

_ _16%1{(/:+/600>1og|x|<p'(x)dw}.

+00 +oo
/ ' (z)log xdx = —/ de —p(e)loge
€ € m

/__E ¢'(z)log(—x)dz = — /_6 @dl’ + ¢(—€) loge.

o0 — 00

Nous avons

Comme |p(€) — p(—€)| < 2esup,cp |¢'(x)] (d’apres le théoreme des accroisse-
ments finis) et que lim, o eloge = 0, et comme aussi

([« [ ) g = [

oo

on a alors (log |z])’ = vp<.

d) 23, -1 <A <0 (Le., 2} := H(z)z), (dans le cas R).
“+oo
()0 ==y == [ P

+oo
= — lig)l/ 2 d(p(x) 4+ ¢), avec on choix, ¢ = —1

— lim |2 /;OO 2 (p(@) = 9(0))de — [ () — ()] ]

el0
+o0
3 [ ela) - el0)da
0
d’olt on peut définir la dérivée (2% )" par cette derniére formule.
e) log(z +10), log(—z +10)
On sait que log(x + i€) = log |z + ie| + iarg(x + i) quand € | 0, on a alors
log(z +10) = log |z| + ir H (—x).
En effet, soit 6 = lim_,o 6. ou 6. est définit par 6. = arg(z + ie)

cosl) — = — 1 si x>0,
limarg(z + i) = tH(—x), car ol -1 stz <.
e—0 .

sinf = 0,

donc0=0siz>0etf=msiz<0.Dou
1
| i0)) = vp= — ird
(og(:c—i-l)) vpx im0,

de méme ]
(log(—z + iO))/ = vp— +imé.
T
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2.3 La convergence dans D'(R")

Définition 2.2 Soit (T}) une suite d’éléments dans D'(R™). Soit T € D'(R"). On dit
que T; converge vers T dans D'(R™), si lim; (T}, ¢) = (T, ) pour tout p € D(R™).

On obtient quelques propriétés simples a vérifier :
— SiT; = T dans D'(R") alors 0,1 — 0,1 dans D'(R™).
— SiT; — T dans D'(R") et a € C*°(R"), alors aT; — o1 dans D'(R").
— SiT; — T dans D'(R™) et a € R", A > 0, alors 7,7; — 7,1 et h\T; — h,T dans
D'(R™).

Exemple 2.3 Soit f € L1(R") telle que [5, f(x)dx = 1. Soit Tj := Tjny(;y. Calculons
lim; o T dans D'(R™). Pour tout ¢ € D(R™), nous avons

lim [ j"f(jz)e(x)dr = lim [ f(z)[p(x/F) — ¢(0)]dz + ©(0)

J—=0 Jpn J—=0 Jpn

Nous avons aussi

im0 f(2)[0(2/5) — ¢(0)] = 0

—f@)le(x/5) = e(O)]] < 2llpllolf ()], avec @]l f € L1(R")

en appliquant donc le théoréme de la convergence dominée on obtient lim;_,o (1}, ¢) =
©(0), c-a-d lim;_,o T; = 0. |

De I’Exemple 2.3, on observe que lim;_,, j"f(jz) = ¢ (dans D'(R")) malgré que f est
une fonction intégrable. Nous allons voir maintenant un exemple ou la limite au sens
de fonctions n’existe pas, cependant elle existe dans D'(R™).

Exemple 2.4 Soit f;(x) = sin(jz), z € R. On sait que lim;_, f;(x) n’existe pas.
Calculons alors cette limite dans D'(R™). On pose T; := Ty,. On a sin(jz) € L(R),
puisque |sin(jz)| <1, donc T; € D'(R™), de plus par intégration par partie on a :

/Rsin(ja:)w(x)d$:/RCOSE—,jx)go'(x)dx. (2.1)

Nous avons
cos(jx)

o] <

—limy o ¢'(x) = 0 puisque < ;HSDIHoo

: <|¢'(x)] avec ¢’ € Li(R).

Par le théoréme de la convergence dominée on obtient [, sin(jz)(x)dz = 0, c-d-d
lim;_,o T; = 0 dans D'(R™). On peut éviter le théoréme de la convergence dominée par
le fait que d’apres (2.1) on

1 /
‘/sin(j:z:) gp(x)dx‘ < —,/ |’ (z)|dx = ||('0||1 — 0 quand j — +4o0.
R J Jr J
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Exemple 2.5 SoitT}; := sin(ja) ,x € R. Calculonslim; o Tj. On a sin(jr) € LY(R)
puisque sin(j) ’ < j, donc T; est un élément de D'(R™). On a (pour 0 <6 <1) :
sin(jz) sin(jz) PR
o(x)dz = ¢(0) dz + [ sin(jz)¢'(0x)dz
R 7T R 7T R
=mp(0) + / sin(jz)¢' (0x)dz.
R
mais d’aprées ’Exemple 2.4 on a lim;_,;u¢ fR sin(jz)¢' (0z)dzr = 0. Donc lim; o T; = 70.

2

Exemple 2.6 Appliqons I’Exemple 2.3 avec la fonction \/%76 , x € R. Nou savons

alors

~limy e j7 f(j7) = J2 limy o e = 0,

—limj0 " f(jz) = 6 dans D'(R"), puisque lim; oo T; = limj_,o0 Tjnypj) = 0 dans
D'(RY).

[ |

2.4 Exercices
1. Dans R. Calculer au sens de distributions

d d? sin kx

T:(——A)H re S:(— k2>H . keN,

dz (x)e a2 TR HE = <
ou H est la fonction de Heaviside.
2. Méme question dans R : T = L (|z[), Ty = (H(z) coswx),, T; = (H(x) sinmc)/.
Indications de solution :
11 =sgnux,
Ty = H'(x) cosmx — mH (z)sinme = 6 — nH(x) sinmz,
T3 == H'(x)sinmz + nH(x) cosme = dsinmx + nH(x) cosme = wH (x) cos . |

3. Méme question dans R" : T = 2= H(z) ot H(z) = 1siz; > Oet H(z) =0siz; <0
et o= (1,1,...,1) e N"| |a| = n.
Indications de solution :

< 889; / / Oz

Nous avons
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Maintenant il suffit d’intégrer comme suit

00 0 Ha 00 o1 o
e _ d —_ — L / d / _ o 1 / _ .
/0 /0 ox® (w)dx /o /o axQW(Oax) o =n—1,2" = (z9,...,2,)

oo 002 aag
= (—1)2/ / %go(O,x”)dx" o] =n —2,2" = (w3, ..., 2,)
0 0

= ¢(0).
Ainsi T' = 4. [
4. Dans R. Soit f(z) := { 8 ji i ;8 Démontrer que Ty € D'(R) et Calculer sa

dérivée.

Méme question pour T, avec g(x) = e* t**+% si 2 > 0, g(z) = 0 si z < 0.
Indications de solution :

Comme fabf(x)dx < oo (un calcul simple) on a f € LP(R). Donc Ty € D'(R).
Maintenant V¢ € D(R) ona

(T} o) = (T}, ) = / " gl ()dr = (0) + / " f@)p(a)de.

Ainsi T} = 0 + T.

Pour T,, on a g = foh ot h(z) := 23 4+ 22 + x. Alors comme T, = T}, on ontient
que T; = h'?;}oh, c-a-d T) = (32” + 22 + 1)(0 + Ton), mais (32° + 2z 4 1)0 = 4, donc
T, =0+ (32 + 22 + 1)Top. [ |

5. Dans R. (a) En appliquant la formule de Leibniz a la fonction zP¢(z) ou ¢ € D et
p € N, démontrer que

da 0 si p>gq
- P fr—y ’
dzd (w gO(x))lxzo { C’é’p!gp(q_p)(()) si p<g.

(b) En déduire l'expression exacte de la distribution 7' = 276(@. (Solution. T' = 0 si
p>q, T =CPplgt=) sip < q).

5. Dans R. Soit T, = %\xﬁfl. (a) Démontrer T,, € D'.
(b) Démontrer que T,, converge vers .



Chapitre 3

Produit de convolution des
distributions

3.1 Produit tensoriel

Définition 3.1 Soient ¢ et ¢ € D(R™), le produit tensoriel p @ 1) est défini par
@z, y) = p(x)P(y), (v @y e DR" xRY)),

avec supp ¢ ® 1) = supp ¢ X supp .

On accepte le résultat suivant : Il existe une distribution unique U € D'(R"™ x R"™), telle
que pour tout ¢ € D(R") et tout ¢ € D(R") on ait

(U, @) = (S, )T, ).

On écerit aussiU = SR T.
Pour la dérivation, on écrit :

d s,

— T)=—-2&T

—(5,®1) = T,
«t d dr,

— (S, ®T,) =8, ® —~.

dy( ®T,) ® I

3.2 Produit de convolution de deux fonctions

Définition 3.2 Soient f : R" — C et g : R" — C. On définit produit de convolution
de f par g la fonction

h(z) = fxglx) = [ fly)gle—y)dy.
R
Si on fait le changement de variable x — y = z, il vient que
hz) = | [z —2)g(z)dz =g f(z),
Rn

15
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d’ou la commutativité de la convolution, c-a-d
fxg=g*[
Il en est de méme pour I’associativité.

Théorem 3.1 Le produit de convolution est commutatif et associatif.

3.3 Produit de convolution des distributions

Soient f et g € Li,.(R"), on a (Vo € D(R™)) :

(frg.90)= [ [rgla)p(z)de
= / . fW)g(z —y)e(z)dzdy
/ [ sty + wdudy
f) Ty ey +)dy

- / g ol + w))e

Ce calcul n’est justifié, mais on 'accepte formelement. Ce qui ramene a la définition

suivante :
— Soient S et T € D'(R™). On définit le produit de convolution de S par T par la
formule

(S*T,0) = (S, (Ty, p(x +y))) = (T, (S, p(x +9))), VYo € DR").

Cette définition n’est pas tout a fait correcte, car dans le 2¢ le terme (T}, p(x + y))
peut n’appartenir pas a D(R™), par conséquent (S, (T}, ¢(z + y))) n’est pas défini.

3.4 Convolution avec une distribution a support
compact

Définition 3.3 (Distribution a support compact £'(R")) Soit U C R"™ un ouvert.
On dit qu’une distribution T est nulle sur U si

(T,p) =0, Ype&DR") avec suppe C U.
On dit alors que CrnU (le complémentaire de U dans R™) est le support de T.

Remark 3.1 On considére (et on choisit toujours) que le supp 7" est un ensemble fermé
de R™.
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Exemple 3.1 1- Vo € D(R™) avec 0 ¢ suppe (i.e., (0) = 0), on a directement
(0, ) =0 =-suppd = {0}. Par conséquent 6 € E'(R"™).

2- supp H = [0, +00].

§- supp pvi = [—oo0, +00]. |

Nous allons voir un exemple intéréssant qui utilise les opérateurs de différences : Pour
une fonction g : R" — Cet m =1,2,..., on définit A} par

Ayg(z) = glz +h) — g(x),

Ahg(@) = AL (A4g)(x) = g2 + h) — gz + h) + g(x)

Exemple 3.2 Dans R, soit T} la distribution défine par

(T ) = / " ALp(0) dr = / (p(e) —o(0))dz VYo €D®R).  (3.1)

Si on prend ¢ telle que supp ¢ C R\[0, 27|, on obteint alors (T, p) =0, d’ou Ty € E'(R)
avec supp 17 = [0, 27].
Dans R", soit S"~!:= {x € R", |z| = 1} la sphére unité. On pose

T = [ ATGO)ds Yo e DR m=12,.. (3.2)
Snfl

Alors Ty, € E'(R") puisque suppT,, = S™'. En effet il suffit de prendre ¢ € D(R")
telle que supp o C R™\ S" 1 qui implique (T,, ) = 0. [ |

3.5 Propriétés

a) Dérivation : Soient S, T" deux distributions. Nous voulons dériver la quantité S x T’
dans D’(R™), alors on veut obtenir

0;(S*T)=0;S+T = 95x0;T. (3.3)

Exemple 3.3 Nous avons H' x1 =0x*1=1. |
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L’egalité (3.3) est vraie que lorsque S x T existe, c-a-d :

ST existe = 0;5 * T et S x 0;T existent.
Par contre, la réciproque est fausse, en effet

H=x1=1, Hx1=Hx0=0, (1#£0),

n’oublions pas que H * 1 n’existe pas.

b) Convolution par ¢ :

(0% T, ) = (0. Ty, 0(x +y)) = (T, (02, p(x +)))
= (T}, p(y)),

d’ou
OxT=Tx*x6="1T.

c¢) Convolution par 9;6 :

(0;0 % T, ) = (T}, (0;00, o(x +y))) = —(Ty, D0(y))
= <8jT7 90>7

d’ou
@5*T=T*8J(5:@jT

De méme pour les dérivées d’ordre supérieur a 1.

Remark 3.2 1. On définit la convolution des distributions et des fonctions par :
T e &'R"), p € C*°(R") (ou bien T' € D'(R"), p € D(R™)), on a

7o T pla) € CXRY; T plx) = (Th, ot ).

En particulier, T x ¢(0) = (T}, ).

2. On définit la convolution de deux distributions dont 'une est a support compact
par : T' € &'(R"), S € D'(R") implique 7" % S € D'(R") :

(T xS, ) = (To, (Sy, p(z +y)))-

En particulier, (T * S, o) = (T, SA*/’@, avec o(z) = p(—x).

On a les propriétés suivantes qui sont faciles a vérifier :
Soient 7" € &'(R"), S € D'(R") et U € &'(R™), alors

TxS=8xT, Sx(TxU)=(S*T)=xU,

O¥(S*T)=0"S«T =5 % 0T,

avec
supp S * T C supp S + supp 7.
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Exemple 3.4 Calcul de (z* + x) * §". Nous avons

(% +2) % 8", 0) = (0", (2" + 7)) = (2 + 2)¢p(2))"(0)
= 2¢"(0) +2¢(0),

ce qui donne (2> + x) % 0" = 26 — 24", |

Nous retournons a I’Exemple 3.2, ou nous allons traiter des disrtibutions homogenes.

Exemple 3.5 DansR", on a la distribution T,, définie dans (3.2) appertient a E'(R™)
pou tout m € N. On pose

Toa@) =T (7) 7 €RSE>0m=12..

On veut démontrer que YV € D'(R™) on a

T xV = /Snl APV dx . (3.4)
Commengons par
(T x V) = (Tt (), (V(y), ol + 1)), (3-5)
on pose
¢(x) = (V(y),p(x +y)) et o(z):=o(lx). (3.6)
On a alors (formelement)
Tonao). V@)l + ) = [ 7T (7) bla)de = [ T2 o)

Nous avons alors
Aflz¢t<0) = ¢(th) — g(0) = A%h (0),

AG0e(0) = AL (ARG (0) = 6(2th) — d(th) + 6(0) = Af,6(0)

AV 9:(0) = Al p(0), Vh e R".

Retournons a (3.7), on a

Toco) = [ Ap)Oan= [ agoo)an.

Mais d’apres (3.6) on a ¢(0) := (V,¢) . On remplace dans (3.5) ; il découle
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Toir Vi) = [ ap(Woee+m)Oan= [ a5( [ Vet +ay) 0
~ /S AZ;(/” V(= - 2)p(2)dz) (0)dh
- /R N /S AV =) 0)an) plz)a
([ an(vie=)oang)

en utilisant le fait que [, ,...= [_,_, ..., on obtient (3.4). |

Remark 3.3 Nous allons revoir I’Exemple 3.5 dans le chapitre de la transformation
de Fourier.

3.6 Equations de convolution
Soient S et T' deux distributions données, cherchons la solutions de I’équation
SxX =T. (3.8)
Si S admet une distribution notée S~ telle que
S« S =4,
alors il suffit de multiplier (3.8) par S™! pour obtenir la solution :
X=8"«T

Exemple 3.6 On sait que H' = 6. Alors l’équation
O« X =T amet comme solution X = H«T car 8 * H =9.

3.7 Exercices

1. Soit a > 0, on pose
1 st |z| <a,

falw) = { 0 si |z]>a.

(a) Calculer f;, x f, pour a < b.
(b) Méme question g, * g, et hy * hy ol

ga() = 2fa(®),  ha(r) = 2% fo(2).

2. Soient Ty et Ty € D'(R™)(R™). Calculer T; * T, dans les cas suivants
T, = ¢, T5 = T quelconque.

T =H, T,=1.

T =1,T,= H.
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T =1%68, T, = H.
Ty =1, Ty,=6+H.
T, = H(z)cosz, Ty = H(zx)sinzx.
Ty =(1—x)H(x), Ty = e"H(x).

3. Calculer (1%0")x H et 1% (0" % H).

4. Calculer f % g dans les cas suivants :
() f(z) = H(z)sinz, g(x) = H(x) cosz.
(i) f(z) = (1 —2)H(z), g(x) = e"H(x).

5. Soient S et T' deux distributions telle que 7" € &'(R™). Démontrer qu’il existe une
fonction 6 € D(R™) telle que f|syppr = 1 vérifiant

(ST, p) = (S, @ T, 0(y)p(xr +y)), (Ve DR").

Indication il suffit de considérer 7" = T} avec f est a support compact puis choisir ¢
telle que 6f = f.

6. Refaire I’Exemple 3.5 dans R.



