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Examen de Topologie ( 06-02-2022, durée 01h30 & 10 : 30)

Exercice 1. (8pts = 2 4+ 2+ 2+1+1)
Soit 0 'application définie sur R x R par

O(z,y) = le* —€Y|, Vx,y € R.
Montrer que ¢ est une distance sur R.
Calculer la boule ouverte et fermée de centre 0 et de rayon 1.
Montrer que cette distance n’est pas équivalente a la distance usuelle d.
Montrer que la suite de terme générale u,, = ln% est de Cauchy dans (R, J).

Est elle convergente 7 conclure.

Exercice 2. (12pts = 2.5 + 1+ 2+1+4(1.25+1.25)+(1.5+1.5))
Soient E un ensemble non vide et a,b € E. On définit la famille suivante

To ={¢o}U{ACE|acA}.
Montrer que 7, est une topologie sur E.

Donner 'ensemble des fermés F de E.

Déterminer A et A (I'intérieur et I'adhérence de A) pour un ensemble quelconque A
de E.

Est ce que E est séparé?.
Soit f: (F,T,) — (E,7T,) une application.

e Montrer que f est continue en a.

e Si b= f(a), montrer que f est continue sur FE.
@ On pose £ =R, a = 2020, u,, = 2021 4+ (—1)", pour tout n € N.

e Trouver I’ensemble des voisinages de 2022.

e Déduire que la suite (u,)nen est convergente vers 2022.
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Exercice 1.
Montrons que § est une distance. Soient x,y, z € R.
eonad(r,y =0<=le"—eV|=0<=e"=eV <= 1=y
e onad(r,y) =|e"—e¥ = e —e"| =d(y,x)
e ct on a
z,y)=1e"—€Y| = | —e* +e* — €
< et —eF| + |e* — €Y

= Oz, 2) +d(z,y).

Calculons la boule ouverte et fermée B(0,1) et B(0,1).

B(0,1) = {z€eR:§(z,0)<1}={zxeR:|e" -1 <1}
= {reR:-1<e*—-1<1l}={reR:0<e" <2}
= {z€eR:—c0<z<In2}=]—o00,In2[.

Pour la boule fermée, de la méme maniére, on a

B(0,1) = {xeR:§(z,0)<1}={xeR:|e" -1 <1}
= {zreR:-1<e"-1<1}
= {reR:0<e" <2}
= {reR:0<e" <2}
= {reR:—oco<z<In2}=]—o0,In2|.

0 et d sont équivalentes si
dey,e0 > 0,Ve,y e R:d(z,y) < 6(z,y) < cod(x,y).......... (%)
Pour x =n,y=0,n€ N* on a
() = cn=0]<|e"—1| < eln—0]|,Vn € N*

1
- 01§|6———\ SCQ,\V/’NIGN*.
n n

Passsant a la limite quand n — oo, on obtient +00 < ¢y. Contradiction. Donc d et §
ne sont pas équivalentes.



4| Soient p,g € N, ¢ > p. On a

1 1 1 1 1
0(tup, ug) = |- = —[=—-—=-< -
p q p q p
. 1 1 [N _r1 1
Soit e > 0. Ona ; <ec<«=p=>_. Do, pour N=[]+1>; ona

1
q>p>N=p>-= 6(upy,u,) <e.
5

Donc (uy,),, est de Cauchy.

Si (uy), est convergente vers ¢ € R, alors 0(uy, ) — 0 quand n — co. Or
L ¢ .
O(tup,l) =|— —€|—> € #0, (contradiction).
n

Donc (uy,), n’est pas convergente. D’o11, on conclut que (R, d) n’est pas complet.
Exercice 2.
Montrons que 7, est une topologie sur E.

e On a ¢ € 7, (Par définition) et £ € T, car a € E.

e Soient A, B € T,. Montrons que ANB €T, (ie. (ANB=¢)V(a€ ANB).
Supposons que AN B # ¢. D’ou A # ¢ et B # ¢ et donca € AANa € B car
A BeT, Doncae AnNBet ANB €T,

e Soit {A;}ier une famille de 7, (i.e. A; € Ty, Vi € I). Montrons que U;crA4; € T,.
Supposons que U;erA; # ¢. Alors Jig € I : A;y # ¢. D'ota € A;, car A;, € T,.
Donc a € UjerA;. Dot UiefA; € T,

On par définition

F={FCE|FeT} = {FCE|(F=¢)V(acF)}
= {FCE|F=EVa¢F}={EYU{FCE|a¢F}

Calculons A et A.

e Sig¢€ 4 alors A est ouvert et d_onc ;1 = A. Comme A est fermé alors A = F
oua & A.Orae AC A. Donc A= F.

e Sia ¢ Aalors A est fermé et donc A = A. Comme ;1 est ouvert alors A = ¢ ou
a€A. Orag AD A Donc A= ¢.

Si E est séparé, alors pour x,y € E avec z # y, 30,,0, € T, tels que O, N O, = ¢
etz € O,y €O, Maisonaa € O, et a € O,. Dou O, N O, # ¢. Contradiction.
Donc E n’est pas séparé.



f:(E,T,) — (E,Tp) est une application.

e Montrons que f est continue en a (i.e. VV € V(f(a)) : f~1(V) € V(a)). Soit
V € V(f(a)). Donc f(a) € V. Doua € f~(V). Donc f~}(V) est un ouvert
contenant a et par conséquent c’est un voisinage de a.

e Montrons f est continue (i.e. VO € T, : f~1(O) € 7). Soit O € T;. Si O = ¢,
alors f71(0) = ¢ € T,. Si O # ¢, alors f(a) :=b e O. Doua € f1(O) et
donc f71(O) € T,. D’ou f est continue.

(6] On a E =R, a = 2020, u, = 2021 4 (—1)".

e On a
VeVv(2022)«<—=30e€T,:2022c¢0CV (0.1)

Et on a
OeT, <= a=2020c OV O = ¢. (0.2)

De (0.1]) et (0.2), on a V' € V(2022) <= 2020,2022 € V et Par conséquent

V(2022) = {V C E | 2020,2022 € V}.

e Montrons que la suite (u,), converge vers 2022 : i.e.
YV € V(2022),3N € N,¥n > N : u, € V.

Soit V' € V(2022). Alors 2020,2022 € V et on a u,, = 2020 si n est impaire et
u, = 2022 si n est pair. Donc u,, € V, pour tout n € N. D’ou

AN=0eN,Yn>0:u, V.

CQFD.



