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Examen final (Equations différentielles ordinaires)

Exercice 01 (10 points) : On considére I’équation différentielle suivante :
(1 —2%)y" — 2y + 2y = 2 — 42 (1)
On associe a (1) I’équation homogéne suivante :
(1—a2%)y" —2xy +2y =0 (2)

1. Montrer que I’équation (2) admet une solution y; = azx + b vérifiant y;(1) = 1.
2. Soit ys telle que (y1,y2) forme un systéme fondamentale de 1’équation (2).

i) Montrer que W (yy,y2) est une solution de I’équation :
(1 =2 W' —22W =0 (3)

ii) Trouver W sachant que W (y;(0),y2(0)) = 1.
iii) Endéduire une expression de ys.
3. Trouver une solution particuliére y, = cz? de I’équation (1).

4. Endéduire la solution générale de I’équation (1).

Exercice 02 (10 points) : Soit a € R, et soit le systéme des équations différentielles :

{ yi(z) = ays(z) (4)
Yo(w) = —ay (z)

On pose Y = (y1,y2). Ecrire le systéme (4) sous forme matricielle Y’ (z) = A.Y (z).
Calculer A2, A3 A%,

Ecrire la forme générale de la matrice A" (n € N).

A I

Endéduire e” 'exponentielle de la matrice A.

A

On considére le probléme de Cauchy :

Y'(z) = AY (x)
{ Y(0) = (1,1) (5)

i) Montrer que le probléme (5) admet une solution unique.

ii) Trouver Y (z) en fonction de z et A.
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Exercice 01 (10 points) :
1. (1.5 points) On pose : y; = ax + b, alors : (1 — 2?)y] — 2xy| + 2y; = 0 ssi 2b = 0,
puisque y;(1) = 1 on trouve y; = z.

2. W(y1,y2) # 0.
i) (02 points) On a: W(y1,y2) = ¥1.Y4 — Y| -Yo2 = TY5 — Yo.
Donc : (1 — 2?)W' — 22W = (1 — 2.2y — 2x(zyh — ya).
Alors : (1 — )W — 22W = z(2zyh — 2y») — 2x(xyh — y2) = 0.
w’ 2
ii) (02 points) On a: (1 — 2?)W' — 2zW = 0, alors : W 1_x2
—z

k
Alors : In|W| = In - (k € R) et W(y:(0),92(0)) =1,

1

1—=x

T2

ce qui donne W (yy,ya) = 5
1

11—z

iii) (02 points) On a: W(y1,y2) = xyh — yo, alors : zyy — yo =
1

Vi—at

3. (1.5 points) y, = cz?, alors : (1 —a?)y) —2zy, +2y1 = 2 — 42 ssi ¢(2—42°) = 2 —4a?,

ce qui donne ¢ = 1, alors y, = z2.

5"

On trouve yo = —1+x1n

4. (01 point) La solution générales de I’équation (1) est y = y, +c1y1 + c2y2 (1, ¢2 € R)..

1
ﬁ (Cl,CQ S R)

Alors : y = 2? + & — co + ¢z In

Exercice 02 (10 points) :

1. (01 point) La forme matricielle de systéme (4) : Y'(x) = A.Y (z), ou A = < _Oa (g )

2. (03 points) On pose [ = ( Lo ) , alors :

0 1
2
2 [ T« 0 9
A( 0 —a2> o,
a3
ar=( 0 T ) = a2,

3. (02 points) On pose : n = 4k, 4k + 1,4k + 2,4k + 3, on touve :

Ak — a4k.], A+ — Oz4k.A, Atk — _a4k+2']7 A3 — _ARt2 A
+00 An
4. (02 points) On sais que et = Z —-
n!
n=0
+00
A4k A4k+1 A4k+2 A4l~c+3
Alors : et =
ors ¢ kz_o ((4k)! Tk @k (4k;+3)!) ’
oo 4k oo 4k Foo  dk+2 T dk+2
. A a a a «
eret=1 AY ———TY ———AY ——.
here ; @R ; k). g (k). ; @h)!
+oo k 2k +oo ko 2k+1
a4 (10 (1)’ 0 1 (1)«
Alors : e _(O 1)'2—(2@! Sl G .Z—(2k+1)! :
k=0 k=0

On trouve : e? = CO.Sa S )
—sina cos«



5. 1) (01 point) Le probléme (5) est linéaire, et la matrice A est constante, donc continue.
Alors : le probléme (5) admet une solution unique.

ii) (01 point) On a: Y (x) = e*1.Yy,
e Y(z) = ( cos(ax) sin()ax) ) . ( 1 ) _

—sin(ax) cos(ax) 1
Alors : Y(x) = (cos(ax) + sin(azx), cos(azx) — sin(ax))



