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Examen final (Mesure et intégration)

A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 01 (04 points) : Soit la suite des fonctions {f,,}>°,, définie sur [0, 1] par :
1+nx

(14 x)"

1. Montrer que f,, est une fonction décroissante pour tout n > 2.

Ve € [0,1] : fu(z) =

2. Montrer que la suite {f,}52, converge A\ — ppt vers f = 0.

3. Etudier la convergence uniforme de la suite {f,}>2, sur [0, 1].

Exercice 02 (06 points) : Soit I’espace meusré (N, P(N)) ou P(N) est I'ensemble des parties
de N. On munit P(N) de la mesure p définit comme suivante :

@ =0 et VA={n;}ies CN:pu(A) = Z L;

el v
1. Calculer p({0,1}), u(N).
2. Soit la suite des fonctions {py }ren définie comme suivant :

VneN:gok(n)sz({k})(n):{]g Z;Z

Calculer / wrdp.
N

3. Soit la fonctions ¢ définie comme suivant : Vn € N : p(n) = n.

i) Monterer que ¢ = Z D
keN

ii) Calculer /gpd,u.
N

Exercice 03 (10 points) : Soit la fonction f définie de [0, +00[x]0, +-00[ par :

f(t7x) =

sinx _,.

(&
T

+oo
On définit la fonction F sur [0, +-o0o[ par : F(t) = f(t, x)dx.
0
1. Justifier la mesurabilité de la fonction z — f(¢, z).

sinx

x €]0,1]

T est Lebeisgue intégrable.
e® : z€ll,+oo]

2. Montrer que la fonction z — g(z) = {
3. Montrer que : ¥Vt > 0: f(t,z) < g(x).
4. Endéduire lim F(¢).

t——+o00

of
E(u I‘)

6. Montrer que Vt > 0: F'(t) = —

5. Montrer que : V¢t > 0 : < g(z).

T Endéduire F(t).
T sing

7. Calculer F'(0), puis déduire la valeur de / dzx.
0

T
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Exercice 01 (04 points) : Vz € [0,1] : f,(z) =

1. (01 points) On a:Vn >2,Vz €]0,1[: f/(z) =
Donc; f, est une fonction décroissante.

2. (1.5 points) On a:
Vr €]0,1] : lim f,(z) = 0, et comme {0} est A— négligeable, alors {f,}>°, converge

n——+00
A — ppt vers f = 0.
3. (1.5 points) Comme f, est décroissante, on a :
sup |fn(z) — 0] = sup fu(z) = fn(0) = 1.
z€[0,1] 2€[0,1]
Donc : lim sup |f.(z) —0] = 1.

n—=+00 2¢(0,1]
Alors, la suite {f,}5°, ne converge pas uniformément sur [0, 1].

1
Exercice 02 (06 points) : u(0) =0 et VA={n},es CN:p(A4 Z -
e
1 1 = 1
1. (01 point) u({0,1}) = — —|— i 2, wu(N)= ZO —=c

2. (1.5 points) Vn € N: g(n) = kx({k})(n) = { g Z; Z

On a: ¢ = kx({k}) + 0.x(N\ {k}). %onc :
| vt = ) + 0009\ k) = 5

3. YneN:p(n)=
i) (1.5 points) Soit n € N. On a :
D en) =en(n) +> gr(n) =n+> 0=n=gp(n
keN kit k#n
ii) (02 points)

/sodu > ku({k}) = Z Z

keN keN

—+00

e ', F(t) = f(t,x)dx

T 0
1. (01 point) z+— f(t,z) est continue, donc elle est mesurable.

Exercice 03 (10 points) : f(t,z) = el

sinx 2 €)0,1]

T
e = oxé€ll, +oo[

2. xr—>g(as):{

sin
* (0.5 points) La fonction z — est localement intégrable sur |0, 1], admet une

limite fini au point 0. Donc, elle est 1ntegrable sur |0, 1].

* (0.5 points) La fonction z — e™* est intégrable sur |1, +oc.
(0.5 points) Donc, g est intégrable.

sin

3. * (0.5 points) pour z €]0,1] on a : e <1, donc : f(t,z) <

1
sin x<_<1 donc: f(t,x) < e *.
T T

*(0.5 points) pourz €]1,4o0[ona:e ™ < e T et



4. (01 point) On applique théoréme de Lebeisgue au voisinage de +o0, on trouve :
+oo

Jim F0)= [ i f(e0) =0

0
5. (0.5 points) On a : a—{(t,x) = —sinz.e ™.
: 5 :
* (0.5 points) pour x €]0,1Jona:e ™ <letsinz < w, donc : ’a—{(t,x)‘ < i
T T
k . —t _ . af —r
(0.5 points) pourz €]1,4+oo[ona:e ™ <e et |sinz| <1, donc: E(t,x) <e "

6. * (1.5 points) On applique théoréme de dérivation sous le signe d’intégrale, on trouve :
9 oo sinz.e ]t T cosw.e”®
F(t) = / _f(tal’)dx = / —sinz.e ®dr = {—} _/ 20T e
0 0 0

ot t 0 t
cos x.e ] T sing.e® 1 F'(t)
Alors : F'(t) = {t—Q] +/ t—2d3;:_t_2+ o
0 0
. Ly 1., 1
Donc : 1 + t_Q F (t) = —t—2, ie I (t) = —m

* (1.5 points) F(t) = /F’(t) = —arctant + c.

Comme lim F(t) =0, alors lim (—arctant +¢) =0, donc : ¢ = z
t——+o00 t—+00 2

Alors, F(t) = —arctant + g

7. (01 point) D’une part, F'(0) = —arctan0 + g = g
sinw

dz.

+o0o
D’autre part, F'(0) = /
0

+00 ;
Alors, / e =T
0 2

T

T




