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Examen final (Mesure et intégration)
λ désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice01 (04 points) : Soit la suite des fonctions {fn}∞n=2, définie sur [0, 1] par :

∀x ∈ [0, 1] : fn(x) =
1 + nx

(1 + x)n
.

1. Montrer que fn est une fonction décroissante pour tout n ≥ 2.
2. Montrer que la suite {fn}∞n=2 converge λ− ppt vers f ≡ 0.
3. Etudier la convergence uniforme de la suite {fn}∞n=2 sur [0, 1].

Exercice02 (06 points) : Soit l’espace meusré (N,P(N)) ou P(N) est l’ensemble des parties
de N. On munit P(N) de la mesure µ définit comme suivante :

µ(∅) = 0 et ∀A = {ni}i∈I ⊂ N : µ(A) =
∑
i∈I

1

ni!

1. Calculer µ({0, 1}), µ(N).
2. Soit la suite des fonctions {ϕk}k∈N définie comme suivant :

∀n ∈ N : ϕk(n) = kχ({k})(n) =
{
k : n = k
0 : n 6= k

Calculer
∫
N
ϕkdµ.

3. Soit la fonctions ϕ définie comme suivant : ∀n ∈ N : ϕ(n) = n.
i) Monterer que ϕ =

∑
k∈N

ϕk.

ii) Calculer
∫
N
ϕdµ.

Exercice03 (10 points) : Soit la fonction f définie de [0,+∞[×]0,+∞[ par :

f(t, x) =
sinx

x
e−tx.

On définit la fonction F sur [0,+∞[ par : F (t) =
∫ +∞

0

f(t, x)dx.

1. Justifier la mesurabilité de la fonction x 7−→ f(t, x).

2. Montrer que la fonction x 7−→ g(x) =

{
sinx

x
: x ∈]0, 1]

e−x : x ∈]1,+∞[
est Lebeisgue intégrable.

3. Montrer que : ∀t > 0 : f(t, x) ≤ g(x).
4. Endéduire lim

t→+∞
F (t).

5. Montrer que : ∀t > 0 :

∣∣∣∣∂f∂t (t, x)
∣∣∣∣ ≤ g(x).

6. Montrer que ∀t > 0 : F ′(t) = − 1

1 + t2
. Endéduire F (t).

7. Calculer F (0), puis déduire la valeur de
∫ +∞

0

sinx

x
dx.



Corrigé de l’examen final 2021-2022 (Mesure et intégration)

Exercice01 (04 points) : ∀x ∈ [0, 1] : fn(x) =
1 + nx

(1 + x)n
.

1. (01 points) On a : ∀n ≥ 2,∀x ∈]0, 1[: f ′n(x) =
n(1− n)x
(1 + x)n+1

< 0.

Donc ; fn est une fonction décroissante.
2. (1.5 points) On a :
∀x ∈]0, 1] : lim

n→+∞
fn(x) = 0, et comme {0} est λ− négligeable, alors {fn}∞n=2 converge

λ− ppt vers f ≡ 0.
3. (1.5 points) Comme fn est décroissante, on a :

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− 0| = sup
x∈[0,1]

fn(x) = fn(0) = 1.

Donc : lim
n→+∞

sup
x∈[0,1]

|fn(x)− 0| = 1.

Alors, la suite {fn}∞n=2 ne converge pas uniformément sur [0, 1].

Exercice02 (06 points) : µ(∅) = 0 et ∀A = {ni}i∈I ⊂ N : µ(A) =
∑
i∈I

1

ni!

1. (01 point) µ({0, 1}) = 1

0!
+

1

1!
= 2, µ(N) =

+∞∑
n=0

1

n!
= e.

2. (1.5 points) ∀n ∈ N : ϕk(n) = kχ({k})(n) =
{
k : n = k
0 : n 6= k

On a : ϕk = kχ({k}) + 0.χ(N \ {k}). Donc :∫
N
ϕkdµ = kµ({k}) + 0.µ(N \ {k}) = k

k!
.

3. ∀n ∈ N : ϕ(n) = n.
i) (1.5 points) Soit n ∈ N. On a :∑

k∈N

ϕk(n) = ϕn(n) +
∑
k 6=n

ϕk(n) = n+
∑
k 6=n

0 = n = ϕ(n).

ii) (02 points)∫
N
ϕdµ =

∑
k∈N

kµ({k}) =
∑
k∈N

k

k!
=
∑
k∈N∗

1

(k − 1)!
= e.

Exercice03 (10 points) : f(t, x) =
sinx

x
e−tx. F (t) =

∫ +∞

0

f(t, x)dx

1. (01 point) x 7−→ f(t, x) est continue, donc elle est mesurable.

2. x 7−→ g(x) =

{
sinx

x
: x ∈]0, 1]

e−x : x ∈]1,+∞[

* (0.5 points) La fonction x 7−→ sinx

x
est localement intégrable sur ]0, 1], admet une

limite fini au point 0. Donc, elle est intégrable sur ]0, 1].
* (0.5 points) La fonction x 7−→ e−x est intégrable sur ]1,+∞.
(0.5 points) Donc, g est intégrable.

3. * (0.5 points) pour x ∈]0, 1] on a : e−tx ≤ 1, donc : f(t, x) ≤ sinx

x
.

* (0.5 points) pour x ∈]1,+∞[ on a : e−tx ≤ e−x et
sinx

x
≤ 1

x
≤ 1, donc : f(t, x) ≤ e−x.



4. (01 point) On applique théorème de Lebeisgue au voisinage de +∞, on trouve :

lim
t→+∞

F (t) =

∫ +∞

0

lim
t→+∞

f(t, x) = 0.

5. (0.5 points) On a :
∂f

∂t
(t, x) = − sinx.e−tx.

* (0.5 points) pour x ∈]0, 1] on a : e−tx ≤ 1 et sinx ≤ sinx

x
, donc :

∣∣∣∣∂f∂t (t, x)
∣∣∣∣ ≤ sinx

x
.

* (0.5 points) pour x ∈]1,+∞[ on a : e−tx ≤ e−x et | sinx| ≤ 1, donc :
∣∣∣∣∂f∂t (t, x)

∣∣∣∣ ≤ e−x.

6. * (1.5 points) On applique théorème de dérivation sous le signe d’intégrale, on trouve :

F ′(t) =

∫ +∞

0

∂f

∂t
(t, x)dx =

∫ +∞

0

− sinx.e−txdx =

[
sinx.e−tx

t

]+∞
0

−
∫ +∞

0

cosx.e−tx

t
dx.

Alors : F ′(t) =
[
cosx.e−tx

t2

]+∞
0

+

∫ +∞

0

sinx.e−tx

t2
dx = − 1

t2
+
F ′(t)

t2
.

Donc :
(
1 +

1

t2

)
F ′(t) = − 1

t2
, i.e F ′(t) = − 1

1 + t2
.

* (1.5 points) F (t) =

∫
F ′(t) = − arctan t+ c.

Comme lim
t→+∞

F (t) = 0, alors lim
t→+∞

(− arctan t+ c) = 0, donc : c =
π

2
.

Alors, F (t) = − arctan t+
π

2

7. (01 point) D’une part, F (0) = − arctan 0 +
π

2
=
π

2
.

D’autre part, F (0) =
∫ +∞

0

sinx

x
dx.

Alors,
∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.


