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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

V(o) : voisinage de .

f=o(g) :festnégligeable devant g au voisinage de .
Z0

f=o(g). :festnégligeable devant g au voisinage de .

f ~az : f et g sont équivalentes au voisinage de .

fecn (I R)La fonction f de classe C" sur I, (n € N).

fa(xo), f,(zs)La dérivée a droite et a gauche en point z, (respectivement).

f : La fonction réciproque de f.

D.L : Développements limités.

R, (x) : Le reste dans la formule de Taylor d’ordre n.

P,(x) : Fonction polyndme d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos : Fonction arccosinus.

arctan : Fonction arctangente.

sh, ch et th : Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch: Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.
deg(P) : dégré d'un polynoéme P.
= (z1,)o<k<pubdivision finie du segment [a, b].
([ b],R) :L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles.
fe B[a, b] : Les fonctions f est bornée sur [a, b].
f € Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intégrable sur [a, b].

k=n
So(f) = Z my Az la somme de Darboux inférieure de f ott my, = [inf } f(z).
TE|TK—1,Tk
k=1
So(f) = Z M Az la somme de Darboux supérieure de f ot M, = sup  f(x).
TE[TK—1,Tk]
R,+(f) = Z x, — xx—1) f(t;) La somme de Riemann de f associée a o o1 t = (t1,)1<<n tels que

tk € [Tp—1, k).

f(z)dz = [F(z)]° = F(b) — F(a) l'intervalle limitée de f ott F une primitive de f sur [a, b].

/ f(z)dx := F(x)+ clintervalle illimitée de f [a,b] ot F' une primitive de f et c est

une constante quelconque.
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(EDL) : Equation différentielle linéaire.
(EH) : Equation différentielle homogene.
(EBr) : Equation différentielle de Bernoulli.
(ER) : Equation différentielle de Riccati .
(ELg) : Equation différentielle de Lagrange.
PPCM(.,.) : Le plus petit commun multiple.

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

V(o) : voisinage de .

f=o(g) :festnégligeable devant g au voisinage de .
Zo

f=o0(g). :festnégligeable devant g au voisinage de .

I~z : f et g sont équivalentes au voisinage de .

f e C"(I,R) :La fonction f de classe C" sur I, (n € N).

fi(xo), f;( xo) : La dérivée a droite et a gauche en point z (respectivement).

ft : La fonction réciproque de f.

D.L : Développements limités.

R, (x) : Le reste dans la formule de Taylor d’ordre n.

P, (x) : Fonction polynome d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos : Fonction arccosinus.

arctan : Fonction arctangente.

sh, ch et th : Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch: Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.
deg(P) : dégré d"un polynome P.
= (2 )o<k<n: Subdivision finie du segment [a, b].
([ b],R) :Subdivision finie du segment [a, b].
&([a,b],R) :Lensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs réelles.
f B[a, b] : Les fonctions f est bornée sur [a, b].
Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intégrable sur [a, b].

f
k=n

So(f) = E my Az La somme de Darboux inférieure de f ot my, = [inf ]f(a:).
TE[Tk—1,Tk
k=1

k=n
So(f) = Z MiAx La somme de Darboux supérieure de f ot M = sup  f(z).

z€[Tg_1,2k]

S
S

= = Z x — xk—1)f(t;) La somme de Riemann de f associée a o ol t = (tx)1<k<n tels que t;, € [2

f (z)dz = [F(2)]% = F(b) — F(a) I'intervalle limitée de f ot F' une primitive de f sur [a, b].

/ f(x)dz := F(x)+ clintervalle illimitée de f [a, b] oit F' une primitive de f sur [a,b] et c

est une constante quelconque.
(EDL) : Equation différentielle linéaire.
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INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.1 Intégrale de Riemann

2.11.4 Intégrales de types / sin px cos qxdz, / sin px sin qrdx, / cos px cos grdx. 38
2.11.5 Intégrale de type / sinxcos"wdx. . ... 38

2.11.6 Intégrale de type / sh™zch™xdx. . . . . ..o L L 39

2.1 Intégrale de Riemann

2.1.1 Motivation

Dans ce chapitre nous présenterons le concept d’intégration de Riemann pour des fonctions
finies ainsi que continues sur un intervalle compact (borné et fermé [a, b]), mais avant cela Nous
essaierons de expliquer le debut de I'idée de ce concept mathématique important.

* On divisons l'intervalle [a, b] en n sous-intervalle égaux, et pour chaque sous-intervalle, nous
construisons un rectangle s’étendant de I'axe zz’ a tout point de la courbe y = f(z) au-dessus
du sous-intervalle. Peu importe un point particulier (voir figure 2.8).

x Pour chaque n, 'aire totale des rectangles peut étre présentée comme une approximation
de l'aire exacte sous la courbe a travers l'intervalla [a, b]. De plus, il est intuitivement évident
qu’avec une augmentation de n, ces approximations s’amélioreront mieux et 1'aire exacte se
rapprochera d’'un maximum (voir figure 2.2).

Fi|

\ \ﬁﬁxh?
’ \E-xﬂ’ _

bo e A

i 05 13 2 23 3 3.3 05 0.75 12513

FIGURE 2.1 — Une subdivision moins fine FIGURE 2.2 — Une subdivision plus fine

Pour illustrer davantage cette idée, nous donnons une approximation de l'aire sous la

1 1
courbe y = —x + 3 sur l'intervalle [5, 2] . Nous allons commencer par diviser l'intervalle [5, 2]
1 3 13537
t prend d bdivisi :{_1_2}t,:{__1___
et prendre ces deux subdivision o, 5 1ig2peto VL IVL
) 3 9 7T 3 5

1 1 39
LY S WO L P Y W
Sy 2{2+ +2 3,etS 1 4+ +4+2+2—|— 16

2}, alors, on a
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.2 Intégrales de fonctions en escalier.

2
221
Comme S = /f(a:)da: = [— —z® + 3:1:} iy donc, on obtient
1

39 21
= —~244 = — ~ 2. = 3.
S 16 < S 3 63 < S, =3

2.2 Intégrales de fonctions en escalier.

Nous allons tout d’abord donner la définition d’une subdivision associée a un intervalle
fermé borné [a, b].

2.3 Subdivision d’un segment

Définition 2.1. On appelle subdivision du segment [a, b] toute suite ¢ = (x})o<k<, finie stricte-
ment croissante tels que
a=2x0,<x1<..<Tp_1<x, ="

On appelle le pas de la subdivision o la quantité donné par (/) = sup {xp11 — ).
0<k<n-—1

Remarque 2.1. Une subdivision de [a, b] est réguliére si tous les x;,1 — z, sont égaux, et dons ce

b—a b—a

casla,onax, =a+k , ke€{0,1,....,n}. Le nombre § =

est le pas uniforme de cette
subdivision.

FIGURE 2.3 — Subdivision de [a, b].

Exemple 2.1. Soit l'intervalle / = [0, 1], alors

1 1 2 113
1. 04 = {0,5,1}, 09 = {0,§, 3 1} et oz = {O, 7 5,11} sont des sul;divisionside I etil est

claire que elle sont uniformes de pas respectivement §; = 3 0y = 3 etd; = 1
1

2. 09 = {—}, (oun € N*, n > 2) est une autre subdivision, mais cette fois le pas est égale a
n

1
5=-.
n

2.4 Subdivision plus fine qu'une autre

Définition 2.2. Soit 0 et 0, deux subdivisions d'un segment [a, b]. On dit que o, est plus fine
que o, si et seulement si tout élément de la famille o, est élément de la famille oy, c’est-a-dire
o9 C 01.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

Exemple 2.2. Dans I'exemple 2.1, on a o3 est plus fine que 0.
Proposition 2.1. Soient o, et o5 deux subdivisions d'un segment [a, b|. 1l existe une subdivision de [a, b]
plus fine que o, et 5.

Démonstration - 1 suffit de considérer la famille 0 = (z})o<x<ny dont les éléments sont ceux
de o, et ceux de o, ordonnés dans 1’ordre croissant et ot NV est le cardinal de la famille ainsi
construite. o est plus fine que o, et ,. |

2.4.1 Fonction en escalier

Définition 2.3. Soit f est une fonction définie sur l'intervalla I = [a, b]. On dit f en escalier sur
[a, b] s"il existe une subdivision ¢ : a = g, < 1 < ... < T,y < T, = b. du [a, b] telle que f est
constante sur chaque intervalle |z, z41[, i.e.,

Vk € {0,1,..,n}, Jex € R, x €|ag, xpa]: f(x) = .

On dit alors que la subdivision o est associée a f.
On notera £([a, b], R) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles

Exemple 2.3. La fonction f définie sur l'intervalle [—1, 3] par f(x) = [z], (partie entiere de z),
est une fonction en escalier.

Proposition 2.2. Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et X\ € R. Alors | f |, f + g, \f et
fg sont des fonctions en escalier sur [a, b].

Remarque 2.2. 1. Si o est une subdivision associée a f alors toute subdivision plus fine est
encore associée a f.

2. Une fonction constante est une fonction en escalier.

Proposition 2.3. Toute fonction ¢ € &[a, b] est bornée sur [a, b].

Démonstration - Soient ¢ une fonction en escaliereto : a = zg, < 21 < ... < T,_1 < x, = b.
une subdivision qui lui est associée. On a donc

Vk € {0,1,..,n}, Jex € R, x Elag, xpa: p(z) = cx.

En posant M; = ogrilgi{qﬂ c |}, et M = ogrilgi{q{Ml’l o(xo) |,...,| w(zn) |}, alors, nous avons
queVz € [a,b] :  ¢(x) < M. u

2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

Définition 2.4. Soit une fonction en escalier ¢ € {[a,bleto :a =xp, < 21 < ... < 2y < T, = b.
une subdivision associée a ¢. Soient ¢, € R, (k € {1,...,n — 1}) tels que :

Vo €lrg, vpml: o(z) = ¢ On définit I'intégrale de la fonction ¢ entre a et b comme étant le
nombre réel

b
I(p) = / o@)de = 3 cplerss — ).
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

3
Exemple 2.4. Pour ¢(x) = [z]. Alors /gp(m)dx =—1Ix140x1+1x14+2x1=2.

-1

Théoreme 2.1. Soient ¢ une fonction en escalier sur [a;bletet o : a = x9, < x; < ... < Tp_1 < T, = b.

une subdivision associée a p, et que sur |zy; Ty41[, @ prenne la valeur ¢y, (k € {1,...,n — 1}). Le réel
k=n—1

I, = E cx(Tp41 — o) est indépendant du choix de la subdivision o associée a .
k=0

Démonstration - Soit o et ¢’ deux subdivisions associées a ¢. On suppose pour commencer
que o’ est plus fine que o Soit o : a = 2o, < 21 < ... < Tp—1 < T, = b, I'On pouvait écrire o’
sous la forme o : a = 209 < o1 < - Togy < T11 < o1l < oo < Tpo1g, , < Tn = bavec
Tk, = Tr+1 Maintenant, puisque ¢ prend la valeur ¢, sur l'intervalle |zy; z441], ¢ prend aussi la

valeur ¢, sur les intervalles |x;_1,, ., Tk1l, |Tk1, T12[, s | Thip—1, Thi [ En posant 0 = w14, _,,
on a donc
k=n—1 1 k=n—1 i ik
Iy = > cularg —rje1) = > Y (Thg — rjo1) = Y culpar — ) = L.
k=0 j=1 k=0 7=1 7j=1

Soient maintenant o et o’ deux subdivisions associées a ¢ quelconques. On sait que o U o’ est
plus fine que o et ¢’. D’apres ce qui précede, on a donc I, = o = I n

Remarque 2.3. 1. Si ¢ est la fonction constante égale a 1 (sauf en un nombre fini de points),
b

alors I(p) = /(p(x)dx =b—a.

a

2. Si ¢ est la fonction identiquement nulle sauf en un nombre fini de points, alors
b

I19) = [ wla)dz =0,

a

Propriétes 2.1. Soient f,g € {[a,b] et \, n € R, on a

1. Si f est positive, alors I( f / f(z)dz > 0.

b

2. (Lmearlte)/ M+ pg)(x)de = A /f dx+u/g( )d.

a

Démonstration -
1. Ceci résulte directement de la définition, car tous les termes de la somme sont positifs.

2. Si oy une subdivision adaptée a f et o, une subdivision adaptée a g, il e clair que
b

o = oy U o, adaptée a A\f + pg. La calcul de /(/\f + pg)(x)dr a partir de o, donne

a

immédiatement le résultat.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.6 Intégrale d’une fonction bornée sur segment [a, b]

(]
On générale, on a les propriétés suivantes,
Propriétes 2.2. Soient f,g € R[a,b], et A € R. Alors,
1. \f e R.
2. f+geR.
3. Sif>0,alors I(f /f Ydz > 0.
4. Slf<galors/ flx dm</ g(x)dx.
En particulier, on a
b b
[t 1< [ @) de
Démonstration - On montre 4. Comme ¢ — f est positive, alors, par linéarité, on a
b b b
/ (9 — f)(x)dx = / g(z)dx —/ f(x)dz >0, d’ot le résultat.
D’apres l'inégalité — | f(z) |< f(z) <| f(z) | pour tout x € [a,b]. On en déduit
b b b
- [ i@ e s [ e [ @)
On a dong,
b b
[ o< [ 15w | do
(]

Proposition 2.4. (Relation de Chasles) Soit f une fonction en escalier sur le segment [a; ] et ¢ €]a, b].

Alors, . ) .
/f(x)da::/f(x)der/f(x)da:

Démonstration - Soit o une subdivision associée a f. On prend o, la subdivision définie par
0. = 0 U{c}. Par le théoréeme 2.1, et avec cette subdivision le résultat est immédiat. |

2.6 Intégrale d'une fonction bornée sur segment |a, 0]

Dans ce qui suit, f désigne une fonction définie sur un intervalle fermé borné I = [a,b] et a
valeurs réelles. On note les fonctions bornée sur [a, b| par B|a, b].
Soit f € Bla, b], on pose :

§-[a,b] = {¢ €¢&la,b] : Va € a,b], P(x) < f(x)},

Université de M’sila 6 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.6 Intégrale d’une fonction bornée sur segment [a, b]

&rla bl = {p € €lab] : Va € a8], f(x) < p(a)}.
Les deux ensembles & [a, b] et {_[a, b] ne sont pas vides. En effet, puisque f est bornée sur [a, ],
donc il existe m, M € R vérifiant,

Vr € [a,b]: m < f(z) < M.
Alors, on peut choisir les fonctions en escalier ¢ et ¢ comme suit
Vo € [a,b] : p(x) =M eti(z) =

Donc ce cas 1a, ona p(z) € {;[a,b] et ¢ € £_]a, b].
On pose aussi :
L={(): petfabl}etly={I(p): ¢ elabl]}.
D’autre part, pour toute ¢ € £_[a,b] et p € £ [a,b], ona
Va € [a,b] 1 h(z) < p(x) = () < I(p)

c’est-a-dire la partie I; n’est pas vide et est majorée, elle admet, donc une borne supérieure, et
également en cequi concerne la partie I, elle n’est pas vide et minorée, don elle accepte une
borne inférieure. Par conséquent, nous posons :

I_=supl;etl, =infl.

Définition 2.5. Soit f € BJa, b]. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur l'intervalle
la, b] siet seulementsi /_ = I,. On note

b
:/f(:n)dz:[_:]+.

On note I’ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann par deCauchy.

Remarque 2.4. Il est utile de noter que si f est une fonction intégrable sur / alors f est bornée.

2.6.1 Critere d'intégrabilité de Cauchy
Théoreme 2.2. Soit f € Bla,b|. Alors f est intégrable sur [a,b] si et seulement si il existe des suites
(¢n) et (1) de fonctions en escalier telles que :
b
VneN:y, < f<op,et liril (pn — Un)(z)dz = 0.
n—-—+0oo a
Démonstration -

1. Si f est intégrable alors I = I, = I(f). Par la caractérisation du borne supérieure, il
existe une suite 1) € £_[a, b] et p € £, [a, ]| telles que

b
lim gon = lim / U (

n—-4o00 n—-+4o00o

D’ot le résultat dans un sens.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.6 Intégrale d’une fonction bornée sur segment [a, b]

2. Inversement, si il existe des suites (¢,,) et (1,,) de fonctions en escalier telles que :

b
VneN:y, < f<g,et lirf /(gpn—wn)(a:)dazzo.
n—-+0o0o a

Alors comme on a
b b
VneN: [ y(x)de <1< I+</ pn(7)dz,
on en déduit que

I~ 1 < / (on — ) (@)dz

Ce qui prouve que I, = I_. De plus on a aussi

b b
WneN: L= [ v,@)ds < [ o) - dno)ds

et ) ,
VneN: / on(@)de — I, < / (o (@) — thu(a))da

On conclut facilement maintenant.

Remarque 2.5. le théoréme 2.2 est équivalente a la condition suivante
Ve >0, Jo., . € €la,b], Vrela,bl: ¢. < f <1

b
et / (e — o) (w)da < ¢

Propriétes 2.3. Soient f, g € Rla,b], et A € R. Alors,
1. Af € Rla,b].
2. f+g€ Rlab]

f € Rla,b] &

3. Sif>0,alors I(f /f Ydz > 0.

4. Slf<galors/ f(x dx</ g(x)dx.
5. fg € Ra,b]. ’

Démonstration - Comme f, g € R. Alors, il existe des suites (¢,), (¢n), (0,) et (¥,) de
fonctions en escalier telles que

VneN: ¢, < f<p, et 0, <g<d,, (2.1)
d’apres (2.1), on a

n—-+o0o a n—-+o0o a

b b b
lim on(x)dxr = lim Yy (z)dx :/ f(z)dx
b

b b
lim O,(x)dx = lim 19n(x)dx:/ g(x)dx.

n—-+0o a n—-+oo a
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.6 Intégrale d’une fonction bornée sur segment [a, b]

1. (a) SiA > 0,alorsVn € N: Ay, < Af < Ap,, on passe a la limite, on obtient

b

b b
lim /\@bn(:v)dx:/ A (z)dx = lim App(z)dz.

n—-+o0o a n—-+o0o a

Donc, A\f € RJa,b].
b b
Mais, d’apres propriéte 2.1, on a vu que lim )\wn( )dz = A lim wn( )dz et

n—-+o00 n—-+o00
b b

A lim on(x)dr = lim )\gon(w)dw, on obtient donc,

n—400 n—-+0o

//\f dx—/f

(b) Si A > 0, oninverse les inégalités, mais les arguments sont les mémes.
(c) Pour A = 0 est évident.

2. On utilisant (2.1), nous avons que
VneN: Y, +60, < f+9<p,+ 9, (2.2)

Si on passe a la limite dans (2.2), on a

b b
n1—1>I—&1:loo a [wn—o—ﬁn](:c)d:c - nl—1>I—Poo/ ’l/}n dx—i_nl—lg—&l:loo '9 ( >d
b
S RGLE / g(z)dz
b b b
dim ) [ + O] (x)de = lim i pulz)de + lim i Un(x)d

_ /abf(a:)da:—l—/abg(ac)dx

3. Soit la fonction en escalier ¢ défine par Vz € [a,b] : ¢(z) = 0. Alors, on obtient
0<I =1,.

4. Montrons 5. Supposons que f et g sont positives. D’apres (2.1), et comme f, g sont bor-
nées, il existe M € R, tel que

On conclut facilement maintenant.

VneN:0< ¢, < f<p, <M et0<0,<g<0, <M. (2.3)
b b c
A( ¢n)dl’<m et /;(1971 0 )d$< m (24:)

Comme tous les mombres des inégalités (2.3) sont positives, alors, on a

VneN:0<y,b0, < fg<p,t,,
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.6 Intégrale d’une fonction bornée sur segment [a, b]

et

/ab( 1/Jnndx<M/ d:v+M/ —ty)dx < .

Ceci montre que fg est intégrable.

Dans le cas général, comme f, g sont bornées il existe A € R’ tel que les fonctions A + f
et A + g soient positives. Alors, selon ce qui précede le produit (A + f)(A + g) € Rla,].
Commeona fg= (A+ f)(A+g) = fg+ A(f +g) + A% et A(f +g), A* € R[a,b]. Alors,
par conséquant, fg l'est aussi.

Donc,

n
Exemple 2.5. Soit la fonction f défine par f(z) = 2z sur [0,1]. On considere la subdivision

uniformme o : (—), k € {0,1,...,n, } et on définit les fonctions en escalier ¢, ¢,, sur chaque
n

intervalle |z, xx41[, (k=0,1,...,n — 1) par ¢, (z) = %7 Un(x) = Q(k; 1)

,eton a donc
on < f <1b,. Calculons les intégrales maintenant

1 k=n—1
21 2(n—1)
[ ontare= 30 S0 =S
0 k=0
1 k=n—1
21 2 1
vy = 3 L2t
0 — nn 2n
Donc on a en particulier
2(n—1 2 1
wnen: 2=l ;o AntD 2.5)
2n 2n

On passe a la limite dans (2.5), on obtient
I =1, =1=I(f)

Exemple 2.6. (Une fonction bornée, non intégrable) Considérons la fonction f définie sur [0, 1]
par

[0 sizeQn]o0,1]
f(‘”)_{1 sizel0,1]—-Q

Il est clair que f est bornée, car Vx € [0,1] : 0 < f < 1. Posons
L ={I(p):pe&[01]} et L ={I(¥): ¢ € &[0,1]}.

Alors,onap € £_[0,1] = p < 0etv € £,.[0,1] = ¢ > 1. Si on choisir les fonctions en escalier
wo=0ety =1,0onadonc

[ et < [Cawe=oet [ vir> [C> 1

Donc I_ =supl; =0et [, =infl, = 1. Comme /_ # I, alors f n’est pas intégrable au sens de
Riemann.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.7 Sommes de Darboux.

2.7 Sommes de Darboux.

Soit f une fonction dans Ba, b|. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonc-
tions en escalier. Donc, on a posin a une subdivision o : @ = 2y < 1 < ... < x, = bde [a,})].
Puis, on pose

VEel,.,n: my= inf f(x)et M= sup f(z).

Ie[mkfl»xk xe[xk—lyxk

On définit les fonctions en escalier pour tout x € [z)_1,z;] et Vk € 1,...,n par,

m = inf  f(z), (2.6)

TE€[TR_1,Tk]

et
M, = sup f(x). (2.7)

T€[Tg_1,28]

Alors, nous avons dong, les définitions suivantes

Définition 2.6. (Sommes de Darboux) On appelle somme de Darboux inférieure de f associée
a o l'intégrale de la fonction en escalier (2.6) tel que

k=n

So(f) = Z(xk — xp—1) M,

que

so(f) = i(:ﬁk = Tpp—1) My,
AT f AT TN f

( b ( b

FIGURE 2.4 — Approximation de l'intégrale de ~ FIGURE 2.5 — Approximation de l'intégrale de
f par une somme de Darboux inférieure f par une somme de Darboux supérieure

Proposition 2.5. Si o et o’ sont deux subdivisions de [a, b] telle que o’ soit plus fine que o, alors, on a

SU(f) < Scr’(f> < So(f) < So’(f)'
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

Proposition 2.6. la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur l'intérvalle [a,b] si et seulement
pour tout € > 0 il existe une subdivisions o de |a, b] tel que

Sa(f) - Sa(f) <E.

1
Exemple 2.7. Soit la fonction f(x) = 22, et [a, b] = [0, 1], on calcule / f(z)dx.
0

k 1
Posons o : (z) = (=), Az = (z3_1 — x) = — etk € {1,...,n}, alors,on a
n n

k—1)? k2
my =  inf :z;2:( 2),eth: sup x2:—2
TE[TK_1,Tk] n TE€[Tp_1,2k] n

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f associée a o sont

k=n k=n
1 nn—1)(2n —1
so(f) = kaA:E = 3 (k — 1)2 — ( 631(3 )
k=1 k=1
k=n | h=n nin+1)(2n +1)
S‘T(f)_ZMkA‘T:ﬁZkQ— .
k=1 k=1

Donc, on a .
lim (S, —s,) = lim (—) = 0.

n—-+oo n——+0o00
Par conséquence f est intégrable sur [0, 1], et on a

1
1

/a:2d:c: lim S, = lim s, = -
0 3

n—-+o0o n—-+0o

2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

2.8.1 Les fonctions monotones

Théoreme 2.3. Chaque fonction monotone sur l'intervalle [a, b, elle est intégrable au sens de Riemann
sur |a, bl.

Démonstration -
1. Si f = 0 sur [a, b], donc f est en escalier, c’est-a-dire f € R]a, b].

2. Si f € R|a,b] alors on a aussi —f € Rla, b]. Dong, il suffit de prouver le théorie pour les
fonctions croissante et bornée sur [a, b].

3. Posons f € Bla,bl, et croissante. Soit la subdivision o : ¢ = 2y < 21 < ... < x, = bde [a, ],
on a don

Vk e {l,...n}: flrpg_1) <mp= inf < My= sup < f(xg).

T€[TK_1,2Tk] TE[Tp—1,Tk]

Université de M’sila 12 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

Alors on a

e
Il
B
Il

n

So(f) = s.(f) < (= Tp—1) (M — my) < (wr, — 2p—1)(f(2r) = f(2-1)).

n

e
Il
—_
=
Il
—

L . b—a
Pour tout € > 0, en prenant la subdivision uniforme o = (a + k—) Alors, on peut

(b—a)(f(b) — fla)

< e. Par conséquent,

choisir n a la forme qui vérifie 'inégalité suivante

d’apres I'inégalité précédente, on a "
k=n
_ < (- _ _ (b=a)(f(b) = f(a)
Se(f) — so(f 2 (xp — xp—1)(f(zg) — f(TR1)) = - < e.

Exemple 2.8. Voir I'exemple 2.7.

2.8.2 Les fonctions continues
Théoreme 2.4. Chaque fonction continue sur l'intervalle [a, b], elle est intégrable au sens de Riemann
sur |a, bl.
Démonstration - Comme f € Bja, b| est continue, alors elle est uniformément continue sur
la, b], c’est-a-dire

Ve > 0,3a > 0,Vz,2’ € [a,b]: |z — 2| > a=]| f(z)— f(a) |<e.
b—

n

c .. . a L pe . .
Pour tout ¢ > 0, en prenant la subdivision uniforme o = <a +k ) On définit les fonctions

en escalier 1) et  par
Vo €lag_q, xxs ¥(x) = f(zr) — e, Y(xg) = f(xg),
Vo €lrp-1, zi[t @(z) = flzx) +e, p(ar) = flaw).
Cela donne Vx € [a,b] : ¢(z) < f(x) < ¢(z). Dutre part on a

/ab(go(a:) —(a))da = 2 /ab dr = 2¢(b — a).

Ce qui signifie que f est intégrable. n
. : 7r 7r
Exemple 2.9. Soit f(z) = sinz, [a,b] = [0, 5 <2—) (k€ {1,...,n}). Alors, on a
S — 0.
)=o) = 0 —

n—-+0o0o

b
Par conséquent / f(x)de = lim S,(f) =
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

2.9 Sommes de Riemann

Soit f une fonction dans Ba, b|. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonc-
tions en escalier. Donc, on a posin a une subdivision o : ¢ = 2y < 21 < ... < z,, = bde [a,b] et]a
famaille t = (tx)1<k<n tels que ty € [xg_1, k).

Définition 2.7. On appelle somme de Riemann de f associée a o le réel

k=n

Roo(f) =D (wn — 1) f(ta).

k=1

Remarque 2.6. Si on pose ¢(z) = f(ty), Vo € [z4_1,xi]. Alors la somme de Riemann R, ,(f)
devient l'intégrale de la fonction en escalier ¢.

De la propriété 2.2 pour les fonctions en escalier, on déduit que ces sommes vérifient la
propsition suivantes

Proposition 2.7.

So(f) < Rou(f) < So(f)-

Démonstration - Ceci résulte du fait que sio : a = 2y < 21 < ... < z,, = bde [a, b], alors pour
toutk=1,...n,ona
inf  fz) < f(te) < sup  f(2).

T€[Tp_1,T] T€[TK_1,Tk]

Théoreme 2.5. Soit f € Bla,b|. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur l'intérvalle [a, b] si et
seulement s’il existe un réel | vérifié

Ve >0, In, Yo de |a,b] : 0(c) <n=|R(f)—1]|<e.

b
Dans cecas lal = / f(x)dx.

Corollaire 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, alors les deux suites suivantes :

b—a 5

n

nf(a+k;(b_a)

)

Up =

_Z f(HkM) et =LY
n n n
k=0 k=1

sont convérgentes vers la méme limite, et on a :

b
lim u, = lim vn:/ f(x)dx.

n—-+o0o n—-+o0o
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

FIGURE 2.6 — Approximation de I'intégrale de ~ FIGURE 2.7 — Approximation de I'intégrale de
f par u, J par v,

Remarque 2.7. (Cas particulier) Si [a, b] = [0, 1], alors, on a

knl k=n

Z () etun=—"F(5).

k=1

\/_+\/_+ VR

Exemples 2.1. 1. On calcule la limite de la suite suivante : u,, =

On peut écrire u,, comme suit u,, = \/> \/> + ... + f Alors u,, est une suite de

Riemann associée la fonction f(z) \/_ z sur et [0, 1], donc, on a

lim un:/olﬁdx: Ex\/ﬂ;: z

n—-+0o

k=n 1
1 1
2. La somme — E — tend vers / xdx
0

n n
k=1

2.9.1 Propriétés de I'intégrale de Riemann

Propriétés des fonctions intégrables au sens de Riemann est dérivée des propriétés des fonc-
tions en escalier intégrables.
Propriétes 2.4. Soient f, g € Rla, b], et A € R. Alors,

1. Af € R[a,b].

2. f4+ g€ Rla,b], et fg € R[a,b].

W

.Sif>0,alors I(f /f Ydz > 0.

N

Slf<galors/ f(z dx</ g(x)dx.

|/f d:c|</ | f(2) | da.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

b c b
6. Pour tout ¢ €]a, b[ on a /f(x)da: = /f(a:)dm + /f(a:)d:z: (Relation de Chasle).

a

7. /bf(x)da::—/af(:c)d:c.

b
8. Si f continue et positive, alors / flz)de =0< f=0.

c

9. Pour touta € Rona /f(:z:)d:r = 0.

Nous allons démontrer certaines de ces propriétés et laisser le reste au lecteur

Démonstration -
b k=n k=n b
1. /a (Af)(x)dx = nl_lgloo kZI(xk —x5_1)(Af)(t) = )\nl_igloo 2 (2 — zp—1) f(tr) = )\/a f(x)dx
2.
b k=n
[+ = tim 3@ - a)(f +0)(0)
]]::rlL k=n
= nglfoo Z(iﬁk —xp-1) f(te) + nglfoo ;(xk — xp-1)9(tk)

= /ab f(x)_dx + /abg(x)dx

b
4. Si f > 0,alors g — f > 0, donc / (9 — f)(x)dx > 0, par conséquent, d’apres la propriété 3,

b b
onobtient/ f(:v)d:vg/ g(x)dz.
b
8. (a) Si f=0,alors / f(z)dz = 0 (évident).
b
(b) (Inversement) Si f = 0, / f(z)dx = 0. Supposons qu'il existe z, € [a,0b] tel que

f(zo) # 0 dans ce cas 1a, on af(zy) > 0 et comme f est continue, alors

Ve >0, Ja > 0:|z —xol< a =|f(z) — f(zo)|< e

Université de M’sila 16 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

1
Cela donne f(zg) — e < f(x) < f(zg) + €, on choisir ¢ = §f(x0) donc, on obtient
Vr € [a,b] :|x — x9|< 0 = f(x) > %f(xo). Par conséquant

/ab f(z)dz > /x0+a f(z)dz > %f(xo) =~ 0

Zo

Ce qui est une contradiction.

Proposition 2.8. Soient f une fonction continue et itégrable au sens de Riemann sur l'intervalle |a, b],
Alors, il existe m, M € R tel que

m(b—a)g/ f(z)dx < M(b—a).

Démonstration - Sion posem = inf f(x), et M = sup f(z). Alors, d’apres la propriété 4,

z€la,b] z€la,b]

b b
ona m/ dzx < / f(x)dx < M/ dx, c’est-a-dire m(b — a) < / f(x)dx < M(b— a). |

2.9.2 Premiere formule de la moyenne

Théoréme 2.6. Soient f une fonction continue sur |a, b, la fonction g € R[a, b] et positive. On désigne
par m (resp. M) la borne inférieure (vesp. supérieure) de f sur |a, b]. Alors il existe k € [m, M| tel que

/f dx—k:/ab()dx.

Démonstration - Par I'hypothese g > 0,onamg < fg < Mg et donc

/ z)dr < / f(z)g(z)dz < /abg(x)dx. (2.8)

b b
Si / g(x)dz = 0, alors I'encadrement précédent assure que / f(z)g(z)dx = 0, et k arbitraire,
a m 4+ M a
5
b b
Si / g(x)dz # 0, alors on divise (2.8) par / g(z)dz, on obtient

donc on peut prendre k =

m < /f x)dx < M,

a

est un élément de [m, M|. Comme f est continue, on conclut par le théoreme des valeurs inter-
médiaires pour trouver c. |
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

Corollaire 2.2. Si pour tout x € [a,b] on a g(x) = 1. Alors, il existe ¢ € [a, b] vérifiant

O

1
b—a
Remarque 2.8. (Illustration graphique) Dans le cas ol est positive sur [a, b], la valeur moyenne

f(c) de la fonction est la hauteur du rectangle ABC'D de base (b — a) ayant la méme aire que
l'aire sous la courbe représentative de f entre a et b (voir le figure au-dessus)

Le réel

b
/ f(z)dx est dit valeur moyenne de la fonction f sur |a, b].

(<)

Exemple 2.10. Soit f(z) = 32* sur [0,1]. Alors, la valeur moyenne de f est

2 = 1.

1 1
/3x2:
1-0J,

2.9.3 Deuxieme formule de la moyenne

Théoreme 2.7. Soit f une fonction positive décroissante de [a,b] et g € R|a, b]. Alors, il existe c € [a, b]
tel que

[ sy = 5@ [ gy

Démonstration - On distingue deux cas

1. Sila fonction f en escalier, il existe donc une subdivisiono :a = zg < 21 < ... <z, = bde
la, b] et des constantes ¢4, ..., ¢, telles que

Ve oy, axl, (k€ {1,..n}) : () = o
t b
Posons G(t) = / g(z)dx. Maintenant, on montre que / f(z)g(z)dz est une valeur inter-

a

médiaire pour ia fonction H (t) = f(a)G(t). Alors, on

[ ag@ar = S (Gw) - Gla)e
= _zf (cr — ck—1)G(zR) = G(xp)Cn — G(m0)c1 = G(xy)ep
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

Si on note m et M respectivement 1'inf et le sup de la fonction G sur [a, b], alors

me; < Z G(z_1))cr < Mcy.

Commme lim f(z) = f(a) = c1, Nous avons donc bien prouvé que / f(x)g(x)dz est
T—a

a
une valeur intermédiaire de la fonction H. La conclusion découle aisément.

2. Si f n’est pas en escalier, on considere la subdivision uniforme

a’ (k € {0,...,n}) de [a,b] et les deux fonctions en escalier ¢, et v, définies

par
Va €lag, apnl, (k€ {0, n —1}3) s on(@) = flan), dulr) = fler).
b
Nous allons établir que / n(z)g(z)dz tend vers / f(x)g(x)dz, et le fait que
/ f(x)g(z)dz soit une valeur intermédiaire résultera de la méme propriété pour ¢, qui

est cette f01s -ci en escalier. Plus précisément, ona: ¢, < f < ¢, par conséquant

b—a
n

| ) = vnleNde < [ (@) = oo = "2 ((a) - FO))

Si on note M’ un majorant de |g| sur [a, b], alors

b—a

n

[ 1#@g(@) ~ en@g@lde < 21" [ (1) = pulo)do < M 7(f @) - ),

La limite a droite de a pour la fonction ¢,, étant égale a la limite a droite de a pour la
fonction f, par passage a la limite, on aura bien

/f 2)de < Mf(a).

Théoreme 2.8. Toute fonction bornée continue par morceaux sur un intervalle borné [a, b] est intégrable
sur |a, b].

2.9.4 Inégalité de Cauchy Schwartz
Théoreme 2.9. Soit f, g € Rla,b]. Alors

(/ @) < / ) ( / 'gla)as).

Démonstration - Soit A € Retcomme f, g € R]a, b]. Alors, d’apres la positivité dde l'intégrale,

ona ,
(/G(/\f(x)—l—g(x >0<:>/\2/f —1—2)\/ fg+/g > 0.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

Ce trindme en \ étant toujours positif, son discriminant A est donc négatif. C’est-a-dire

A= 4[(/; f(m)g(w)dm)Q - </ab fQ(x)dx> (/abg(x)dx>] <0.

D’ot le résultat. n
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.10 Calcul de primitives et d’intégrales

210 Calcul de primitives et d’intégrales

Définition 2.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle /. On appelle primitive de f sur /
toute fonction F’ définie et dérivable sur [ vérifiant

Veel: Fl'(z) = f(x).

Exemple 2.11. La fonction F' définie sur R par F(z) = sinz est une primitive de f(z) = cosz
sur R. Car F est dérivableetVz € R: F'(z) = f(z).

Théoreme 2.10. Si Fy, F, sont deux primitives de f sur un intervalle 1., alors

Ve el: F/(z)— Fy(x) =0.
Démonstration - OnVx € [ : F/(z) = f(x) et F; = f(x). Alors, Vo € I : F{(x) — Fy(z) =
f(x) = f(x) = 0. n

Théoreme 2.11. Toute fonction continue sur un intervalle I. Alors, elle admettant une infinité de pri-
mitives sur I.

Remarque 2.9. Si on connait une primitive F' de f sur un intervalle /. Alors, toutes les autres
primitives de f sont de la forme F' + c ot ¢, est une constante quelconque.

Exemple 2.12. La fonction = +— 2 + x est une primitive de z 3z2 + 1 sur R. Alors, toutes les
primitives sont z — 2° + x + ¢, oli ¢ € R.

Corollaire 2.3. Les fonctions dérivable sur un intervalle I et admet une primitive nulle sont les fonctions
constantes.

Démonstration- Soientz,y € I, (z < y), supposons que une fonction F dérivable sur [z, y] C
I. Donc elle est continue [z, y]. D’apres le théoreme d’accroissement finis, il existe 6 €|z, y| tel
que
Fly) = F(x) + (y = 2)F'(y + 0y — x)) = F(x).
n
Définition 2.9. On appelle intégrale indéfinie de f et on note / f(z)dzx, toute expression de la

forme F(z) + c out F est la primitive de f.

1
Exemple 2.13. /(Cosx +x—1)de =sinz + §x2 — 1z + ¢, telle que c € R.

Théoreme 2.12. Soit f € Rla,b|, alors 'application F : x / f(t)dt, est continue.

Démonstration - f intégrable sur [a, b], alors elle est bornée sur [a, b], dong, il existe M € R,
tel que
Vo € [a,b] : | f(x) |< M.

Dong,

Fa) = F(xo) \/f dt—/ e dt\—|/f )dt| < Mz — zq).

C’ést-a-dire F' est M —lipschitzienne sur [a, b], par concéquant, elle est continue sur |[a, b]. |
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Théoréme 2.13. Soient f une fonction continue sur un intervalle I et a € 1. Alors la fonction F' définie

sur I par :
a:r—>/ f(t)dt

est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration - Supposons que f soit continue en un point =, € [a, b]. Montrons que F est
dérivable en z, et que F'(xq) = f(z0) ’est a dire que :
— F(xo)

v — 70 —f(l'o) < E.

Ve >0, da > 0: Vz € [a, ], |x—m0|:>‘

C’est-a-dire,

1

Ve >0,3da>0:V € [a,b), |$—I0|:>|x -
— T

/7ﬂw—ﬂ%»ﬁ<a

o

Soit ¢ > 0, alors pour tout = € [a,b] — {z¢} vérifiant |z — 2| < a, on a
Vit € [xg, ] [t — a0 |<| 2 — 20 |< .
Donc

Ve ela,bl:|z—zo|<a = VteE |y x]:|t—x|<
= Yt € [zo, 2] :| f(t) — flo) [<e.

Par conséquant,

1

T — 2o

AmWﬁth< |/u F (o) dt

< $0|<€

- |J}
]az—x0|

Exemple 2.14. Le primitive de f définie sur R par f(z) = cos(2z + g) qui s’annule en 0 est

/ () sm(2t + 3)] = %Sin(Qx + g) — \/75

2.10.1 Théoreme fondamental de I’analyse

Théoreme 2.14. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et F' une primitive de f sur |a, b)].
Alors,

| #a)da = (F@) = FO) - Fla).

Démonstration -
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1. Soit o : zp < 71 < ... < x, une subdivision de [a, b]. Sur chaque segment [z, x;11], (k €
{0,...n — 1}, la fonction F' est continuement dérivable. En vertu du théoréme des accrois-
sement finis, il existe t;, €]y, z411] tel que

F(xg1) = Fay) = (@01 — 26) F'(t) = (@1 — 23) f ()
Dongc, d’apres la proposition 2.7, nous avons s, (f) < Ry+(f) < S,(f), c’est-a-dire

k=n—1

5ol£) £ Y (Flaw) - Flaw) < 5,(0)

Comme Z (F(xk+1) — F(zg) = F(b) — F(a), alors

so(f) < F(b) — F(a) < 5:(f)

Ceci étant vrai pour toute subdivision o, et la fonction f étant, par hypothese, intégrable,
on déduit de la proposition 2.6 que

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

2. Soient z € [a, b] tel que z( + h, supposone que f soit continue en x,. Alors, on a

zo+h zo+h
Fao +h) = Fla) = [ fahdo = flanh+ [ (f(2) = fan))do.
Tenez compte que f est continue en x, donc on a pour h # 0
1 ookt 1
[ U@ = see] < sl —al < B - )l
= sup |z — zo| < A|(f(x) — f(0)) = 0,

lorsque h +— 0. Par conséquant,

F(zo+ h) — F(xq) zo+h

Illig(l) = }lg% . (f(x) = f(zo))dz = f(x0),
d’ou F,(l’o) = f(l'g) |
Exemple 2.15.
2
I 2
/1 Edw = [lnz]{ =In2.

Corollaire 2.4. Si f une fonction dans C*[a, b], alors
b
| r@ae= 1) - r@.

Démonstration - Si f est dans C'[a, b] alors sa dérivée f’ est continue et f est une primitive de
f'.On applique alors le théoréme 2.14, ci-dessus. [ ]
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2.10.2 Fonctions paire et périodique

Théoreme 2.15. 1. Soit f une fonction continue sur [—a, a] avec a > 0. Alors

(a) /a f(z)dx =0, si f est impaire.

(b) /a f(z)dx = 2/a f(x)dx, si f est paire.
—a 0

2. Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T' Alors

VeeR: /Cc+Tf(x)dx - /OT f(x)dz

2.10.3 Intégration par parties

Théoréme 2.16. Soient f et g deux fonctions de classe C" sur [a, b]. Alors :

/f(fﬂ)g’(x)de[f(x)g(x)]Z—/ f'(x)g(x)dx

Démonstration - Nous avons que (f(x)g(x))/ = f(x)g' (z) + f'(x)g(x), donc

[ (@) ar = @it + [ e [ s

Remarque 2.10. Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule
d’intégration par parties s’écrit

[ (1@g@) z = f@yg() = [ F@iglaldo+ [ flag @i

Ty S f) =t alors [ f(
Exemple 2.16. On calule /1 te'dt. x € R posons : { g = et g(t

/ teldt = [te']f — / e'dt
1 1

= ze¢" —el —e" el = (v —1)e"

Par conséquent,

D’autre part le primitive de x — ze” sur R est

/xexdx =(z—1)e"+¢, ouceR
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Calcul intégral du type / P, (x)e"dx

Soit P, (x) un polyndme de dégré n, et k € R. Alors on peut calculer I'intégrale / P, (x)e* dx,

ou on utilisat l'intégrale par parties n fois. Mais comme on a vu que les primitives de =z —
P,(z)e™ sont les fonctions F : x — Q,(z)e" + ¢, tel que Q,(z) est un polyndme de dégré n.
Donc on peut calculer-le rapidement par comparaison F” avec P, (z)e".

Exemple 2.17. Calculer [ = / (22 —5x+T7)e “dx. Alors, les primitives sont F : x + (apz®+ a2+

ap)e ¥ + ¢, tels que ag, a1 etas dans R ottay # 0. F'(z) = ( — ayx® + (203 — ay)x + (a; — a0)>e_$.

Par comparaison F'(z) avec (z° — 5z + 7)e” ", on obtient

—CL2:1 CLQI—l
200 —a1 = —5 = ar =3 =
ap —ag =17 ap = —4.

Par conséquant [ = /(x2 — 51+ T)e "dr = (—2° + 3v — 4)e " +c.

Calcul intégral du type /e’“ cos(pz)dz, /ekx sin(pz)dz, k,p € R.

On integre par parties deux foins, nous trouvons donc que les primitives sont F' : =

e (X cos(pr) + psin(pr)) + c ot A, p € R. On peut calculer \ et ; par comparaison £’ avec

e** cos(px) ou e sin(pz).

Exemple 2.18. Calculer [ = / e~ sin zdx. Alors, les primitives sont F : z +— e~ *(\ cos(pz) +
psin(px)) +c. Comme F'(z) = e >* ((,u —2X) cos(pr) — (A +2u) sin(px)) . Par comparaison F'(x)

avec e ** sin z, on trouve

w—222=0 = /\:?
“A—2u=1 —2

Par conséquant / = /(x2 — 5+ T)e dr = (—2° + 3x — 4)e” " +c.

2.10.4 Intégration par changement de variables

Théoréme 2.17. Soient f : [a,b] — R continue et ¢ : o, 8] — [a,b] une fonction de classe C' avec
ola) =aet p(B) =0b:Alors

/abf(:c)da: = /:(ﬁ) f(x)dr = /j Flo(®)e' (t)dt

(@)

La transformation x = ¢'(t) s’appelle changement de variable.
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Démonstration -

Si F' est une primitive de f alors

(Fop)(t)=F'(o(t)¢'(t) = fpt)e(t).

»(B)
- / )Bf(x)dxz / ' fa)da

Donc

6 6
/ Fle(@))' (t)dt =/ (Fro@)(t)dt = [(F o ¢)(t)]

(«

1
Exemple 2.19. Calculons / V1 — 22dz en utilisant le changement de variable z = sin¢, donc
0

ona

1 5
/ V1—22dx = / V1 —sin®t cos tdt
0 0

7, 1 (2
= / cos” tdt = —/ (1 + cos2t)dt
0 2 Jo
B [t N sinZt]’gr oo
L2 4 Jo 4
2.10.5 Primitives usuelles
Fonction Primitive | L'intervalle
% aeRa# -1 Lo 10, +o0[
b ) a + 1 b
1
- In |z| R*
x
1
e (a#0) —e™ R
a
. 1
sinar (a #0) ——cosax R
a
1 .
cosar (a #0) —sinax R
a
T
1 + tan* = t - ==
-+ tan o anx ] 5 2[
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Fonction Primitive L’'intervalle
1 + cotan® = — —cotanz 10, 7]
sin
1
arcsin (£> | —a,a[,a>0
a? —x? a
1
— arccos (f) | —a,al,a>0
a? — x? a
1
- — arctan (f) R
a? + x? a a
1
sh(ax), (a # 0) Ech(am) R
1
ch(ax), (a # 0) ash(ax) R
1
e —— argshx =1In(z + V1 + 22 R
V1422 g ( )
1
TT 3 argchr =1In(x + Va2 —1) | | — oo, —1[U]1, +00|
2 _

2.10.6 Aire d’un fonction positive

Le plan (P) est rapporté a un repere orthonormé (O, i, j), f une fonction continue et positive
sur un intervalle [a, b] et (C') sa courbe représentative dans (P).

Définition 2.10. Soit On appelle intégrale de a a b de la fonction f la mesure de l'aire en unité
d’aire de la partie A = {M(z,y) € (P) :a <z <b, 0 <y < f(z)} du plan (P). On note

S(A) = / e
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(C)

x=a x=b

FIGURE 2.8 — L'aire S(A) sous la courbe (C) et entre les droitesy = 0, z = a etz = b.

b
Remarque 2.11. Si f change la signe sur [a, b], alors S(A) = / |f(z)|d.

Exemple 2.20. Soit la fonction f(z) = 2> — 2z. Calculer I'aire de domaine
A={M(z,y) e (P):0<x <3, 0<y< f(x)}.
On a f change la signe dans [0, 3] (voir le figure 2.9 ), donc
3 2 3
s = [ = [ (=s@)de+ [ fay
0 0 2
1 3

_ 1 4 2}2 [ 3 2} 8
= [ 3$ +x O+ 31’ T -t

/(C,)

FIGURE 2.9 — L'aire S(A) sous la courbe (C|y) et entre les droites y = 0, z = 0 etz = 3.

211 Téchniques de calcule d’intégrale

dans la suite on va donner quelques de méthodes pour calculer une intégrale ou primitive
concérnant certaines classe de fonctions.
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2.11.1 Intégrale de fractions rationnelles

P(x)
Q(x)

Définition 2.11. On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f dela forme: f(z) =

ou P et () sont deux polyndmes a coefficients réels.

Définition 2.12. Soient A(x) et B(x) deux polyndmes réels. On appelle division euclidienne (ou
division selon les puissances décroissantes) de A(x) par B(x) I'unique couple (@), R) tel que :
A(z) = B(2)Q(z) + R(z) avec R = 0 ou bien deg(R) < deg(B). Les polynémes () et R sont
appelés respectivement quotient et reste de la division euclidienne.

Exemple 2.21. Soient A(x) = 22* + 2° — 32 + 2 — 1 et B(x) = 2> + o + 1. Pour effectuer

la division euclidienne de A(z) par B(x) pratiquement on peut utilisant la division selon les
puissances croissantes comme suit

20t 42 =322 +ax—1l2*+a+1
— 22t — 223 — 222 202 —x —4
— 23 =52 4
2 +27 4
—42® + 22— 1
4o® +4x + 4

6x + 3

Propriétes 2.5. Tout polyndme non nul P(z) a coefficients dans R s’écrit sous la forme
P(x) = c(x — )™ (x — 19)™...(x — 7)™ (2% + by + 1) (2% + bow + ¢2)"*...(2% + byw + c)"
P(r)=c (Hz=1<x —7)"™*) (HZ:1(372 + bpx + Ck)nk)
avec b2 —4c, <0, my, n, € Npour1 <k <netc#0.
Définition 2.13. Soient a, b, c et d des nombres réels, et n € N*. Alors

1. On dit d’éléments simples de premiere especes les fractions rationnelle de type ﬁ
xr — n

tel que a # 0.
2. On dit d’éléments simples de deuxieme especes les fractions rationnelle de type
ar +b

2
ot dp avecc® —4d < 0.

P(x)
Q(x)

Théoréme 2.18. (Décomposition en éléments simples) Soit f(x) = une fraction rationnelle telle

que P(x) et Q(x) n’ont aucune racine commune. Si
Q(x) = cllP_, (z — 7)™ I_, (22 + b + )™,

avec by — 4cp < 0 et ¢ # 0 alors la décomposition en éléments simples de f(x) s'écrit d'une maniére
unique sous la forme :

z + Ci,'

1<i<p 1<g<ml 1<i<q 1<5<n;

ot A, j, B; j et C; ; sont des constantes réelles, et E(x) est un polyndme appelé partie entiere de la fraction
rationnelle f(x).
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Remarque 2.12. La partie entiere E(x) de la fraction rationnelle f(z) n’est autre que le quotient
de la division euclidienne de P(z) par Q(x).

Onadonc P(z) = Q(z)E(x) + R(z) avec deg(R(x)) < deg(Q(z)) ou bien R(z) = 0.

On en déduit que:

P(x)

Q(z)

Remarque 2.13. Pour calculer une primitive de f(z) il suffit alors de calculer les primitives de

f(z) = E(x) +

ar +b
(22 + cx + d)"

E(z), n>1 et .n>1 & —4d <0.

(z—b)"’

Intégrale d’éléments simples

Intégrations fractions simples de 1" espece :

On Calcule l'intégrale I = / ( ¢ ) dx. Alors,on a:
xr — n
aln |z —b| + ¢ sin=1
I= -1 a ,
> 2.
n—1(z—br! e sz

Intégrations fractions simples de 2™ espéce :

o ar +b
Calculons l'intégrale I = / (22 + cx + )"

ar +b
I = d
/(:E2+cx+d)” v

= 2/ 2t dm+(—gc+b)/ d
2] (@2 +cx+a) 2 (22 + cx +d)"

dx. Alors, nous avons que

2
(@) On calcule I'intégrale I = / 5 YTC e On a, donc:
(22 + cx + d)"
In|o? +cx+d| +c sin=1
I= 1 :
— > 2.
D@ teardrt ¢ "2
d
(b) Calculons l'intégrale I = / o Ci T Ona:

I:/(az2+cclj+d)” :/ [($+§)2ix(d_éﬂm

4

2

posons u = x + g eta® = (d— CZ) > 0, car A > 0, on obtient

1 du
I(x) = a2n—1/a|:(2)2+1i|n
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dx

(c) Enfin pour calculer I il suffit de calculer /,, = / A+ a2

1. Sin=1ona: [, = arctanz + c.

2. Sin > 2 nous avons la relation de récurrence suivante :

[ 1 T +271—1
T on (1 + 22)n 2n

/ dx _ x +2n/ x2dx

(14 22)" (1+ 22)" (1 —l—a?Q)"H
_ LHR/L_%/d_x
(142 (1+a22)n (1 + z2)ntl

T

I,.

En effet

d 1
Exemple 2.22. Calculons J(z) = / m. On pose u = x + 3 on obtient : J(x) =
d
/ —(u2 —fl)Q' D’apres le résultat précedent on a :

1 u 3
J(z) = L(u) = Z—lm—l—zarctanu—kc
1 x4+ 3 et (Jr1)+
= - —arctan(z + =) + c.
A (C R EER Ve 2
P +4r—1

Exemple 2.23. Calculons l'intégrale I = dz. Donc on pose P(z) = x° + 4x — 1 et

x?—1
Q(z) = 2° — 1, 1a division euclidienne de P(x) par Q(z) donne :

P(z) = 2Q(z) + 5z — 1,
alors, d’apres le théoréme 2.18, on a :

P(z) br —1 B a b
0 e nery TTioitier
Il existe plusieurs methodes pour calculer les constantes a et b. La méthode générale consiste
a réduire au méme dénominateur les deux membres de 1'égalité (2.9), puis identifier les coeffi-
cients des numérateurs. Une autre methode simple dans ce cas est la suivante :

Pour calculer a on multiplie les deux membres de 'égalité (2.9) par x — 1 puis on donne a x la
valeur 1 on obtient a = 2.

Pour calculer b on multiplie les deux membres de 1'égalité (2.9) par = + 1 puis on donne a x la
valeur -1 on obtient b = 3.

P(x) 2dx 3dx
dr = xdx
Q() ! / +/x—1 /m—l—l
éx 42|z — 1|+ 3|z + 1|+

(2.9)
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322 —3xr—1
(x —2)(x2+1)

Exemple 2.24. Calculons [ = / dx. D’apres, le théoreme 2.18, la fraction ration-
nelle F'(x) s’écrit
322 —3x—1 ar bix + ¢4
F = = )
@) = =) r—2 " i

Par identification on obtient

322 — 31 — 1 = (a1 + by)2* + (e1 — 2by)z + (a3 — 2¢1),

ay + b1 =3 a; = 1
on en déduit que ¢ ¢ —2b; = -3 = b = Donc
a1—201:—1 61:1.
1 2x +1
F(z) =
(z) r—2 x2+1

Par suiteon a :

322 -3z —1 1 2x 1
dz = d d d
/(:c—Q)(xz—l—l)x /x—2 $+/5L’2+1x+/1:2+1$

= In|z — 2| +In(2* + 1) + arctanz + c.

Intégrale de type / f(sinz, cos x)dx

Considerons / f(sinz,cosx)dr ou f est une fraction rationnelle en sinz et cosz. Le chan-

ement de variables, t = t a: - i 2t 2dt En remplacant
,t=tan—, cosx = ——, sinr = -——, T = )
& 2 1+ 142 1+ 2 pras

dans l'intégrale, on trouve

. 20 1—1t*\ 2dt
/f(sma:,cos:c)d:cz/f(1+t271+t2)1+t2’

ce changement revenir le calcul de cette primitive a celui d"une fraction rationnelle en ¢.

inzd
Exemple 2.25. Calculons l'intégrale I = / 2T e,
1+ cosx

) ) x
On fait le changement de variables ¢t = tan 5 alors on trouve

1—¢2 ) 2t q 2t
S EE—— SImMmr — —— €r = .
1+ t2’ 14 ¢2’ 1+1¢2

COST =

Par conséquant :

sin zdx 2t dt T
I= [ —— = [ == —1In(l+¢ = In(1 + tan® = )
/1+cosx /1+t2 n(l+¢°) + ¢ =1In(1 + tan 2)—1—0

Remarque 2.14. Il existe des méthodes plus efficaces et plus simples pour calculer ces intégrales
si la fonction f possede certaines propriétés. Comme des cas particuliers suinantes
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1. (a) Si /f(— sinz, cosx)dr = — / f(sinx, cos x)dx, on peut poser ¢t = cos .
(b) Si /f(sin xr,—cosz)dr = — / f(sinz, cos x)dx, on peut poser ¢t = sin z.
(c) Si /f(— sinz, — cosx)dx = /f(sin x, cos x)dx, on peut poser ¢t = tan .

2. Ce dernier cas est valable aussi pour l'intégrale de type / f(sin® z, cos® x)dz.

t d
Exemple 2.26. Calculons l'intégrale I = / 2811—3.132:13 x.
— ST
On fait le changement de variables ¢t = cos x, donc dt = —sin z, alors on trouve

/ sin zdx / / dt / tdt
I = ——dr = — =
cos (2 — sin® x) 14 12) 142

1
= §ln(1+t2) ln\t\—l—c—2ln(1+cos x)—In|cosz | +c

Remarque 2.15. 1. Pour l'intégrale de type / f(sinz) cos zdx on utilisant le changement ¢ =

sin x.

2. Pour l'intégrale de type / f(cos x) sin zdx on utilisant le changement ¢ = cos z.

3. Pour l'intégrale de type / f(tanz)dx on utilisant le changement ¢ = tan .

Intégrale de type /f(shx,chx)dm

2t
On utilise le changement de variable ¢ = th on a donc, * = 2argtht, shx = T
L+¢ 2
hx = td
che = —getdv=1—03

L+t2 11—\ 2dt
/f(shm,chx)dxz/f( 55 o >1—t2’

qui est I'intégrale d"une fraction rationnelle.
Remarque 2.16. 1. On peut utilisant le changement de variable ¢ = e”.

2. Pour l'intégrale de type / f(shx)chxdx on utilisant le changement t = shuz.
3. Pour l'intégrale de type / f(chz)shxdx on utilisant le changement ¢ = chax.

4. Pour l'intégrale de type / f(thz)dx on utilisant le changement ¢ = thz.

Exemple 2.27. Calculer les intégrales suivnantes
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shx 1
1. I, = / 2+Chxdx. 2. I, = /%dm. 3. I, = /sh?’xchxdx.
x 2t 1+ t?
e Calculons I, posons t = th§ on a donc, * = 2argtht, shx = T chx = g et
2
dr = [ p dt. Alors,

I_/shmd_/ 4t _/dt_/dt+/2dt
Y= 2 eha T (1—t)(1+¢2) ) 1—t 1+t 1+¢2

= In|1—t|—In|1+¢]|+2arctan(t) + c
= In|1 —thg | —In | 1—|—thg \ +2arctan(thg)+c.

dt
e Pour [, posons t = e*, donc z = Int et dv = —. alors,

1 4t 2
] = _— g — -
2 / thdx / (1—t2)(1+12) / er — e*xd$

/th/dt _/dt
a 2—1 | t—1 t+1

= In|t—1|—-In|t+1]|4+c=In|e"—1|—-In|e"+1]+c.

e On faisant le changement ¢t = shx , on se trouve le résultat facilement.

Intégrale de type / f(e®)dx

On peut utilisant le changement de variable ¢ = e¢”. On trouve

[ tean= [ s,

qui est I'intégrale d"une fraction rationnelle.

xT

Exemple 2.28. Calculer I = / ;"
1+e%

dt
On fait le changement ¢ = e”, donc dt = e”dz, donc dx = e Alors on obtient

7 / e’ J / t dt / dt
pr :L‘ fr— _ - = [
14 e2® 14+¢t2¢ 14+¢2

= arctant + ¢ = arctan(e”) + c.

. lax +b

2.11.2 Intégrale de type / R(x, )d:p, ad — bc # 0.
cr+d

. o .jaxr +b .
La fonction R est irrationnelle en . le changement ¢ = o d On trouve, apres calcul
n __ _ n—1
n_ a:c—i—b, . dt b’ of d — n(ad — be)t "
cx +d a— ctn (@ — ctm)?
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alors, on obtient

.jazr +b dt" —b \n(ad — be)t" ! /
R dr= | R t dt = t)dt

ou f est une fraction rationnelle en ¢.

1 —
Exemple 2.29. Calculer I = / 1/ " da.
1 +x

1—¢? —4t
En faisant le changement * = ", donc, onz = et dv = ——dt. Alors, on obtient
1+’ 1+ ¢2 (14 12)2
1 /1—-2 —4¢? 2
= [ —/ de = dt = dt ——dt
/x 11z /(1—t2)(1+t2) /1—752 +/14—1&2
11—z

I+

1—
T+4/
* 1+
Remarque 2.17. La méthode précédente peut se généraliser aux intégrales de type :
/R(x, (ax - b)lﬁj’ (ax - b)Zf’ . (ax + b)ﬂ“)dm
cx +d cr +d cr+d

ar +b
en posant, t¥ =
cx +

11—z
’+2arctan< )—l—c.

—t
’+2arctant+c:ln‘
t 1+2z

1
= ln)
1

o p = PPCM(ny,ny, ..., ng), c'est-a-dire le plus petit commun multiple

de ny, ng, ..., ny.

(:1:—|—4)%

Exemple 2.30. Calculer I = / . dx.

Posons t? = x + 4, donc, on a = = t*> — 4 et dx = 2tdt. Alors, on obtient

t2
I_2/ﬁ_4ﬁ__2/(kk

%+21V_2w%
et n C.
t+2

dt

=2 [ dt+8

Exemple 2.31. Calculer les intégrales suivnantes

L1, = /@m 2. 1, :/md@a

e Calculons I, posons t? =z +4,donc,ona z = t? — 4 et dv = 2tdt. Alors, on obtient

12 dt
I=2 ~ 9 (1 —9
/t2_4dt / + /dt+8/t2_

-9
— 9 21‘ ‘ .
+ nt+2 +c

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.
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2.11.3 Intégrale de type / R(x, Vaz? + br + c) dz, a # 0.

A

by VA
2a

1. Sia<O,etA>0,ona:ax2+bx+c:—a[ﬁQ—( —a)?.

On utilisant le changement de variable = a + 3 cost. On obtient
az® 4+ bz + ¢ = a[(x — ) + B%] = —aB*sin’ t. Alors

/R(m,\/m>dx:/}%1<sint,cost>dt.

Soit le discriminant A = b — 4ac, o = —

2.Sia>0,etA>0,0na:az’+bxr+c=al(r—a)’ - .
On utilisant le changement de variable x = a + Scht. On obtient
az® +bx + ¢ = a[(x — a)® + B* = aB’sh’t. Alors

/ R(x,\/m>dx _ / Ry (sht,cht)dt.

3.Sia>0,etA<0,0na:azr’+bx+c=al(r—a)+ 5.
On utilisant le changement de variable = o + sht. On obtient
az® 4+ bz + ¢ = a[(xr — a)® + 8% = aB*ch*t. Alors

/R(x,\/M)dx = /Rg <3ht,cht>dt.

Remarque 2.18. (Méthodes de substitution d’Euler) On a une méthode générale d'intégration
pour calculer ce type d’intégrale qu’on peut transformer en une intégrale d'une fraction ration-
nelle par des changements de variable de trois types.

1. Sia > 0. On pose alors Vaz? + bx + ¢ = t + y/ax.
Dans le cas ott Vaz? + bx + ¢ = t + y/az, on obtient apres calcule

2 2 2
2\/at +b 2y/at +b 2\/at +b

En remplagant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

/R(x, Vax? + b + c) dx = / (2\75/_;—ic_ b’ \/a(g\;%fijb)cz\/_) \/_752\4/‘_1:5:';\/_

2. Sic > 0. On pose alors, Vaz? + bx + ¢ = zt + +/c.
Dans le cas ot Vaz? + bz + ¢ = xt + +/c, on obtient apres calcule

2 2 -
p= DO e = Y MANE gy Ve,

Ca—t2 — 2 (a? — t2)?

En remplagant dans I'intégrale précédant, on trouve, donc

/R(m,M)d:p:/ (2\/_t—b’\/_t2—bt+\/_> \/_tQ—bt—i-a\/_dt

— 2 a? — 2 (a? — 12)2
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3. Si A > 0, c’est-a-dire le polyndme az® + bz + ¢ admet deux racines réelles distinctes
r1 #roetonaazr® +bxr +c=alx —r)(z —ry).
On pose alors az? + bz + ¢ = t(z — 1), ot +t(z —1y).
Dans le cas ot Vax? + bx + ¢ = t(x — ry), on obtient apres calcule

—ary + rit? N oy — a(ry —ro)t a(ry — o)t
ZE:ﬁu axr +bl’+02ﬁa dl’ZQWdt

En remplagant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

_ t2 o " . "
/R(:E,’/a$2+bx—+ C>d37:/R1< ars +rq 7a(r1 o) >2a(r1 ) e

2 —a 2 —a (12 — a)?

4a® b
Remarque 2.19. On peut utilisant le changement de variable ¢ = ﬁ (m + 2—) .
—4ac a

Exemple 2.32. Calculer les intégrales suivnantes

dx
1. I, = ) 3. Iy = /\/:152 1dz.
! /(l‘+1)\/$2+$—|—1 °

2. 12:/\/4—x2dx. 4, [4:/\/1'2—33:—1—20!:5.

e Comme a > 0, alors, on a la premiere cas d’Euler en posant ¢t — v = va? + x + 1, apres
calcule, on obtient donc

2 -1 ?+t+1 ?+t+1
_ /2 l=——— dor=2———dt.
Ty Ve ot +1 0 T T2t 1)2

En remplagant ces expressions dans l’intégrale I, nous avons

L= = 2/ /
t+2 t+2

= 21n|t| In|t+2|+c.

b VIA|
2

° Pourlg,commea>0,etA:16,0nadonca:—2—:0,5:

= 2. Alors, faisons
a a
le changement de variable x = a + S cost = 2 cost, apres calcule, on obtient donc

t= arccos(g), V4 — a2 =2sint, dr = —2sintdt.
En remplagant ces expressions dans l'intégrale /;, nous avons
L= = —4/sin2tdt = /(2cos2t —2)dt = 2sin2t — 2t + ¢
= sin <2 arccos(%)) -2 arccos(z) + c.
e Pour I3 on pose x = cht. On a donc dx = shtdt. Alors, on trouve

1
/\/ftz—ldl“: = —4/sh2tdt:§/

—~

ch2t — 1)dt

1
sh(2argchzx) — Zargcth +c.

e~ =

1 1
= “sh2t— -’ +c=
45 1 +c

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.
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2.11.4 Intégrales de types / sin px cos qrdzx, / sin px sin grdz, / cos px cos qrdx.

Dans ce cas, on applique les formules de trigonométrie suivantes

1

sinacosb = 5 [Sin(a + b) + sin(a — b)} (2.10)
—1

sinasinb = 5 [cos(a +b) — cos(a — b)] (2.11)
1

cosacosb = 5 [cos(a +b) + cos(a — b)} (2.12)

Exemple 2.33. Calculer I; = / sin 3z sin 2z. Alors, d’apres les formules précédentes, on a

—1
L = 7/(cos5m—cosx)dx
-1 1

= Esin5x+§sinx+c.

2.11.5 Intégrale de type / sin™ x cos" xdx.

Ot n, m deux nombres entiers naturels.
1. Si m est pair faisons le changement de variable ¢ = cos z.

2. Sin est pair faisons le changement de variable ¢t = sinz.
Dans le cas par exemple ot m = 2p+1,0on a

/ sin™ x cos™ xdx = /(1 — cos® )P cos” x sin xdx.
Posons t = cos z, donc dt = — sin xdz, alors on trouve
/sinm xcos" xdr = — /(1 — tHPt"dx.

C’est-a-dire un intégrale rationnel.

3. Sin, m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2¢. On utilisant les formules
(2.10),(2.11) et (2.12) avec les formules suinantes

1 1
sin2x = 2sinz cosz, sin’c = 3 (1 — Cos 295), cos’r = 3 (1 + cos 235). (2.13)

Remarque 2.20. Dans le cas 3, on peut utiliser les formules (2.13) avec le changement de variable
t=tanwx.

Exemple 2.34. Calculer les intégrales suivnantes
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1. I; = /Cos5a:sin2 rdzx. 3. I3 = /sin2xcos4;vdx.

2. I, = /0085 xdx.

e Pour /; on pose z = sint. On a donc dz = costdt. Alors, on trouve

_[1: =

/
:Lﬂpﬁﬁ%:/W—w+ﬂﬁ

1 2 1
3 5 —|—7 +c

= 1singgz:—28111520—1——sirl7x+c
3 5 7 ’

cos* z cos z sin® xdr = /(1 — sin® 2)? cos z sin? xdx

e Pour /; on pose z = sint. On a donc dz = costdt. Alors, on trouve

L= = /cos4xcos:1:da: = /(1 — sin’ 1)? cos wdx

3

1 2
= /u—ﬁfﬁ:gﬁ——ﬁ+t+c

1 . ) .
= —sm5x—§sm3x+smx+c.

5

e Pour /; on utilisant (2.13) et (2.12) respectivement, on obtient, donc

1
sin?zcos*z = sin?xcos?xcos*?x = §(1 — cos2z)(1 + cos 2x)(1 + cos 2x)
1 1
= §(1 — cos4x)(1 + cos2z) = §(1 + cos 2z — cos 4z — cos 2z cos 4x)
1
= é(l t3 cos 2x — cosdx — 5 cos 6x).

1 1 1 1
Par conséquant, I3 = —(z + —sin 2z + —sindz — — sin6z) + c.

8 4 4 12

Remarque 2.21. On peut linéariser les fonctions sin™ x et cos™ z, ot on utilisent la formule du

bindme de Newton et les formules suivants
em

sinx = ——, cosx =

21 2

2.11.6 Intégrale de type / sh™xch"xdz.

Ou n, m deux nombres entiers naturels.

1. Sim est pair faisons le changement de variable ¢t = chz.

— el e 4 i
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2. Sin est pair faisons le changement de variable ¢t = sha.
Dans le cas par exemple otm = 2p+ 1, 0on a

/shmxchnazdas = /(cth — 1)Pch™zshxdx.
Posons t = chx, donc dt = shxzdzx, alors on trouve
/shmxch"a:dx = /(t2 — 1)Pt"dt.

C’est-a-dire un intégrale rationnel.

3. Sin, m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2¢. On utilisant les formules

suinantes

sh2x = 2shxchz

1
ch*r = Q(Cth +1)
1
sh’r = §(ch2x —1)
ch’r — sh’r=1.

Puis, on faisant le changement de variable ¢ = thax.

Exemple 2.35. Calculer les intégrales suivnantes
1. I, = /sh%ch%dm. 2. I, = /ch%dz.

(2.14)
(2.15)

(2.16)
(2.17)

e Pour /;, on m = 3 est impair. Alors on peut utilisant (2.17) et le changement de variable

t = chx, on obtient, donc
L, = /sh%ch%dx = /sh%ch%shmdm
= /sh%ch%shxdw = /(cth — 1)ch*xshxdx
1 1
= 2 — Dt?dt = —t° — =t
JIGER S

1 1 .
= /(t2 — )t*dt = gch5x - §ch3x + c.

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.
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