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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

V(o) : voisinage de .

f=o(g) :festnégligeable devant g au voisinage de .
Z0

f=o(g). :festnégligeable devant g au voisinage de .

f ~az : f et g sont équivalentes au voisinage de .

fecn (I R)La fonction f de classe C" sur I, (n € N).

fa(xo), f,(zs)La dérivée a droite et a gauche en point z, (respectivement).

f : La fonction réciproque de f.

D.L : Développements limités.

R, (x) : Le reste dans la formule de Taylor d’ordre n.

P,(x) : Fonction polyndme d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos : Fonction arccosinus.

arctan : Fonction arctangente.

sh, ch et th : Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch: Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.
deg(P) : dégré d'un polynoéme P.
= (z1,)o<k<pubdivision finie du segment [a, b].
([ b],R) :L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles.
fe B[a, b] : Les fonctions f est bornée sur [a, b].
f € Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intégrable sur [a, b].

k=n
So(f) = Z my Az la somme de Darboux inférieure de f ott my, = [inf } f(z).
TE|TK—1,Tk
k=1
So(f) = Z M Az la somme de Darboux supérieure de f ot M, = sup  f(x).
TE[TK—1,Tk]
R,+(f) = Z x, — xx—1) f(t;) La somme de Riemann de f associée a o o1 t = (t1,)1<<n tels que

tk € [Tp—1, k).

f(z)dz = [F(z)]° = F(b) — F(a) l'intervalle limitée de f ott F une primitive de f sur [a, b].

/ f(z)dx := F(x)+ clintervalle illimitée de f [a,b] ot F' une primitive de f et c est

une constante quelconque.

il
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(EDL) : Equation différentielle linéaire.
(EH) : Equation différentielle homogene.
(EBr) : Equation différentielle de Bernoulli.
(ER) : Equation différentielle de Riccati .
(ELg) : Equation différentielle de Lagrange.
PPCM(.,.) : Le plus petit commun multiple.

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

V(o) : voisinage de .

f=o(g) :festnégligeable devant g au voisinage de .
Zo

f=o0(g). :festnégligeable devant g au voisinage de .

I~z : f et g sont équivalentes au voisinage de .

f e C"(I,R) :La fonction f de classe C" sur I, (n € N).

fi(xo), f;( xo) : La dérivée a droite et a gauche en point z (respectivement).

ft : La fonction réciproque de f.

D.L : Développements limités.

R, (x) : Le reste dans la formule de Taylor d’ordre n.

P, (x) : Fonction polynome d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos : Fonction arccosinus.

arctan : Fonction arctangente.

sh, ch et th : Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch: Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.
deg(P) : dégré d"un polynome P.
= (2 )o<k<n: Subdivision finie du segment [a, b].
([ b],R) :Subdivision finie du segment [a, b].
&([a,b],R) :Lensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs réelles.
f B[a, b] : Les fonctions f est bornée sur [a, b].
Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intégrable sur [a, b].

f
k=n

So(f) = E my Az La somme de Darboux inférieure de f ot my, = [inf ]f(a:).
TE[Tk—1,Tk
k=1

k=n
So(f) = Z MiAx La somme de Darboux supérieure de f ot M = sup  f(z).

z€[Tg_1,2k]

S
S

= = Z x — xk—1)f(t;) La somme de Riemann de f associée a o ol t = (tx)1<k<n tels que t;, € [2

f (z)dz = [F(2)]% = F(b) — F(a) I'intervalle limitée de f ot F' une primitive de f sur [a, b].

/ f(x)dz := F(x)+ clintervalle illimitée de f [a, b] oit F' une primitive de f sur [a,b] et c

est une constante quelconque.
(EDL) : Equation différentielle linéaire.
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CHAPITRE 1

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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1.1 Généralités

En raison de I'importance des équations différentielles dans la résolution de nombreux phé-

nomenes en physique, mathématiques, chimie, biologie et dans d’autres domaines, les cher-
cheurs y ont prété beaucoup d’attention au cours des siecles passés et au présent. Cependant,
ils ne sont pas parvenus a la solution de beaucoup d’entre eux en utilisant les méthodes exce-
plicites. Cela restera un champ ouvert pour la recherche. Nous sommes dans ce chapitre nous
présentons des terminologies et des concepts de base concernant les équations différentielles
du prémier et du scond orde. Nous discuterons également de l'idée générale de résolutios de
ces équations différentielles et ainssi quelques cas particuliers.
D’une maniere générale, nous présenterons dans ce chapitre les définitions, les théoremes, et les
propriétés les plus importantes, ainsi que quelques méthodes de résolution des équations diffé-
rentielles ordinaires du premier et du second ordre, ou celles qui peuvent remonter au premier
ordre comme des équations du Bernoulli et Riccati.

Définition 1.1. On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de la forme

F(z,y,y") =0, (1.1)



CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.1 Généralités

ot y la fonction inconnue et y' est sa dérivée par rapport a x et F une fonction numérique de 3
variables définie sur un domaine D C R?.

Exemple 1.1.
1. ¢ =e" + 2z — 3, 2.y =y+ax

sont des équations différentielles du premier ordre, D = R®.

Définition 1.2. On appelle équation différentielle du deuxiéme ordre une relation de la forme

F(z,y,y,y") =0, (1.2)

ot ¢ et y” sont les dérivées du premier et du second ordres respectivement de y par rapport a
z et F une fonction numérique de 4 variables définie sur un domaine D C R*.
Exemple1.2. 1. ¢+ (2 + 1)y —y = (z — 3)e*,

2.y +y =2y=a+2—2,

sont des équations différentielles du second ordre sur D = R*.

Définition 1.3. 1. Une équation différentielle du premier ordre est dite mise sous forme nor-
male lorsqu’elle s’écrit

' = flz,y)
ou f représente une foncyion réelle de 2 variables.
2. Une équation différentielle du second ordre est dite mise sous forme normale lorsqu’elle
s’écrit
y' = fzy,9)
ou f représente une foncyion réelle de 3 variables.

Définition 1.4. 1. Une solution (ou intégrale) de 1’équation différentielle (1.1) est une fonc-
tion numé rique y, définie sur un intervalle réel /, dérivable et telle que, on ait

Veel: F(x,y,y')=0,et(z,y,y)€D.

2. Une solution (ou intégrale) de 1’équation différentielle (1.2) est une fonction numé rique
y, définie sur un intervalle réel I, dérivable deux fois et telle que, on ait

Veel: F(zx,y.y,y")=0,et(z,y,y,y") €D.

Remarque 1.1. Résoudre une équation différentielle, c’est en trouver toutes les solutions quand
elles existent. Le graphe d"une solution est appelé courbe intégrale de ’équation différentielle.

Exemple 1.3. 1. Les fonctions y = ¢ (c une constante) sont des solutions de 4’ = 0 définie sur
R.

2. Les fonctions y = Ae®” sont des solutions de y’ = ay définie sur R, tels que (a, A € R).

3. Les fonctions i = cos x et y = sin x sont des solutions de 3" + y = 0 définie sur R.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.2 Equation différentielle du premier ordre

1.2 Equation différentielle du premier ordre

1.2.1 Equation différenitelle a variables séparées

Définition 1.5. Une équation différentielle du premier ordre est dite a variables séparées si elle
peut s’écrire sous la forme :

fw)y' =glx) (vs).

Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit ' = d—y, puis,
Zz

symboliquement
fy)dy = g(x)dz < /f(y)dy = /g(as)da: +C.

On écrit ici explicitement la constante d’intégration arbitraire C' € R ( qui est déja implicite-
ment présente dans les intégrales indéfinies) pour ne pas 1'oublier. Il s’agit donc de trouver des
primitives F' et G de f et g, et ensuite d’exprimer y en terme de z et de C':

Fly)=G@)+C e y=F1G(x)+C).
C’est pour cette raison que 1’on dit aussi intégrer une équation différentielle.
Exemple 1.4. Résoudre sur / =]1, +oo[ I'équation différentielle
xy' In(z) = (3In(x) + 1)y. (1)

On peut séparer les variables (z et y) en divisant par yx In(z), ce qui est permis si et seulement
siy # 0 (car zIn(z) > 0) d’apres I'énoncé). On a,

! | 1 | 1
(1)@?L Slnz + / dy_/?)nx—l- L

Y Czlnr rlnz
31 1 3
avec C' € R. Comme i -+ ,alors, on a
zlnx T :L‘ln:t

Inly| =3|z| +In|lnz|+ K =In|z*Inz| + K.
Avec K € R. En prenant I’exponentielle de cette expression, on a finalement :
y=Chr3lnx

avec Cy € R : En effet, le signe de Cy (=7 ) tient compte des deux possibilités pour |y|, et on
vérifie que Cy, = 0 = y = 0 est aussi solution ( mais pour laquelle le calcul précédent, a partir
de la division par y, n’est pas valable.)

Exemple 1.5. Résoudre I'équation

2uydy = (2* —y*)dz  (2)

Posons : f(x,y) = 22y, g(z,y) = 2* —y?, ona: f(2z,2y) = day = 2%xy et g(22,2y) = 2%(2* — 1/?)
donc f et g sont homogene de degré 2. On pose y = vx pour résoudre (1). dy = vdx + zdv et
(1) devient
2v do — dx
1—32"" " &
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.2 Equation différentielle du premier ordre

Apres intégration on obtient
(1 - 30v*) = K, (K € R),

Détermination de la constante d’intégration

La constante d’intégration C' est fixée lorsqu’on demande que pour un = = z, donné, on ait
une valeur donnée de y(x) = y(z) = yo. On parle d’un probleme avec conditions initiales.

1.2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 1.6. Une équations différentielles linéaire (EDL) du premier ordre est une équation
différentielle qui peut s’écrire sous la forme :

a(z)y +b(z)y =c(z)  (E)

ol a, b et c sont des fonctions continues sur un méme intervalle / C R a valeurs dans K, K étant
I'un des corps R ou C, et on demandera Vx € [ : a(x) # 0.

Définition 1.7. (Equation homogene) On appelle équation homogene ou encore équation sans
second membre associée a (£, 'équation :

a(@)y + by =0 (Ey).
On la note aussi (E}) ou (EH).

Remarque 1.2. Si dans ces définitions, le coefficient de ¥’ vaut 1 : on dit alors que I'équation est
normalisée ou encore résolue en i)'

Résolution de I’équation homogéne associée

En effet, (EH) est une équation différentielle & variables séparées. En 1’écrivant

y _ b=)
y  afz)
et en l'intégrant, on obtient :
b(@)
Injyl= [ ——=dz+C
a()
etavec K € {£+¢“ 0}, 0ona:
y=Kel'® K eR F(z) = /—b(x)d:c.
a()

Concernant 1’équation (E), on a:
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.2 Equation différentielle du premier ordre

Propriétes 1.1. L'ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les solutions de
(EH) une solution particuliere de (E).

La section suivante est consacrée a la détermination de la solution particuliére de 1’équation
(E) par la méthode de variation de la constante.
Solution particuliére par variation de la constante

On cherche la solution particuliére sous la forme y = K (z)e"®), avec Kune fonction a déter-
miner ("variation de la constante"). On trouve que y est solution si et seulement si

K'(z) = Zii; eI o K(z) = / 223 e F@dg.

(On peut intégrer car c’est la composée de fonctions continues, et on peut oublier la constante
car elle correspond a une solution de (EH) ). Une solution particuliere est donc

y(x) = (@) / Z((i; e F@dy.

et la solution générale est donc :

b(x)

a(x

dx

:l/(l') — eF(m) (K—|— / C((JI) efF(m)diL'),K c R,F(:C) _ /_

a(x)
Exemple 1.6. Résoudre sur I =|0, g[, ’équation différentielle

sin(x)y — cos(z)y = x
Résolvons d’abord sur I 1’équation homogene :
sin(x)y — cos(x)y =0

On obtient ,
¥y _ ‘{OS(QJ) = In|y| = In|sinz| + k, k € R.
y  sin(x)

La solution générale de (EH) est donc

y= Ksinz, K € R.

(avec K = 4¢" pour tenir compte des valeurs absolues, et K=0 étant solution aussi). Cherchons
ensuite une solution particuliére de (E) sous la forme

y = K(z)sinz, (K est continiment dérivable).
On aalors y'(z) = K'(x) sinz + K (x) cos(x), ce qui donne dans (E) :

( sinz)[K'(z) sinx + K(z) cosz| — ( cosz) K (x) sinx = x
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des équations linéaires

et comme dans la théorie générale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste que le
terme en K'(x), soit :

K'(r)sin’r =1 & K'(z) = a; <:>K(x):/ *_da.

On integre par parties, en posant

ce qui donne :

K(z) = —— +/ L o= ®

tanx tan x tan x
T COSx T )
= — + — = — + In| sinx|.
tan o SN tanx

Sur I, sinz > 0; une solution particuliere est donc obtenue pour C' = 0.
Yy = —x cosx + sinx In sinx
et la solution générale de (E) est donnée par :
Yy = —T coST + (K + sinz In sm:L‘),K € R.

Exemple 1.7. Si y;et y, sont deux solutions particulieres de (E), alors y; —y» est solution de (EH)
, et la solution générale de (E) est

y =11+ c(y1 —y2),c € R arbitraire.

1.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des
équations linéaires

1.3.1 Equation de Bernouilli

Définition 1.8. Une équation différentielle est dite de Bernouilli si elle est de la forme
v +p(@)y =q(x)y",neR (EBr)

Pour résoudre 1'équation (EBr) on pose 2z = y' ™. Cette substitution transforme 1’équation
(EBr) en une équation différentielle linéaire en la nouvelle variable z.

Remarque 1.3. Si n = 1, I'équation différentielle de Bernoulli est une équation différentielle
linéaire.
Exemple 1.8. Résoudre les équations différentielles de Bernoulli suivantes

1. (2% + 1)y = 4oy + 42/y.

2. 2%y +xy = 2(VT + 1)/y. tel que = > 0.
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des équations linéaires

Donc, les solutions d’équations différentielles de Bernoulli sont immédiatement.Pour
I'équation (z° + 1)y’ = 4ay + 4z/y. (1) On suppose y > 0 et on utilise le changement
d’inconnue z = /y. On a donc y = 2? ety = 222'. En reportant dans 1’équation (1), on
obtient

(22 + 1)z2 = 222° + 222,

qui se simplifie en
(22 +1)2 = 222 + 22. (2)

Cette derniere équation est linéaire (a coefficients non constants). C’est une équation a

variables séparables

2 2x

z+1:x2+1

Par conséquent

d 2xd
/ - :/ T Injz+1=h@*+1)+C, C>0
z41 241
= z=K(@*+1) -1, K = +¢°.

Finalement, on fait le changement d’inconnue en sens inverse y = z* pour trouver les
solutions y positives de 1’équation (1) Il laisse au lecteur de vérifier que la solution de
I'équation 2y + zy = 2(v/z + 1)\/y, = > 0 est

1 2 \2
— (1 ——),KER.
T

X

1.3.2 Equations de Riccati

Définition 1.9. Les équations de Riccati sont des équations différentielles de la forme :

Y = a(@)y” +b(x)y + c(z) (ER)

1.3.3 Méthode de résolution

Si y; est une solution particuliere alors on pose le changement de fonction suivant :

1
y=my-+-.
2
Cette substitution transforme 1’équation (ER) en une équation linéaire en z.
Exemple 1.9. Soit I'équation différentielle de Riccati suivante
2y cosx — 2ysinx = 2y? + 2cosx — sin’z, (ER).

1. Vérifier que y, = sin x est une solution particuliere de (ER)
2. Résoudre I'équation (E'R), en utilisant le changement de variable u = y — yo.

Les solutions est respectivement au dessous,
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.4 Equations de type 5/ = f(g)
X

1. On remplace dans I'équation (ER) par y, = sinz, on aura facilement que y, est une solu-
tion de (F'R). Donc y, = sin = est une solution particuliere de (E'R).

2. En utilisant le changement de variable u = y — y, rendre léquation (ER) sous la forme
2u/ cos v — 2usinz = u? (1).

C’est une équation différentielle de Bernoulli avec n = 2. On remarque que v = 0 est une
solution de (1) siu # 0. On divise I’équation (1) par u?, on obtient 2u'u” cosz —2u ™' sinz =
1, (2).Onpose z =u"', donc, 2’ = —u'u*. On remplace dans l'équation (2) on trouve

—22 cosx — 2zsinx = 1, (E).

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et on résoud facilement cette équation,
et on otient

1
z:—ésinquC’cosx, C eR.

D’ou . 5
U= = C =2a e R.

2z —sinzx+acosz’

Donc la solution générale d équation (ER) est donnée d’apres la relation y = u + yo par

2 .
= - + s x.
—SINx + aCcosxT

1.3.4 Equations de Lagrange

Définition 1.10. Les équations de Lagrange sont des équations différentielles de la forme :
y=zf(y)+9) (ELg)

d
Pour intégrer les équations de Lagrange, on pose y’ = p = %, (Lag) devient:y = x f(p)+g(p),

dy = f(p)dx + x f'(p)dp + ¢'(p)dp
pdx = f(p)dx + xf'(p)dp + ¢'(p)dp
(p— f(p))dx = [z f'(p) + ¢ (p)] dp.

d
On transformé (ELg) en une équation différentielle linéaire en d_x =T,
p

et on differentie :

1.4 Equations de type 3/ = f (g)
T

Pour résoudre d’ équations différentielles a variabbles homogenes, alors, on pose y = tx.

Exemple 1.10. Résoudre les équations différentielles a variabbles homogenes suivantes
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CHAPITRE 1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 1.5 Equation différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

1oy =z —y. 3. 2y —y=z(x+y).
2. ayy =22 + >

Maintenant on donne les solutions.

1. Pour I'équation =y’ = = — y. (1) En divisant par = (z # 0), puis posons y = tz, on obtient
y =t +at’ et
Moy —1-Yottar —1—te L !
= —_ = €T = — = ——,
Y v 2-1 =

Par intégration des deux membres, on trouve

1
5111(275— )=-Inz+C&In2t—1)=Inz?+2C.

Kx?+41
Onen déduitque 2t — 1 = Kx 2 d'out = ijL et finalement, puisque y = tx, on a
P+ K
Y=

2. La solution de I'équation zyy’ = z* + 3, est donner par
y=+Vinz?+C.

3. L'équation =y’ — y = z(z + y), n’est pas homogene a proprement dit mais, par chance, se
résout au moyen du méme changement d’inconnue y = tz. Par un calcule, on obtient

y=xz(Ce” —1).

1.5 Equation différentielles linéaires du second ordre a coeffi-
cients constants

On s’interesse maintenant aux équations différentielles du deuxieme ordre, mais seulement
aux EDL ot les coefficients aq, ai, as sont des constantes réelles.

Définition 1.11. Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants est une
équation différentielle de la forme

ay’ +by +ey=f (E)

o a,b,c € R, a # 0, et f une fonction continue sur I ouvert de R. L'équation homogene (ou
sans second membre) associée est

ay” + by +cy=0 (EH)

Remarque 1.4. D’apres les résultats généraux on sait que 1’ensemble des solutions de (EH) est
un espace vectoriel et que la solution générale de (E) est la forme y = y, + y, ot y, est une
solution particuliére de (E) et y;, est une solution de (EH).
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Nous admettons les résultats supplémentaires :
Propriétes 1.2. 1. Pour tout 74 € I et (o, 3) € R?, (E) admet une unique solution y telle que
y(zo) = o,y (o) = .

2. Les solutions de (EH) sur I forment un espace vectoriel de dimension 2 sur R, noté Sy(I).

3. Si y1,y» sont deux solutions indépendantes de (EH), alors y;,y» est une base de S»(I),
c’est a dire SQ(]) = {O./yl + Byg}

4. Pour yy,ys € Sa(I), on définit le wronskien w : I — R

v s w(z) = ‘ g ] = (@) — ¥, () ().

Si w(zy) # 0 pour un zy € I, alors w(z) # 0 pour tout x € I, et c’est une condition
nécessaire et suffisante pour que {y;, y»} soit linéairement indépendant et donc une base

de S, (1).

1.5.1 Résolution de I’équation homogene associée (EH)

On cherche la solution sous la forme y = ", r € R. On a donc 4 = ry et y” = r?y, donc (E)
devient : y.(ar? + br +¢) = 0.

Définition 1.12. L'équation
ar* +br+c=0 (E.O)

se nomme équation caractéristique de (EH).

Propriétes 1.3. Suivant le signe de A = b” — 4ac, on a les résultats suivants :

1. A > 0 L’équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes r; # 7, et

ToT

yi(z) = "% ya(x) =€

est une base de Sy(/).

2. A = 0 L’équation caratéristique admet une racine réelle double r, et

rT

yi(z) =€, ya(x) = we

est une base de Sy(!).

3. A < 0L’équation caratéristique admet deux racines complexes conjugués ry = a+if3,rs =

a—if(a,f €R,B#0),et

y1(x) = e** cos fr, ys(x) = e sin Sz
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est une base de Sy(1).
Dans chacun des cas, la solution générale de (EH) est donc

y = Ay, + Bys,

avec A, B € R.

Démonstration - Il est claire que dans chaque cas y;(z), y2(x) sont solutions de (EH). Pour
vérifier qu’ils sont indépendantes il suffit d’apres la proposition (1.4.1) de vérifier que leur
wronskien est non nul. Par exemple dans le cas ott A > 0, le wronskien de y; (), y2(x) est

= (rg — 1) L 0,

Il est conseillé de traiter les deux autres cas a titre d’exercice. ]

1.5.2 Recherche d'une solution particuliere de (E)

On distingue deux cas particuliers et une méthode générale :

Cas particuliers

Premier cas particulier: le second memebre de 1'équation (E) est de la forme : f(z) =
e P(z), ou acR et P(zr)eR[X].
On cherche la solution particuliere sous la forme y(z) = e**2°Q(x), oit  est un polynéme du
méme degré que le polyndme P, et I'entier s est choisi de la fagon suivante.
s = 0 si a n’est pas racine de I'équation caractéristique.
s = 1 si a est I'une des racines de 1’équation caractéristique.
s = 2 si a est racine double de I'équation caractéristique .
Les coefficients du polynome () sont déterminés par identification.

Remarque 1.5. Cette méthode s’applique notamment pour a = 0, c’est a dire lorsque f(x) =
P(z).

Deuxiéme cas particulier : le second membre de 1'équation (E) est de la forme :f(z) =

P(x)e®® coswz, ol w,a € R, P est un polyndme réel de degré n.
On cherche la solution particuliere sous la forme y(z) = e**2* {Q(x) cos Sz + R(z)sin Sz}, o1 ()
et R sont deux polynémes ayant le méme degré que le polyndme P, et I'entier s est choisi de la
fagon suivante.

s = 0si a +if n’est pas racine de I'équation caractéristique.

s = 1 si a + if est une racine de 1'équation caractéristique. ( alors oo — i est aussi
racine del’équation cartéristique). Les polyndmes () et R sont déterminés par identification.

Remarque 1.6. Toute solution de (EF'H ) nulle en un point de [ est identiquement nulle sur /.

Remarque 1.7. Deux solutions de (£ H) qui coincident en un point de /, sont identiques sur I.
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Méthode de variation des constantes.

Si {y1,y2} est une base de solutions de I'équation homogne , on cherche une solution parti-
culiere sous la forme 1y, = A\y; + uy», mais cette fois A et 1 sont deux fonctions vérifiant
Nyr+py, = 0
X
Nyy+uyy = fT)
. )4 . . ,. T T
Résoudre I"équation suivante, sur l'intervalle | — BL +§[ :

7

yty=

COS ™

Les solutions de I'équation homogene 4" + y = 0 sont Acosz + psinz avec \, u € R.
On cherche une solution particuliere de I’équation avec second membre sous la forme

yo(x) = M) cosz + p(z)sinx
avec cette fois \(z), pu(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient
Nyp+ iy, = 0 Ncosz+ p/sine = 0
donc

xZ
Nyv+ 1y, = g(a)

1

CcoST

—Nsinz + p cosx =

En multipliant la premiere ligne par sin z et la seconde par cos x, on obtient

/ : = 2 —
{ Nceoszsinz + (f(sinx)”® = donc par somme 1/ = 1.

—Ncosxsing + ' (cosz)? = 1

sinx

Ainsi u(z) = z et la premiere ligne des équations devient \' = — donc A(z) = In(cos ).

COS T
donc les solutions sont de la forme :

Yn +Yp = Acosx + psinz + In(cosz) cosz + rsinz

quels que soient A, ;1 € R.

Principe de superposition
Proposition 1.1. Si f(z) = fi(x) + fao(x), une solution particuliere est donnée par y = y, + y, 0l y;
est une solution de ay” + by’ + cy = fi(x), (pour i = 1,2).

Exemple 1.11. Résoudre
y'+y=x+cosdx sur [ =R

a.) L'équation Homogene : L'équation caractéristique est 7 + 1. La solution générale de (EH)
esty = Acosx + Bsinux.

b.) solution particuliere associée & y" + y = x, x convient.

c.) solution particuliere associée a y” + y = cos 3z, : En remplagant y = A cos 3z + Bsin 3z dans

1
I’équation, on trouve (A — 9A) cos 3z + (B — 9B) sin 3z = cos 3z, donc A = ~3 et B=0.

1
d.) conclusion : La solution générale est y = = — g?):v + Acosx + Bsinz.
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