Chapitre 3

Equations différentielles

Remarque 3.1. Les exercices notés par (%) ou supplémentaires ne sera pas corrigé dans cette polycopié, ils laissant au lecteur.

Exercice 3.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

@y’—l—xln(:p):ﬁ, @y’—y:(w—l—l)e”’

@ y + 2y = 2.
@ v +y=2sinz. & v+y=3c-c, ()

Correction d’exercice 3.1. @ (E1) + ¥ +zln(z) = 0, (E1) est une équation différentielle linéaire (EDL) d’ordre 1 et définie sur

d;
R* . Comme y’ = —y, Alors, on a
+ dx

(E1) < dy=—-zln(z

& /dy— /xln(:r z, (E1).

1
B 1) — u(z) = a2,
On integre (E1) par parties, posons donc, u'(x) =z, 2
v(z) =Inz, V() = =
Par conséquent, on trouve
5 1
(F1) & y=—=z"In(z)+ 5 xdx
2 15
& y=-—=-x ln(ac)+§x +C, CeR

@ (E2) : y' + 2y = 22, (E2) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
@ Premierment, on resoudre 'équation homogene (EH) : y’ + 2y = 0. Par suite, on a

(FH) & dy= —2ydz < dy = —2dz, (y #0)
Yy

d
—y:fQ/d:E@\y|:72x+C
y

o y=Ke 2 (k=4e” €R).

@ On cherche une solution particuliere yp,. Posons donc, yp = az? + bz + c. Alors, Yp = 2ax + b. Par substitution dans (Es),

on obtient
1

a= =,
2a =1, 2 1
2022 + 2(a 4 b)z 4 2¢ = 2% = 2(a+b) =0, = bzfa:ff,
b+2c=0, f
= _71) ==
4

L. . 1, 1 1 . . L L.
D’ou le résultat y, = 3% 3% + —. On sait que la solution générale de (E?) est écrire sur la forme yg = yg + yp. Alors,

on trouve

1 11
:K72z o2 = .
v =he A g mgrty

@ (E3): vy +y=2sinz. (E3) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
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@ Solution homogene yy : (EH) : y' +y = 0. Donc, ona

d
(EH) < dyzfydzﬁ—y:fdx, (y #0)

Y
& /d—y:—/dac@\m:—a:—f—C
Yy

& y=Ke?, (k=+e% eR).
Solution particuliére y;, : On cherche une solution particuliére y,, sous la forme, y, = Asinz 4+ pcosz, A, € R. Alors,
Yp = Acosx — psin x. Par substitution dans (E3), on aura
A+ p)sinz + (A4 —p) cosx = 2sinx = -
A +n) ( 1) { = p) =
C’est a dire y, = sinx + cos z. La solution générale de (E3) est donner par
Yo =YH +Yp = yo = Ke™* +sinz + cosz.
(&) (Es): y —y = (x+1)e”. (E4)est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
@ Solution homogene yr : (EH) : y' —y = 0. D’prés ce qui précéde, on a
(EH) &6 y=Ke*, (k€ R).

@ Solution particuliere y,, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere
Yp, sous la forme, yp, = k(x)e”, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, y;, = (k' (z) + k(z))e®. Par substitution dans
(E4), on aura.

= 1
Yp—Yp = (x+1)e” > k() =2 +1=k(z) = 5:{:2—1—&:4—0, C eR.
1
Doty = (5m2 +x+ C) e”. La solution générale de (F4) est donner par
1
YG = YH +Yp = Yg = (§x2+x+m)e”e$, oum=C+keR.
@ (E5) : ¢y +y =3z — e”. L'équation (E5) est définie sur R.
@ Solution homogene yyy : (EH) : y' + y = 0. Par un calcule similaire & celle dans en dessous, on trouve
(EH) & y=Ke *, k€R.
@ Solution particuliere y, : Dans ce cas la, yp = yp; + Yp,, telles que y,, sous la forme, y, = ax + b, et yp, sous la forme

Yp = ae®.
Pour yp,, on a y;, = a. Par substitution dans (E5), on aura.

/ r _ a=3,
yp1+ypl—3m:>a:p+a+b—3m:>{ b= —a=-—3,
Dot yp, = 3z — 3.
Pour y,, ona y;,2 = ae®, alors, nous avons
Yo + Yo :fez:>2a:71:>a:71.
p2 P2 2

1 1
Donc, yp, = —561. D’ot la solution particuliére, y, = 3z — 3 — 56””.

Par conséquent la solution générale de (Es5) est donner par
e :Ke_z+3w73f%ez, ouk €R.
Exercice 3.2. Résoudre I'équation différentielle de Bernoulli suivante
@ zy' +y = 2%y @ —y + %yQ =e%y, (x).

Correction d’exercice 3.2. @ (EBr) : zy’ +y = 22y2. On remarque que y = 0 est une solution de (EBr). Siy # 0. On dévise
'équation de Bernoulli (E Br) par y? tel que (y # 0), et puis par , (y # 0). On trouve, donc

1
(EBr)=ay'y 2 +y l=a?=y/y 2+ ;y71 =z.(EBr)

Posons z = y~ 1! alors, 2/ = —y’y~2. Par la substitution dans 'équation (EBr) on a
, 1
-2+ —z=u=. (3.1)
x

On remarque que (3.3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.
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1
@ Solution homogene zy : (EH) : —z' + —z = 0. ona, donc
x

1 d d
(EH)@*Z'+7Z=0:>/—Z=/—z:>1n|z|:1n|cz|, (ceRY).
x z x

1

Dong, z = tc|z| = z = k|z|, k € R*. sa donner, yg = m
x

@ Solution particuliére z, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere
zp, sous la forme, z, = k(z)|z|, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, on distinger deux cas :
1*¢" cas:Siz > 0onazp, = k(x)x et z;, = k'(x)x + k(x). Par suite

1
7z;,+;zp:x:>k/(z):71:>k(a:):f:r+a, a €R,

cestadire zp = k(z)z = 2(—z + @) = 2p = —22 + ax.
) 1 1
1%" cas:Siz < O ona z, = —k(z)z. de méme, on trouve z, = —z2 + az. Donc, on résulte que y, = — = T2t o tel
zp —x?+4ax

que z # 0. Par conséquent La solution générale de (EBr) est donner par

1

1
—+ ——— ol k,a € R*.
klz|  —22 + az

YG =YH + Yp = Yg =

2 2 N
@@ (EBr) : —y + =y? = ycosz & y'y~2 +y lcosz = ~y?, (EBr), tel que (y # 0). On faisant le changement z = y~!
T z

alors, 2’ = —y’y~2. Par la substitution dans 1'équation (EBr), on a

2
2/ +zcosx = =. (3.2)
x

L’équation (3.3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

i. Solution homogene zy : (EH) : 2z’ 4+ zcosz = 0. On a, donc
, dz .
(EH) & 2 = —zcoszx = | — =— [ coszdx = In|z| = —sinz + ¢, (c € R).
z

1
ii. Solution particuliére z, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution
particuliére 2, sous la forme, zp = k(z)e™ sinz_telle que k est une fonction a déterminer. Donc, on a z, =K' (z)e” sinz _
k(z) cosze™ S, Par suite

Dong, |z| = ee™ 5" T = 2 = ke™ 51" % k= +e¢ € R*. Sa donner, yg =

2 2 .
zp+2p = =€ = k(z) = (/ —e®"T 4 ¢), ceR,
x x

1

) 2 1
Cestadire z, = e™ ¥ %( f —e®"® 4 ¢). Dong, yp = — = 3 . Par conséquent La solution générale
r Zp —sinx sin
e —eé +c
= )

de (EBr) est donner par
1 1

N *
ho—sinz , ou keR"™

Yye =YH tYp = Yo = - 5
e— sin x 76511'17) JFC
= )

Exercice 3.3. vérifier que y1 est une solution particuliére de I’équation de Ricatti indiquer. Puis résoudre cette équation , dans toutes les
cas suivante

@ y' —2zy +y? =2 — 22, (y1 = = + 1 est une solution particuliere ).

1
@ 2%y’ + zy + 2%y = 1, (y1 = — est une solution particuliere ), ().
x

Correction d’exercice 3.3. @ On resoudre l'équation (ER) : y' — 22y +y? = 2 —22. Comme y1 = z + 1 est une solution particuliére).
/

1 z
On pose donc, y = y1 + —. Alors, on trouve y’ =1 — —» par substitution dans (E'R), on obtient
z z

/

1 1
(BR)&1— 2 —2e(@+1+ )+ (@+1+-)>=2-22& 2 +2: = -1, (ER).
4 z z
L'équation differentielle (ER) est linéaire.

@ La solution homogene zy : (EH) : —z’ 4+ 2z = 0. On a, donc
, dz
(EH) & —2'+22=0= [ — =2 [ de=1In|z| =2z +¢, (c€R).
z

1
Donc, z = ke??, k = +e° € R*. Sadonner, yg =z + 1 + Ee*QI.
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1 _
@ La solution particuliére z, : On remarque que z, = ) est une solution particuliere de (ER). Par conséquent, nous avons
1 1
z=2zH + zp Cestadire z = 5 + ke?*. Comme yg = y1 + —. D’otl le resultat
z
1 *
ygzx—l-l—l—li, ke R,
_5 + ke2

1
tel que x # 751n2k sik > 0.

1
@ (ER) : 2%y’ +2y+ 2%y = 1. llest claire que y1 = — est une solution particuliere de (ER). Alors, pour résoudre (ER) généralement
x

. 1 1 2 L
en faisant le changement, y = y1 + —, (z # 0). Alors, on trouvey’ = —— — —» par substitution dans (ER), on aura
z z

22
1 ! 1 1 1 1 —_

(ER) & 2*(—— — &) +a(= + ) +2*(= + =) = 1 & —2°2 + (2 — 1)z* + 22 = 0, (ER).
z z T oz x oz

L'équation differentielle (ER) est de Bernoulli. Donc, on dévise (ER) par 22, et posons t = z~!. Alors, on obtient

— -1
(ER) 222272 -2z =a’-1eos®t'+at=—-2>-1

@ La solution homogene ¢y : (EH) : 22t + 2t = 0. On a, donc

—, (ceRY).

dt d
(EH) & 2 +at=0= [ — =— —I:>IH|t|:—ln|c;v|:ln
t z |cx|

k 1
Donc, ty = —, k= +— € R*.
c

||
. L k(z) .
La solution particuliére ¢, : On pose t, = ﬁ , et on distinger 2 cas :
T

; k K —k
1**" cas:Siz > 0onat, = ﬂ etz, = M.Parsuite
x

T

1 1
xzt;—l-:ptp:—x2—1<:>k‘/(x):—x—;@k(w):—irg—lnx—l—a, a€R.

k
Par conséquent, nous avons que tp, = —
x

1 1 1
=——z——Inz+ —a, a €R.
) 2 T T

1*¢" cas : Si x < 0, on obtient la méme résultat, c’est a dire

k 1 1 a

tp=—=——z— —Injz|+ —, a €R.
x 2 x ||
Dong,
k 1 1 «a
t=tg+t, = — —-—z——Inlz|+ —
|zl 2 = ||
1 1
= b _ —z——Inlz|, B=k+a€R
|| 2 x
1 1 .
Commet = —. Alors,ona z = 3 1 , et par suite, on trouve
z — — —z— —In|z|
lz| 2
1 1
ye=y1+- = - ﬁ—fx— In |z|
z |z 2
8 1
= - 1—1n|:c|>+ - —x
( |z 2
Exercice 3.4. Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles appropriés
@ xy —y =222, y(l)=5. @ y +ytanz = cos?xz, y(0)=—1.
@) oy +y=e, y1)=2 @) @+1)y +y=Inz, y(1)=10.

Correction d’exercice 3.4.@ Soit 'équation différentielle zy’ — y = 2z,  y(1) = 5. Alors, on commengant par la solution générale,
puis on appliquant les conditions initiales.
La solution homogene yy : (EH) : zy’ —y = 0.Ona, donc

d d
(EH)@xy'—y:Oé/—y:/—x:>ln|y\:ln\ca:\, (ceRY).
y @
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Donc, yg = kx, k = £c € R*.
La solution particuliére y, : On pose y, = k(z)z.
Donc, on trouve yp, = k(x)z et y;, = k'(x)z + k(x). Par suite

xy, —yp = 21> S k' (z) =2 & k(z) =2z +a, a €R.
Dongc, nous avons que yp = (2z + o)z, o € R. D’o1 le résultat

y=yg typ=>y=kr+2z+a)zoy=222+\
tel que Ak + a € R.

Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

= A=3.

y=2z%+ \z
y(1) =5,

Donc, y = 2x2 + 3z.
@ Pour I'équation zy’ +y = e*, y(1) = 2. Siz € R*. Alors, nous avons que
La solution homogene yy : (EH) : zy’ + y = 0. De manieére similaire on trouve
1

, (ceRL).
lcz] (c +)

d d
(E‘H)@zy'+y:0:>/—yzf/—xﬁln|y\:fln|cx|=
y x

1
Donc, yg = kx, k = +— € R*.
c

k
La solution particuliére y, : On pose y, = —(x) .
T
k! —k
Dong, on a yl’g = M Par suite
T

wy, +yp =€ S k'(z) =e” S k(z) =e"+a, a €R.
Par suite, nous avons que y, = (e 4+ o)z, a € R. Par conséquent,

y=yan+yp=>y=krx+ (e +a)r o y==zxe’+ Az
telque A=k 4+ a €R.

Si on applique le conditions initiales on obtient le systéeme

=>A=2—e.

y =xe® + Az
y(1) =2,

Donc, y = ze® 4 (2 — e)x.
@ y +ytanx =cos?x, y(0)= —1.SurD:R—{g}telquek €Z.0na

La solution homogene yy : (EH) : y’' + ytanz = 0. Alors, si on pose ¢t = cos z, on trouve, dt = — sin zdx et de puis

d; d .
Y +ytanz =0 = /—y:—/tanxdx:/ﬁz_/wdx
) Yy Ccos X
d dt
= ;*/i’=/—:»|y\=|ct|
Yy t

= y=kcosx.
Donc, yg = kcosz, k = +c € R*.
La solution particuliére y;, : On pose y, = k(x) cos z.
Donc, on a y;, = k’(z) cos x — k(z) sin z. Par suite

Yy + yp tanz = cos? ¢ & k'(z) = cosz & k(z) =sinz + a, a €R.

Donc, nous avons que y, = (sinz + o) cosx, a € R. Par conséquent,
1.
Y=YH +Yp =Yy = Acosx + §sm2x

telque A=k +a €R.
Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

1
Acosx + — sin 2x

= A=-1

1
Donc, y = —1cosx + 3 sin 2z.

@ Reste comme exercice.

Exercice 3.5. Résoudre les équations différentielles suivantes
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@ y" — 2y’ + 5y =0.
@ y" — 6y’ +9y = 0.
© v/ +a/+ay=0. ()

@ y”’ — 3y’ +2y =0.
@ y'" — 5y’ + 6y = 0.

@ Y —y = 0.

@ y"” + 4y’ + 13y = 0.

Correction d’exercice 3.5. On résoudre les équations differentielles linéaires et homogenes d’ordre 2 suivantes

@ y" — 3y’ +2y=0. (1).L'équation caractéristique de (1) est
r2 —3r42

La discriminant A = b2 — 4ac = A =1 > 0. Dong,

=0.

—b— VA —b+ VA
Mm=—————=7r1=letrg=—— =190 =2,
2a 2a
Alors,
Y1 = e = y1 = e®
Yo = 2T = y2 = 62z.
Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,
e® e 3
T W(x) = et 262z621 =e" 7£ 0.
D’ott la soluion générale de 1’équation homogene (1) est
YH Ayt + py2
= Xe®+pe®®, A peER.
@ y"" — 5y’ + 6y =0. (2). L'équation caractéristique de (2) est
r2 —5r+6=0.
La discriminant A = b2 — 4ac = A = 1 > 0. Donc,
—b— VA -b+ VA
rn=——=r1=2etrg=————=1r2=3,
2a 2a
Alors,
y1=e"1" = gy =e¥
yo = €T =y =€
Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,
2z 3z
€ € 5
= w(T) = 2e* 33T 2w =e’ #0.
D’ot la soluion générale de 1'équation homogene (2) est
YH = Ay1+py2
Ae?® 4+ pued® N peR.
@ y" —y’ =0. (3).0Onal’équation caractéristique de (3) est
rP—r=0=r=0Vr=1
Alors, la soluion générale de I'équation homogene (3) est
YH Ay1 + py2
= At+pupe®, A\ peER.

y"” — 2y + 5y = 0.
VA =4i =8 V VA = 4i = §. Par suite
—-b—01
r=—"

! 2a
et on trouve,

y1 = e*FcosBxr =

y2 = e*Tsinfzr =
Alors, la soluion générale de I'équation homogene (4) est donner par

YH Ayt + py2

e** (A cos2x + psin 2x),

(4) On a I'équation caractéristique de (4) est 7> — 2r +5 = 0 et A

=ri1=1—2ietre =

—16 < 0. Donc, A

- = (4i)? et

—b+ 61

=1ro =1+ 23,
2a

y1 = e* cos 2z

y2 = e* sin 2z.

A, pER.
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—b

@ y" — 6y’ +9y = 0. (5) On al’équation caractéristique de (5) est7?> —6r +9 =0et A =0.Donc,r =7y =79 = % =r =3,et
a
on trouve,
— TT _ 3z
Y1 =e€ = Y1 =e€
yo =zt =  yo = ze37.
D’oty, la soluion générale de 1’équation (5),
yH = Ay1+py2

A+ pux)e®®, X\ peR.

@ Reste comme exercice.

@ Reste comme exercice.

Exercice 3.6. Résoudre les équations différentielles suivantes :

@ Y’ — 3y + 2y = 4a2. @ Y ty=xz+e 3. (%)

@ Yy + 2y +y = dwe®.
@ "y 2y = si @ y" — 3y’ + 2y = shx — 2zchz. (%)
) Yy — 2y =sInzx.

@ y" = sha. y" — 2y = ch2x.

@ Dans les équations @ et (©), donner la solution qui satisfait les conditions y(0) = 1 et 3’(0) = 2.
Indication : pour I’équation @), chercher la solution perticuliére sous la forme yo(z) = az? + bz + ¢, a # 0.

Correction d’exercice 3.6. On resoudre les équations différentielles suivantes :

®

@ Soit I’équation y” — 3y’ + 2y = 4x2, (1). D’apres l'exercice 5, on a la solution de I'équation homogene y” — 3y’ + 2y = 0 est
yg = Xe® + pe?®, A, p € R. On cherche donc une solution particuliére y,, sous la forme y, = az? + bz + ¢, a # 0. Alors,
Yp = 2ax + bety, = 2a. Par substitution, on trouve,
2a =4,
Yyl — 3y, + 2y = 42° = 2a2” +2(b — 3a)r +2a — 3b+2c = 42% = ¢ 2(b—3a) =0,
2a — 3b+ 2¢c =0,

a =2,
= 2b = 3a =6,
c=T.

D'oli yp = 222 + 6 + 7. Alors, la solution générale de (1) est donner par

Y=y +yp >y =A"+pe®® 4202 +62+7, A pceR

@ Pour I'équation y”' + 2y’ +y = 4ze®. (2) et d’apreés une calcule similaire a celle dans 1’exercice 5, on a '’équation caractéristique

de (2) estr?22r+1=0etA=0.Donc,r =71 =12 = % = r = —1, et on trouve,
a

T

Y1 =e = yr=e€

T

ya=ze'¥ = yg=umze .

D’o, la soluion générale de I’équation (2),

ya = Ayl + py2
A+ pzx)e™™, A peER.

Maintenant on charche une solution particuliére y;, sous la forme y, = (az + b)e*, a # 0. Alors, y,, = (2azx + b 4 2)e” et
Yp = (2azx + b+ 2a)e®. Par substitution dans (2), on trouve,

" / _ x T _ x a=1,
Y, + 2y, +y = dze = 4(axz + b+ a)e® = 4ze :>{ b+a—0,
- a=1,
b=—1.

D’ottyp, = (x — 1)e®. Alors, la solution générale de (2) est

y=yg+yp =y =" +pze "+ (z - 1), X\ peR
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@ Soit I'équation y” + y' — 2y = sinz, (3). Alors,ona
(EH) : y" +y' — 2y = 0, et 'équation caratéristique est 7> + 7 —2 =0, A = 9.Donc, ontrouver; = 1, 7o = —2, c’est a dire
yg = \e® + pe= 2%,
Pour la solution particuliere y,. Posons y, = acosx + Bsinz, tels que «, 8 € R. Alors, ona

Y +y, — 2y =sine = (-3a + B)cosz — (a + ) sinz =sinz = { :ioé_-O-ﬂﬁ::l?’
1
o= ——,
= 54
B = Z
Dotiyp, = — 7 o5 + N sin z. Par conséquent, la solution générale est définie par

1 5
22 _ Zcosx+ —sinw, A p€ER.

= =y = X% -
Y=YH +Yp =Y e® + pe 1 1

/
@ Pour l'équation différentielle y"/ = shx, (4). Par intégration deux fois, et comme "/ = dl’ ona
x
4 < o :shz<:>/dy/ :/shxd:ﬂ@y' =chx + A
& /dy:/chxdw—l—)\/dx@y:shw—l—)\m—s—@ a, B €R.

Reste comme exercice.

Reste comme exercice.

y"—2y = ch2z. (EH) : y"—2y = 0, etl'équation caratéristique est 2 —2 = 0 < r4+/2. Donc, on trouve yyy = eV e—V2e,

@O

Pour la solution particuliere y;,. Posons y, = ach2z, tels que o € R. Alors, on a

1
y)| — 2y = ch2z = bach2zx = ch2z = a = 5 Doy, = gChQJ?. Par conséquent, la solution générale est définie par
1
y=yg +typ=>y= AeV2e 4 uef‘/iz + achZ:px, A, pER.

Y’ — 3y +2y = 4a?,

. B . T e _ ray N
@ @ Lasolution deléquations @), qu'il satisfait les conditions initiales y(0) = 1 ety’(0) = 2. Donc, on a le systeme { () = 1et y'(0) = 2.

D’apres ce qui précede, on a
y=Ae" + pue®® + 252 +6x+7, A peR.

Dongc, on appliquant les conditions initiales, on trouve,

= =
{ y'(0) =2 At2u+6=2 =
Alors, y = —8e® 4 2e2® 4 222 4 6z + 7.

/1! / N
R Yy +y — 2y =sinz,
1
© Onale systeme { y(0) = 1 et y'(0) = 2.
D’apreés ce qui précede, nous avons que

1 5
y=Ae® + pe 3 — 1 cosT + Zsingc7 A, pER.
Par I’application des conditions initiales, on trouve,

1 5

y(0) =1, At =1 A=2
= 4’

'(0) =2 5
Y A+2u+-=2 p=0

4
s s . ) 5 1 5 .
C’est a dire la solution demandé est, y = Zez -1 cosx + 1 sin z.
Exercice supplémentaire 3.1. Donner I’ensemble des solutions des équations différentielles suivantes
@ v -w=3 @cR).( @ v=L+e @ery.
/ — g _rrT
@ Y —ytanz =sinz, (ze} 272D~(*) @ (z2+ 1)y +2y=0, (z€R).

Correction d’exercice supplémentaire 3.1.@ Exercice

@ Exercice
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Y = ngm, (z € RY).
T
Siz € R . Alors, nous avons que

;Y

La solution homogene yy : (EH) : y' — = = 0. On remarque y = 0 est une solution triviale. Si y # 0, on aura, donc
x

d d
(EH)<:>y'—g :0:>/—y:/—m = Inl|y| =Inl|cz|, (¢ > 0) = yg = kx, k = +c € R™.
x y x
La solution particuliére y, : On pose y, = k(z)z.
Dong, ona y;, = k'(z)z + k(z). Par suite

/

yp:y;p+x<:>k'(:p):1<:>k(x)=x+a,aGR.

Depuis yp = (z + )z, a € R. Par conséquent,
y=yg+yp>y=krt+(xztazey=2>+I
telque A=k + a €R.

@) @2+1)y +2y=0, (z€R).(4)
L”equation (4) équivalent a I'équation y +

y = 0 qui est une équation homogenen. Donc, on a

2 +1
dy rdx 1 2 ( c )
4) & —_ = ————— =1In =——In(z*+1)+c=In|{ ———),(c>0
()/y/xz+1 vl =5 MG + 1) ) > 0)
= b k= +ceR*
= ——, = C .
v V2 41

Exercice supplémentaire 3.2. Résoudre les équations différentielles a variables séparées suivantes
@ V1—2?y —y=0
@ y' =y(y—1)cosz
By —zP =2
@ v-22
Yy = 2

@ y = etV (%).

Correction d’exercice supplémentaire 3.2.@ Soit I'équation differentielle v1 — 22y’ —y =0, (1). Alors, ona

dy dx
l—22y —y=0& [ —= | ——
Vs —yoe [Bo [t

1 e
& Inly| = arcsin(z) + ¢
= |y| = kexrsin@) k= 4e° € R.
/ ! /
@ Siy' =y(y—1)cosz, (2).Alors,poury #0ety# lona Yy v _ Y Dongc, on trouve
yy—-1) v y-—1

2 <« /diy:/coszdz
y(y—1)
/@— ﬂz/cosxdw
Y y—1

< Inly|—Inly+ 1] =sinz+c¢
= ln)i =sinx + ¢
y+1
& Y _Kein® k=4 R
y+1

@ Reste comme exercice.

1
@ y = z —g ,  (4). Onresoudre cette équation par séparation de variables. On d donc pour y # 0,
Yy

dy
4 < /y—Q: (z+ 1)dx
L 2
< ——=-zx"+x+c
Yy
o o 1
v %x2+z+c

1
tel que 51‘2 +x+c#0.
@ Reste comme exercice.

Exercice 3.7. Résoudre les équations différentielles suivantes :
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ y +zln(z) =0. @ Yy —y=(z+1)e”

@ y + 2y = x2.
@ y +y=2sinzx. @ Yy +y=3z—e% (x).

Correction d’exercice 3.7.@ (B1) : ' +zln(z) = 0, (E1) est une équation différentielle linéaire (EDL) d’ordre 1 et définie sur R* .

d
Comme ¢y’ = —y, Alors, on a
dzx

(E1) & dy=-—zln(z

& /dy— /zln(m z, (E1).

/
- u
On integre (E1) par parties, posons donc, { (@) = Inz,
Par conséquent, on trouve
- 1, 1
(B1) & y= —3% In(z) + 5 zdx

1 1
& y= —5$21n(:c)+§:v2+0, CeR.

@ (E2) : ' + 2y = 22, (F2) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
@ Premierment, on resoudre 1'équation homogene (EH) : y’ + 2y = 0. Par suite, on a
(EH) & dy=—2ydz< % = —2dz, (y #0)
d;y:—Q/da:@\y|:—2:c+C
& y=Ke 2 (k=+e% €R).

On cherche une solution particuliére y,. Posons donc, yp = az? + bz + c. Alors, Yp = 2az + b. Par substitution dans (E2)

obtient
1
a= =,
20 =1, 2 )
2ax% +2(a+b)z +2c =22 = 2(a+b) =0, = b=—a=—-,
b+2c =0, 1b f
T2 4

1 1 1
D’ou le résultat y, = 5:1:2 — 590 + —. On sait que la solution générale de (E32) est écrire sur la forme yg = yu + yp. Alors, on

trouve 1 1 1
=Ke 2 4 222 - Zg4 .
ve 2" 2"

@ (E3): v +y=2sinz. (E3) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.

@ Solution homogene yy : (EH) : y' +y = 0. Donc, ona
dy
(EH) & dy=—yde e — =—dz, (y#0)
Yy
d
& /—y:—/dz¢>\y|:—x+0
Yy
& y=Ke *, (k= +e€ € R).

Solution particuliére y, : On cherche une solution particuliere y,, sous la forme, y, = Asinz + pcosz, A\, pu € R. Alors,

Yp = Acosx — psinx. Par substitution dans (F3), on aura

()\-‘r,u)sin:c-&-()\—i-—u)coszr2sinzé{ - i

C’est a dire y, = sinz + cos z. La solution générale de (E3) est donner par

ye =y +Yp = yag = Ke * +sinz + cosz.

@ (Ba): v —y = (z+ 1)e”. (E4) est (EDL) d’ordre 1 et définie sur R.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Solution homogene yy : (EH) : y' —y = 0. D’prés ce qui précede, on a
(EH) &< y = Ke®, (k€R).
@ Solution particuliére y;, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere

Yp, sous la forme, yp, = k(z)e”, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, y;, = (k'(x) + k(z))e”. Par substitution dans
(F4), on aura.

1
y;—y;:(:v—l—l)e“ék'(m)z:c—&-lék(m):512—&-:0—&-0, CeR.

1
D'ouyp, = (512 + x4+ C) e®. La solution générale de (E4) est donner par
L o Tz~
YG =YH +Yp > Yo = 5:0 +xz+m|ee”, oum=C+keR.

@ (Es) : vy +y =3z — e®. L'équation (Es) est définie sur R.
@ Solution homogene yy : (EH) : y' + y = 0. Par un calcule similaire  celle dans en dessous, on trouve

(EH) & y=Ke ™ ®, k€R.

@ Solution particuliére y,, : Dans ce cas la, yp = yp, + Yp,, telles que y,,, sous la forme, y, = ax+b, et yp, sous la forme y, = ae®.
Pour yp, , on a y;, = a. Par substitution dans (Fj), on aura.

’ r_ _ a=3,
Yp: T Yp, —Sx:>ax+a+b—31:>{ b= —a=-—3,
Dottyp, =3z — 3.
Pour y,, ona y;2 = ae®, alors, nous avons
yo +yl :fez:>2a:71:>a:fl.
P2 p2 2

1 1
Dong, yp, = — 58”” . D’out la solution particuliere, y, = 3z — 3 — 56’3.

Par conséquent la solution générale de (E’) est donner par
1
yg = Ke ™ * +3x—3— Eez, ot k € R.

Exercice 3.8. Résoudre I'équation différentielle de Bernoulli suivante
2
@ oy +y=a%2 @ v+ A O

Correction d’exercice 3.8.@ (EBr) : =y’ +y = z2y2. On remarque que y = 0 est une solution de (EBr). Si y # 0. On dévise
l’équation de Bernoulli (EBr) par y? tel que (y # 0), et puis par z, (y # 0). On trouve, donc

1

1 _
(EBr) = wyy 24y == yy 2+ ;y_l =xz.(EBr)

Posons z = y~ ! alors, 2’ = —y’y~2. Par la substitution dans 'équation (EBr) on a
, 1
—2' + —z=u=x. (3.3)
x

On remarque que (3.3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

1
@ Solution homogene zy; : (EH) : —2' + —z = 0. ona, donc
x
1 dz dx
/ _ o it _ *
(EH) & —z +;z—0:>/ - —/ - = In|z| =In|cx|, (c € RY).

Dong, z = +c|z| = z = k|z|, k € R*. sadonner, yg = m
x
@ Solution particuliere z, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution particuliere

zp, sous la forme, z, = k(z)|z|, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, on distinger deux cas :
1" cas:Siz > 0ona zp = k(z)z et 2, = k' (z)x + k(). Par suite

1
—z;—i-;zp:x:>k'(:0):—1:>k(z):—x+a, a €R,

cestadire zp = k(z)z = 2(—z + @) = zp = —2 + ax.
1" cas:Siz < Oona zp = —k(z)z. de méme, on trouve z, = —x2 + az. Donc, on résulte que yp = — = P ran tel que
—z? +ax
x # 0. Par conséquent La solution générale de (E'Br) est donner par
1

1
= +yp = =— 4+ ———— ouk,a €R*.
Yo =YH U S ye = ot e
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

2 2 —
@@ (EBr): —y' + ~y?> =ycosz & y'y~2 +y lcosz = ~y?, (EBr), tel que (y # 0). On faisant le changement z = y~! alors,
x x
Zl —

= —y'y~2. Par la substitution dans I'équation (EBr), on a
, 2
z' 4+ zcosx = —. (3.4)
x

L’équation (3.3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

i. Solution homogene zy : (EH) : 2’ + zcosz = 0. On a, donc

d
(EH)<:>z/:fzcos:p:>/—zzf/cosxdavz>ln|z|:fsina:Jrc7 (c € R).
z

) : 1
Dong, |z| = efe™ 81" % = z = ke™ "% |k = fe° € R*. Sadonner, yy = ——.
ke— sinx
ii. Solution particuliére z, : On utilisant la méthode de variation de la constante, c’est a dire on cherche une solution par-
ticuliere zp, sous la forme, zp, = k(z)e™ 5%, telle que k est une fonction a déterminer. Donc, on a z;, = k/(z)e™ 5" * —

k() cos xe™ i %, Par suite

2 2 .
Zp+2p = ;esmz = k(z) = (/ —e®"% 4 ¢), ceR,

x
et S A i 2 4 1 1 3 . o
cestadire z, = e™ 2% ( f —eS™% 4 ¢). Done, yp = — = 3 . Par conséquent La solution générale de
r Zp e—sinx(f ,esinx+c)
x
(EBr) est donner par
1 1 . .
yG:yH+yp:>yG:keisinz , ou k€ R,

efsinz(f gesinz +C)
X

Exercice 3.9. vérifier que y1 est une solution particuliere de 'équation de Ricatti indiquer. Puis résoudre cette équation , dans toutes les
cas suivante

@ y' —2zy +y? =2 — 22, (y1 = = + 1 est une solution particuliere ).

1
@ 22y’ + zy + x2y = 1, (y1 = — est une solution particuliere ), (x).
T

Correction d’exercice 3.9. @ On resoudre l'équation (ER) : y' — 22y +y? = 2 —22. Comme y1 = z + 1 est une solution particuliére).
!/

1 z
On pose donc, y = y1 + —. Alors, on trouve y’ =1 — —5» par substitution dans (ER), on obtient
z z

! 1 1 —_
(BR)&1- 2 —2e(@+1+ )+ (@+1+-)>=2-22 & —2' +2: = -1, (ER).
z z z
L'équation differentielle (ER) est linéaire.
@ La solution homogene zp : (EH) : —2’ 4+ 2z = 0. On a, donc

d
(EH)<:>—Z’+2Z:O:>/—ZZZ/dx:>ln\z|:2x+c, (c e R).
z

1
Dong, z = ke, k = +e® € R*. Sadonner, yyy =z + 1+ Ee*%.

1 N
@ La solution particuliére z, : On remarque que z, = —3 est une solution particuliere de (ER). Par conséquent, nous avons
1 1
z=zH + zp Cestadire z = 5 + ke?*. Comme yg = y1 + —. D’ot1 le resultat
z
1 *
y(;=:13-i-1-|-177 k € R”,
75 + ke2x

1
tel que x # 751n2k sik > 0.

1
@ (ER) : 22y’ +zy+x%y = 1.l est claire que y; = — est une solution particuliere de (ER). Alors, pour résoudre (ER) généralement
x

1 1 2!
en faisant le changement, y = y1 + —, (z # 0). Alors, on trouve y’ = — — — —5,par substitution dans (E'R), on aura
z T z

1 ! 1 1 1 1 —_
(BR) & 2*(—— — =) +a(= + =)+ 2(= + =) =1 & —2°2' + (&® - 1)z2 + 22 = 0, (ER).
x z Tz Tz oz

L'équation differentielle (ER) est de Bernoulli. Donc, on dévise (ER) par 22, et posons t = z~!. Alors, on obtient

— -1
(ER) & 2?2272 -2z =2?-1oa% +at=—2?-1
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@ La solution homogene ¢ty : (EH) : 2%t' 4+ 2t = 0. On a, donc

dt d 1
(EH) &2’ +at=0= [ S =— [ & S| = —Inje| = In —, (c€RY).
t T |cx|

k 1
Donc, tg = —, k=+- € R*.
c

||
. Lo k() -
@ La solution particuliére ¢, : On pose t, = ——=, et on distinger 2 cas :
x
; k K —k
1°¢" cas:Sixz > 0onat, = k) etz = M Par suite
x x
1 1
th;Jr:vtp =2 l1ek@=-=2-=ck@)= 7512 —lnz+a, a€eR.

x

Par conséquent, nous avons que

tp

1%7 cas : Si x < 0, on obtient la méme résultat, c’est a dire

Donc,

1
Commet = —. Alors,onaz =
z

k 1 1 1
=—=——z——Inz+ —a, a €R.
T 2 T T
k 1 1
tpzfz—fx—fln\ﬂ—l—g,aeﬂ&
x 2 x |z|
k 1 1 ot
t=tg+t, = — —-—z——Inlz|+ —
|zl 2 = ||
1 1
= ﬁ—fx—fln\ad,,@:k—i-aeR.
lz| 2 x
1 .
1 , et par suite, on trouve
Ll il
2
1 1 1 1
yo=yn+- = ,_,_ﬁ_,x_,lnm
z z x| 2 x
1 1
= 7(1—1n|x|>+£—7:r:.
x x| 2

Exercice 3.10. Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles appropriés

@) 2y —y=22% y(1)=5.
@) wy +y=e*, y)=2.

@ y +ytanz =cos?x, y(0)=—1.
@ (z+ 1)y +y=Ilnz, y(1)=10.

Correction d’exercice 3.10.@ Soit I’équation différentielle zy’ — y = 222, y(1) = 5. Alors, on commencant par la solution générale,
puis on appliquant les conditions initiales.
La solution homogeéne yy : (EH) : zy’ —y = 0.Ona, donc

d

d
(EH)@xylfy:0:>/—y:/—z:>1n|y\:ln\cw\, (ceRY).
y x

Donc, yg = kx, k = £c € R*.

La solution particuliére y, : On pose y, = k(z)z.
Donc, on trouve y,, = k(x)z et y;, = k'(x)z + k(x). Par suite

x

y;—yp:QJJZ@k’(x)zQ@k(x)zZz—i—a, a eR.

Donc, nous avons que yp = (2z + o)z, o € R. D’oit le résultat

tel que Ak + o € R.

y=yg typ=>y=krt+ 2z +a)zoy=222+ )\

Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

Donc, y = 222 + 3z.

y=2x2+ Az -
{y(l):5, =>A=3.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Pour I'équation zy’ + y = e*, y(1) = 2. Siz € R*. Alors, nous avons que
La solution homogene yy : (EH) : xy’ + y = 0. De maniére similaire on trouve

|cx]

d d 1
(E‘H)@zy'+y:0:>/—y=f/—z:>1n|y\:fln|cz|=—, (c € RY).
y x

1
Donc, yg = kx, k= +— € R*.
c

k
La solution particuliére y, : On pose y, = ﬁ
x
K —k
Donc, onay;, = M Par suite
x

xy, +yp =€ S k(z) =e” S k(z) =e"+a, a €R.

Par suite, nous avons que y, = (e* + a)z, a € R. Par conséquent,

y=yn+yp=>y=kr+ (" +a)r o y=xe’+ Az

telque A=k +a €R.
Si on applique le conditions initiales on obtient le systeme

y=ze® + \x
y(1) =2,

Donc, y = ze® + (2 — e)z.
@ y' +ytanx =cos?z, y(0)=—-1.SurD=R— {g}telquek €Z.Ona

La solution homogene y : (EH) : y' + ytanz = 0. Alors, si on pose t =

=>A=2—e.

cos x, on trouve, dt = — sin xdx et de puis

d d .
y +ytanz=0 = /*y:—/tanxdxé/—y:—/smmdm
) Yy CoS T

/ dy / dt

= = [ 2= ==

Y t
= y=kcosx.

Donc, yg = kcosz, k = £c € R*.

La solution particuliére y;, : On pose yp = k(z) cos z.

Donc, on a y;, = k’(z) cos © — k(z) sin z. Par suite

Y, + yptanz = cos® z & k' (z) = cosz &

Donc, nous avons que y, = (sinz + a) cosz, o € R. Par conséquent,

ly| = [ct]

k(z) =sinz+ o, a €R.

1
y:yH+yp:>y:)\cosa:+§sin2x

telque A=k +a cR.
Si on applique le conditions initiales on obtient le systéeme

1
Acosx + — sin 2x
1.
Donc, y = —1cosz + 5 sin 2.
@ Reste comme exercice.
Exercice 3.11. Résoudre les équations différentielles suivantes
@y//—3y'+2y:0. @y”—Qy/+5y:O.

@y”—5y’+6y:0. @y”—ﬁy’+9y:0.

& v -v=o © v+ +ay=0. ()

= A=-—1.

@) v +4y +13y=0. (%

Correction d’exercice 3.11. On résoudre les équations differentielles linéaires et homogenes d’ordre 2 suivantes

@ y"" — 3y’ +2y =0. (1).L'équation caractéristique de (1) est
2 —3r+2=0.

La discriminant A = b2 — 4ac = A = 1 > 0. Dong,

—b— VA —b+ VA
rHn=———=r;=1letro = ——— = 1ry =2,
2a 2a
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Alors,

yr=e1" = y=e"

y2=e"" = yp =2

Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,

2z

T ’LU(CE) = T 2621621 = 631 7£ 0.

D’oi1 la soluion générale de 1’équation homogene (1) est
yH = Ayt py2
= Ae®4ue®®, A peR.
@ y"" — 5y’ + 6y =0. (2). L'équation caractéristique de (2) est
r2—5r+6=0.

La discriminant A = b2 — 4ac = A =1 > 0. Donc,

—b— VA -b+ VA
r=———=7r=2etrg = ——— =19 =3,
2a 2a
Alors,
y1=e"1" = gy =e¥
yo = €T = yp =€
Comme le wronskien W # 0. Car, Vz € R,
2z 3z
e e 5
T = w(z) = 2e® 3631‘621 =e 7£ 0.

D’o1 la soluion générale de 1’équation homogene (2) est
yr = Ay +py2
Ae?® 4+ ued® A\ peR.
@ y"" —y’ =0. (3).0Onaléquation caractéristique de (3) est

P—r=0=r=0Vr=1

Alors, la soluion générale de I'équation homogene (3) est

yE = Ay +py2
= A4pue®, A\ peR.
@ y"” — 2y’ + 5y = 0. (4) On a l'équation caractéristique de (4) est 72 — 2r +5 = 0 et A = —16 < 0. Donc, A = (4i)? et
VA =4i =8, V VA = 4i = §5. Par suite
—b—6 —b+6
7‘1:71:>7"1:1—21;8t7”2:$:>7‘2:1+2i,

2a 2a

et on trouve,
y1 =e*FcosPBr = y; =ecos2r

y2 = e*sinfr = y2 =e”sin2zx.
Alors, la soluion générale de I'équation homogene (4) est donner par

ya = Ayl + py2
e*®(Acos2x + psin2z), A, p€R.
—b
@ y" — 6y’ +9y = 0. (5)On al’équation caractéristique de (5) estr> —6r +9=0et A =0.Donc,r =7y =19 = S =r=3et
a
on trouve,
y1 = e = y1 = 631
yo =xe™ = yo = xe’?.

D’oty, la soluion générale de 1’équation (5),
yg = Ay +py2
A+ pux)e®®, X\ peR.

@ Reste comme exercice.

@ Reste comme exercice.

Exercice 3.12. Résoudre les équations différentielles suivantes :

®
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Y — 3y + 2y = 4a2. @ Y ty=xz+e 3T ()

@ y' + 2y +y = dze®.
@ "y o . @ y"” — 3y’ + 2y = shx — 2xchz. (%)
y"' +y — 2y =sinz.

@ ' = sha. y" — 2y = ch2z.

@ Dans les équations @ et (©), donner la solution qui satisfait les conditions y(0) = 1 et 3’(0) = 2.
Indication : pour I'équation @), chercher la solution perticuliere sous la forme yo(z) = az? + bz + ¢, a # 0.

Correction d’exercice 3.12. On resoudre les équations différentielles suivantes :

®

@ Soit I'équation y”' — 3y’ + 2y = 422, (1). D’apres I'exercice 5, on a la solution de ’équation homogene y” — 3y’ + 2y = 0 est
ya = Ae® + pe?*, A, p € R. On cherche donc une solution particuliére y, sous la forme y, = az? + bz + ¢, a # 0. Alors,
y;) = 2ax + bet yg = 2a. Par substitution, on trouve,
2a =4,
Yl — 3y, +2y = 422 = 2a2? + 2(b — 3a)x + 2a — 3b+ 2c = 422 = { 2(b—3a) =0,
2a —3b+2c=0,

a=2,
= 2b = 3a = 6,
c="T.

D'olt yp = 222 + 6z + 7. Alors, la solution générale de (1) est donner par

y=yg +yp > y=A"+pe®® 4202 +62+7, A peR

@ Pour l'équation " + 2y’ +y = 4ze®. (2) et d’apres une calcule similaire a celle dans I'exercice 5, on a I’équation caractéristique

de (2)estr?2r +1=0et A =0.Donc,r =711 =19 = %0 = r = —1, et on trouve,
a

T

Y1 =e = yr=e€

T

ya=ze'¥ = yy=uwmze "

D’oty, la soluion générale de 1'équation (2),

ya = Ayl + py2
= (A+ux)e ™™, X\ peR

Maintenant on charche une solution particuliere y;, sous la forme y, = (az + b)e®, a # 0. Alors, y; = (2az + b + 2)e* et
Yp = (2az + b+ 2a)e”. Par substitution dans (2), on trouve,

7 / _ x T _ x a=1,
yp+2yp+y—4xe = 4(az + b+ a)e® = 4xe :>{ b+a=0,
- a=1,
b=-1.

D'ot yp = (x — 1)e®. Alors, la solution générale de (2) est
Yy=yg +yp=>y =X “+puze T+ (x—-1)", X peR.

@ Soit I'équation y” + y' — 2y = sinz, (3). Alors,ona

(EH) : y" +y' — 2y = 0, et 'équation caratéristique est 7> + 7 —2 =0, A = 9.Donc, ontrouver; = 1, 7o = —2, c’est a dire

yH = Ae® + pe” 2%,
Pour la solution particuliére y;,. Posons y, = acosx + Bsinz, tels que «, 8 € R. Alors, ona
Y +y, — 2y =sinz = (=3a + B) cosz — (a + B)sinz = sinz = { :iaj_ﬂﬂ_:lo’
1
o=—-,
= 54
8=
Dotiyp, = — 7 Co5% + N sin z. Par conséquent, la solution générale est définie par

. 1 5
y:yH—l—ypéy:Ael—f—ue*%—Zcosx—l— Zsina:, A, E€R.

d /
@ Pour I'équation différentielle y”” = shxz, (4). Par intégration deux fois, et comme 3"/ = -, ona
x

4 < y":shx@/dy':/shxdz@y/:chm+)\

& /dy:/chxdx—i—)\/dx@y:shx—i-)\x—‘r,@, a, B ER.

Dr: Dahmane Bouafia 16 Sw: https:/ /elearning.univ-msila.dz/moodle



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Reste comme exercice.

@ Reste comme exercice.
y"—2y = ch2z. (EH) : y"—2y = 0, etl'équation caratéristique est 2 —2 = 0 < r4+/2. Donc, on trouve yy = AeV2e +,ue*‘/§z.

Pour la solution particuliére y;,. Posons y, = ach2z, tels que o € R. Alors, on a

1
y)| — 2y = ch2z = bach2zx = ch2x = a = 5 Dot y, = gch2x. Par conséquent, la solution générale est définie par
1
Y=yg+yp =>y= AeV2e 4 p,e_ﬁx + 5—40h21’x, A, pER.

Y’ — 3y + 2y = 4a?,

. . - 141 cntiafai P _ ry N
@ @ Lasolution deléquations @), qu'il satisfait les conditions initiales y(0) = 1 ety’(0) = 2. Donc, on a le systeme { () = 1et y'(0) = 2.

D’apres ce qui précede, on a
y=Ae" + pue®® + 252 +6x+7, A peR.

Dong, on appliquant les conditions initiales, on trouve,

{ Y0 =2 T\ A+2u+6=2 | u=
Alors, y = —8e® 4 2e2® 4 222 4 62 + 7.

/1 / H
R Yy +y — 2y =sinz,
1
© On ale systeme { y(0) = 1 et y'(0) = 2.
D’apres ce qui précede, nous avons que

1 5
y=Ae® + pe”3* — 1 cosx + Zsinx, A, p€R.
Par I’application des conditions initiales, on trouve,

1 5

y(0) =1, At = -
= 4’

'0) =2 5
Y A+ 2u+ 1 2 u=0

5 1 5
C’est a dire la solution demandé est, y = Zez -1 cosx + 1 sin z.

Exercice supplémentaire 3.3. Donner I'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes
@ v-1w=3 @eR.( @ v=L+s @ery.

/ — _rr
() v —ytanz =sinz, (:cE} 2’2D'(*) @ +1)y +2y=0, (z€R).

Correction d’exercice supplémentaire 3.3.@ Exercice

@ Exercice

Yy
@ y = ;—f—x, (z €RY).
Siz e ]Rj_. Alors, nous avons que

La solution homogene yy : (EH) : y' — ¥ _ 0. On remarque y = 0 est une solution triviale. Si y # 0, on aura, donc
x

d d
(EH)@y'fg:0:>/—y:/—m:>1n|y\:ln\cx\,(c>0):>yH:kx,k:icER*.
T y T

La solution particuliére y, : On pose y, = k(z)z.
Dong, ona y;, = k'(z)z + k(z). Par suite

yp = y—p+x<:>k'(x): lek)=z+a, acR.
x
Depuis yp = (z + @)z, o € R. Par conséquent,

y=yg+yp>y=krt+(xtalzey=z>+I

telque A=k +a €R.
@ (@2 + 1)y +2y =0, (z€R).(4)

L”equation (4) équivalent a I'équation y + %Hy = 0 qui est une équation homogenen. Donc, on a
x

dy xdx 1 2 ( c )
4) & — = — =hly=—In(z"+1)+c=In|{———),(c>0
@ y/xQH vl = =5 In(@® + 1) ) €>0)

= b k=+ceR*
- k=x+c
Y Va?+1
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice supplémentaire 3.4. Résoudre les équations différentielles a variables séparées suivantes

@) Vi—z% —y=0
@) v =yly—cos
By -z =2
@ y,:my—‘;l

@ y ="ty (%).

Correction d’exercice supplémentaire 3.4.@ Soit I'équation differentielle v1 — z2y’ —y = 0,

1 e
=

@ Siy’ =y(y — 1) cosz,

2)

@ Reste comme exercice.
x + 1

@ v :

(2). Alors, poury # 0ety # lona
Yy

(1). Alors, on a

dy dx
1—22y —y=0& | — = | ——
N e =

In |y| = arcsin(z) + ¢

‘y| — kearcsin(z)’ k= +e° € R.
/ /
( L 0 ¥y_ T Dong, on trouve
_ y y—

dy

@ [ —
(y—1)

/5
/%

/cos:):d:p
1 = /cosa:dac
y—

< Inlyl—Inly+ 1] =sinz+c¢
< In v =sinz + ¢
y+1
& L _Kein® k= 4ef R
y+1

(4). On resoudre cette équation par séparation de variables. On d donc pour y # 0,

d
1) = / Y / +1)d
< ——- = x +xz+c
Y 2
1

& y= 5

sz +x+c

1 2
tel que 3% +x+c#0.
@ Reste comme exercice.
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