Correction d’examen de Remplacement " Analyse 1 S1 2022

Correction d’exercice 1 : (6 pts )

x 2|z
1 pt 1- OnaVzeR:0<|z|<|z|+1=0< 2] <1=0< 2 <2
|z| +1 |z| +1
0.5 pt Alors, en on déduit que E C [0, 2], c’est-a-dire E est borné.
. 2|]
2 - a) Comme 0 est un minorant de E, car Vz € R : 241 <0et0€ E (pour z = 0). Donc,
x
1 pt inf(F) = 0.
1 pt b) Par conséquent, en on déduit que min(E) = 0, car inf(F) € E.
3 - Maintenant, on montre que inf(E) = 0.
a)
(1) YaeFE ca <0
FE)=2 S
sup(E) ﬁ{(zz) Ve >0,3ap € E :2—¢ < ap.
2||
0.5 pt Tel que a = .
P d o + 1
0.5 pt D’apres ce que précédent (i) est évident, car E C [0, 2[.
2|z
Montrons (i7). Soit € > 0, alors, on a, ag € E = Jzg € R:ap = ’||_?_‘1. Donc,
o
2—¢ €—2 2—¢
2—e<age|rol > (Oﬁ6<2)<=>($0<TV$0> ).
1 pt Ce qui signifie qu’il (i) est vraie.
. 2|x| ) L
b) Comme 2 ¢ E, car si on pose 2 = EE Alors, on obtient 2 = 0 (contradiction). Donc
x
0.5 pt max(FE) n’existe pas.
Correction d’exercice 2 : ( 7 pts )
ug = 3
. . o 149
Soit la suite (u,) définie par, S + 2uy, pour tout 1 € N.
24+ uy,
1 - On raisonner par récurrence que : Vn € N : u,, > 1.(On note P(n)).
0.5 pt a) (Initialisation) Pour n =0 on a ug = 3 > 1 (par définition). Donc P(0) est vraie.
b) Héridété) Supposons que : Vn € N : u,, > 1 est vraie et on montre que : u,4+1 > 1. Alors,
on a
1 1+ 2u,
Upy1 — 1 = —
il 2+ up, ’
Up — 1
= —>0
24+ u,
1.5 pt Car, up > 1. D’ott up1 > 1.
0.5 pt Par conséquent P(n) est vraie.
142 1-— 1
1.5 pt 2 - OnapourtoutnEN:un+1—un:M—un:( un)( +U")<0.
24+ uy, 24+ uy,
0.5 pt C’est-a-dire, (uy,) est strictement décroissante sur N.
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3 - a) Comme la suite (uy) est strictement décroissante et bornée inférieurement par 1. Alors,

01 pt d’apres le théoreme des suites monotones, elle converge vers une limite [ > 1.
0.5 pt b) Supposons que hm Upt1 = lim u, =1.
n—-+o0o
Alors, si on passe a la limite dans la relation récurrente, on obtient,
1+ 21
01 pt l=——=0P=1=(1=1),carl > 0.
P 2+ 1 =1
Correction d’exercice 3 : (7 pts)
et —1
Soit la fonction f définie par, f(x) =
0.5 pt 1 - f prolongeable par continuité au point 0 < lin% f(x) existe et finie.
—)
e2r 1 9 :
3 — 13 €T —
0.5 pt On a ilg% flz) = ilg% . = (e*) _o+ = 2.
> >
e2x -1 )
- o " B
0.5 pt On a aussi };15% f(z) = 3%% . = () - =2
< <
0.5 pt Alors, lim f(z) = 2(finie).
z—0
2 - Le prolongement de f au point 0 est la fonction f qui définie par :
2x
e —1
~ . R*
f(x) = z ve
2 : x=0.
0.5 pt
3 - Au point 0. On utilisant la regle de ’Hopital.
2z 1
£ 7 ¢ 2 2 2z
— (0 - T _1-2 —1
lim L@ =IOy e —lim o i & = lim 2e%* = 2 =
z—0 x—0 z—0 X z—0 x2 z—0 X z—0
> > > > >
1 pt fé(O)
. 62:5 -1 5
- £(0 - _1-2
De méme maniére, on aura, lim )= f(0) = lim —*% — lim & T
z—=0 = —0 z—0 T z—0 x2
< < <
623: -1 5 _
. _ . €T _ _ /
0.5 pt glﬁli)l%) = 31613% 2e°* =2 = f(0).
< <
0.5 pt Comme f}(0) =2 = f (0). Alors, f est dérivable au point 0, et f'(0) = 2.
4 - a) D’apres ce qui précede f est dérivable au point 0.
0.5 pt SizeR* fest rapport des fonctions dérivables. Donc, f est dérivable sur R.
~ 2re?® — 2% 41 ) R*
Ona f'(z)= 22 P re
0.5 pt 2 : x=0.
0.5 pt b) f" est continue sur R*, car elle est rapport des fonctions continues.
0.5 pt Au point 0. Par la régle de 'Hopital, (2 fois), on trouve,
hmf( )—hm2e2x—2—f’( ).
0.5 pt Dot la continuité de f’ sur R. Donc, f est de classe CL(R).

FIN.
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