Chapitre 1

Formules de Taylor et Développements
Limités

Remarque 1.1. Les exercices notés par (x) ou supplémentaires ne sera pas corrigé dans cette polycopié, ils laisant au lecteur.

Exercice 1.1. Donner un développement limité des fonctions suivantes a I'ordre n au voisinage de 0

@ flz)=¢e®, n=3. @ f(x) =sinz, n=5.(%)
@ f(z) =cosz, n=4. @ f(z) = shx, n=05.
Correction d’exercice 1.1. @ Soit la fonction f(xz) = e”, on cherche le développement limité,( D.L) de f au voisinage de 0, i.e.,

(V(0)) al’ordre n = 3.
OnaVn e N: f(")(z) = e*. Donc f(@(0) = f1(0) = fP)(0) = fF®(0) = 1.

1O 70 o, (3)(0)

Comme, f(z) = f(0) + T + 2 23 + o(x3). Alors, on obtient

71+ a:+—x +—a: + o(z3).

@ Le D.L de f(x) = cosz, au V(0) al'ordre n = 4.
OnaVn € N: f(")(z) = cos(z + 5*). Donc FO0) =1, fM() = cos(Z) =0, F@(0) = cos(m) = —1, F®(0) = COS(%,) _
0, f(4>(0) = cos(27) = 1.
’ 1 (3) ()
Comme, f(z) = f(0) + / (0) f (0) 2 4 f (O)x3 + 00

i 2 3 yT x* + o(z*). Alors, on trouve

1 ! +1 + o(z?).
COST = — —X X o\x
2! 41

@ LeD.Lde f(x) = sinz, au V(0) al'ordre n = 5.
OnaVn € N: f(™(z) = sin(z + 7). Donc, @) =0, fW©) = sin(§) =1, F@(0) = sin(r) =0, f®(0) = sin(%") =
-1, f®(0) = sin(27) = 0, £®)(0) =sin(2F) = 1.
F1© 0 5 [0 5 S0, FO0)

— 5 4\ D'ot
Comme, f(z) = f(0) + T z+ o x2 + TR —+ YT + I + o(z*). D'ou,

1 1
smx—xfgx +—x + o(z®).

@ LeD.Lde f(z) = shz,au V(0) al'ordre n = 3.
Pour tout n € N, on a f(")(w) = sh, s¥ " .palre' Dong, f(™) 0) = 0, S? n Palre. Alors, par substitution, on
chx, sinimpaire 1, sin impaire.
trouve,
shx =z + 5&? +—m + o(z?).

Exercice 1.2. @ Soit o € R*. Donner un développement limité suivantes a 'ordre 3 au voisinage de 0 de fonction f définie par
flz) = (A +2).
@ En déduire le D.L a I’ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions suivantes

1 1
x) =1+ I = .
@ f@=v © 1@ == @f(“") T~z
1
®) /) = V172, @ s@ =
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Correction d’exercice 1.2. Soit € R*. LeD.Lde f(z) = (1 + )%, au V(0) al’ordre n = 3.

F0) =1, F(0) =1,

FW(@) = al +o)°7t, ] 10 =,

FP(2) = ala = 1)(1 +2)*2, F®(0) = a(a - 1),

F® (@) = ala = 1)(a=2)(1 +2)*7%, F3(0) = ala — 1)(a - 2).

Dong, par substitution dans la formule de Taylor (Mac-Laurant), on trouve,

a(a — sz n ala—1)(a—2)

o 3l z3 + o(z3). (1.1)

142)* = 1+%x+
1
@@ Danslecasou f(z) =v1+ 2 = (1+ :Jc)% c'esta dire o = 5 Alors, d’apres 1’équation (1.1), on obtient
1 1 1
(1 +x)% =1+ 3%~ ng + E:p?’ + o(z?).

1
@ Sif(zx)=f(z)=Vi+z=(1+ ac)% c'esta dire a = 3 Par conséquent, on trouve

1 1 5
(1 +a:)% =1+ 3¢ —z? + 8—1x3 + o(z?).

9
@ Si f(z) = ! =1+ x)_% o= L Par substitution dans ’équation (1.1), on aura
V1i+z ’ 3’ q -1),
1
(1 +x)% =1- Ex—l- gmg — %xs + o(z?).
S 1 fo : L 1 et 3 A o
@ Dans le cas, ot1 f(x) = 72 On peut écrire f comme suit f(x) = 72— (14 )"+, cesta dire « = —1. Par I'équation
x x
(1.1),ona
=142 =1-z+2% -2 +0(?). (1.2)
1+x
1 t— 0,
@ Si f(z) = =(1-2z)'=1+t) L. Telquet = —x,eta = —1. Alors { si
11—z
z — 0,

Dong, par substitution, dans ’équation (1.2), on obtient

1

11—z

A4+t t=1—t4+t2 -3+ o(t?)

= 14+az+2?42%+o(3)

@ Reste comme exercice.

Exercice 1.3. Soit la fonction f définie par, f(x) = {

@ Etudier la continuité et la dérivabilité de f en point 0.

@ Etudier l'exixtence de dévellopememnt limité de f au voisinage de 0.
Correction d’exercice 1.3. @@ Comme lim f(z) = 0 = f(0), alors f est continue en point 0.
z—0

@ Par la définition de la dérivabilité, on trouve,

lim M = lim x% sin (l) =0.
T

z—0 T z—0

@ L a fonction f admet une dévellopement limité a 'ordre 2, car f(z) = x2¢(2) telle que e(x) = 23 sin (%) et lim lim e(z) = 0.
z—0x—0

x
On remarque que lim Ln), n’existe pas pour tout n > 3. Donc, f n’admet pas une D.L au voisinage de 0 d’ordre n > 3.
z—0 T

Exercice 1.4. Donner la formule de Taylor-Mac-Laurent des fonctions suivantes a 1’'ordre n au voisinage de 0

@ f(z) =e€?* n=3. @ f(z) = sh3z, n=>5.
@ f(z) = cos(4z), n =4. @ fx) =In(2 — %), n=4.
@ f(z) =chdx, n=4.(x) @ f(z) =sin(2+22), n=3.(x)

Correction d’exercice 1.4. On donnant la formule de Taylor-Mac-Laurent pour des fonctions suivantes a I’ordre n au voisinage de 0
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

@ Soit f(z) = €27, et n = 3. Alors, la formule de Taylor-Mac-Laurent est
F1© 0 5 [P0

flz) = f(0)+ T z+ T —+ 3 z3 + o(x3). Telles que
f(0)=1, f(0) =1,
F (2) = 26>, F(0) =2,
[O @) =4e>, T [0 =4,
fO (z) = 827, @) =8.
D'oti le résultat f(z) = e2* = 1 + 2z + 222 + g:v‘"’ + o(x3).
@ Si f(x) = cos(4z), et n =4. Alors,ona:
f(0)=1, f(0)=1,
FD(z) = —4sin(4z), M) =o,
F@(z) = —16 cos(4x), = @ (0) = —16,
f(3)(a:) = 48sin(4x), f<3)(0) =0.
F () = 64 cos(4z), F®(0) = 64.

Par conséquent, on obtient f(z) = cos(4z) = 1 — 822 + 33 z* + o(z?).
@ Laisse au lecteur
4
@ Dans le cas ol f(z) = sh3z, n =5.Alors,ona f(z) = e** =1+ 2z + 222 + 3:03 + o(x3).

@ Si f(x) = cos(4z), et n =4. Alors,ona:

f(O):07 f(o):L

JO (@) = 3ch(3z), FM(0) =3,
J®) () = 9sh(3z), F@(0) =0,
73 (2) = 27ch(3x), =\ f®(0) =27
f@® (z) = 81sh(3z), @) =o.
F®)(z) = 243ch(3z), F®)(0) = 243,

Dong, on trouve,
9 81
fle)y=143z+ §x3 + Exg’ + o(x5).

@ Pour f(z) = In(2 — 23), n = 4. Nous savons donc que,
t—0,
f(z) =In(2 — 2%) = In2+1In(1 — 12%). Posons t = £23,donc, { si
x — 0,
Par la formule de Mac-Laurant de In(1 — ¢) on trouve,

1
In(1—t) = —t-— 51:2 +o(t3)
1
=In@2-2% = In(2) - §$3 + o(z3).
@ Reste comme exercice
Exercice 1.5. Donner le D.L & d’ordre 3 en point o = 0 des fonctions suivantes
In(1+ z) fla) = T
®f \/m @f()i smm ) @ e’ —1
1
@ f@)= e, @ r0-—— ® f@) =0+ ViTaD)i ()
Correction d’exercice 1.5. Le D.L d’ordre 3 en point g = 0 des fonctions suivantes
e® 1
Soit la fonction f telle que = . Alors, f est multiplication de deux fonctions =eTeth = . D’apres,
@ 1 telle que f(z) = —=. Alors, f P 9(@) = ¢ eth(@) = —==.D'ap
exercice 1.2 on a
1 1 1
g(m) =e* = 1+F$+ 51‘24-*'333"'0(333)
1 3 5
h@)=(1+2)7 = 1- o+ o - 2o’ ol
Par conséquent, on trouve
1@ ® x —=
) = e
Vi+x
1 1 1 1 3 5
= (1 + T + —JJZ + —!553 + o(m3)> (1 — 5% + ga:Q — 1—6553 + 0(:53))
= 1+ :c + x + x + o(z3).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

1 t—0,
@ Si f(z) = ————.Posons t = z + z2,donc, { si
Trote z — 0,
et comme T 1 —t+1t2 —t3 + o(t?). Alors par substitution, on aura
1 .
J@) =T = L—(z+2%) 4 (¢ +2°)% — (z +2°)° 4 o(z?)

Dans le cas ott f(z) = Ll Ona
el' f—

1 1 1
e? =1+ —x+ —x2+ =23 +o(z3). Donc, f(x) = =
TR 3! L1 1
1+ 5@ + 6:52 + Ex?’ + o(x?)

t— 0,
o(z?), par suiteona ¢ si
z — 0,
Dong, on trouve
1 p—
1+t
et f(z) =

= 1—z+z%+o0(2®).

T 1

e —1

1—t+t2 =3+ o(t?)

1

11 1 1
1-— (§m+ 612 + ﬁx3 +o(a:3)) + (§x+ 5

1 12,1 3 3,3 9 )
(2x+6:c +12z +o(z°)° + o(z”))

1 # 0. Alors, il faut faire un changement de variable pour retour a zéro. Comme,

1
Donc, Posons t = — 5:{:2

Par conséquent, on aura

f(x) — 8COS.’l) —
In(1
@ Pour f(z) = M On sait que
sinz
Dong, on a,
f(@)
Car,

1
+ 1364 + o(z*), dong,

1
—1_ 2 4 4
cosz =1 Tk +4!x + o(x®).

t— 0,
st
z — 0,

exel

T4 2ot 22 t?
e x +ﬁ$ +5 +o(t?)
e 1,
F(—Ex +

e— ng + o(z?).

e+

1
Inl+z) = z-— 512 + =3 — 22t + o(a?)
1
sinz = xz-— 5173—&- 3333-1—0(333)
2,13 4 4
T — —x®+ 3° z* + o(z?)
- 1
T — 5&:3 + =23 + o(z3)

1
= (1,,I+,I2 x3+o(x3))(1f 2240
2 3
= 1771+1:p2 23 + o(z®)
2 2
— 2 2
17ét2_1+ 2+ o(t?)

1 1 1
.P t=—z+-22+ 23
osons 2x+6a: +12x +

1 2
+ 513 + 0(13))

Si f(z) = e®3 7. Alors, f est composition de deux fonctions g(z) = cosz et h(x) = e” respectivements, et comme lim inf g(z) =

z—0

1 e 1 1
5% o@) + 5 (=52 + pat +o@h)? + o@?)
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@ Reste comme rxercice (*).
In(1+ z)

Remarque 1.2. Pour la fonction f qui définie par f(z) = -
sinz

croissantes, comme suit,

1 1
In(1+ z) T — §z2+§x3+0(z3)

sinx =

1 1
T — 53:3 + §x3 + o(z3).

1 1 1
_ = 2.2 -3 3
In(1 + z) 1 2:p+ 3% 2 + o(x?) )
Donc, - = T . Par conséquent, on a
sin x 1—gx2 +o(z3)
1 1
2 3
T — —x° + —x
2
1,.2
1—65(;
_1 1.2 _ 1.3
) TRt Al
Dot f(z)=1— -z + %:cQ — %zS +0(z3). 2 ;22 — 1 3
2 %m 3T
2 1.4
2% — 3%
—%x‘o’—l—éx‘*
3 5
—35%° + {57
T 4 T 5
2% T 18%

Exercice 1.6. Donner un développement limité a I'ordre n au voisinage de o des fonctions suivantes
@) f)=vz, n (3) f(z) =sinz,
@ f(@)=eV®, n=4, z0=1.(x) @ f(z) = tanz,

Correction d’exercice 1.6. Le D.L de la fonction f a I'ordre n au (V')(zo), telles que

<E>Sif(ac):\/§,n:37 zo = 1.

3, zo = 1.

t— 0,
st
xr— 1,

On faisons la changement ¢t =  — 1, donc,

Par conséquent, on trouve

1 1, 1. 13 3
=(1+8)2 = 14 -t—-t>+—t t
Vzr=(1+1%) +2 3 +16 + o(t?)
L4 2@ —1) = 2@ — 12 + —=(z — 1) + o(z — 1)?)
= —(z—1)— =(z — —(x — o((z — .
2 8 16

@ Reste comme exercice

@ Pour f(z) =sinz, n=5, zg = g
t— 0,
Onposet =x — I,donc, st
3 T
T — —,

Par conséquent, et d’apres les formules trigonométriques, on trouve

sinx =

w
in(=+1¢
s1n(3 +t)

1 V3
5 sin(t) + > cos(t).

Mais, t — 0, (i.e., t au voisinage de 0). Alors, d’aprés la formule de Mac-Laurant, on a

: _ 13 15 5
sint = t_it +§t + o(t),
cos(t) = 1-— Lp + Ly +o(th)
2! 4! ’
Par substitution, on trouve
) 1 15 15 5 V3 1, 1, 4
sing = i(t_it +§t + o(¢) +7 1—525 +Zt +o(t%))
V3 1. V3, 1.4 V3, 1 & 5
= Dot TE - R ot t
2 T3l ettt tgt o)
\/§+l( TI') \/g( 71')2 1( 7r)3+\/§( 7r)4
= —+--rz-=)——@@—-—=)"——=@@— = —(x— —
2 2 3 4 3 12 3 48 3

1 T T
+ﬁ(f’3 - g)s +o((z — 5)5)

@ Reste comme exercice

Exercice 1.7. Calculer les limites suivantes en utilisant soit les fonctions équivalente ou le D.L

. On peut utiliser la méthode de division suivant les puissances
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- T _1)si
@) 1 Y2HosT-2 @) iim w,(*)
z—0 2 z—0 1 —cosx
E ) _z
lim (22 + 1)e=? .(x lim 7.
@ zﬁJroo( ) ( ) @ z—0
Correction d’exercice 1.7. On utilisant le D.L pour on calcule les limites suivantes
V3+cosz—2 0
@ lim —————— = —, Forme indéterminée
z—0 x2 0

.. 1 .
Au voisinage de zéro,onacosz =1 — —z2 4 o :z: + o(z®). Donc, par suite, on a

21
22 1 1 x2 1 t=0,
V3+cosz=2(1-—+ —z% +0(2°)2.Onposet = —— + —z* + o(z?), donc, st
8 48 8 48
r — 0,
et comme
1 1 1 1
1482 = 14 =t—=t24+ —¢3 3
1+ T3ttt o)
1, 22 1 , 1, 2
— 14 (=4 = 5y _ T 1 a4 5142
+2( S +48x + o(z)) 8( S +48$ + o(z))
1 21
t(- g et o) o)
1 5
1 g2 5
6% " Teag® T o)
Dong, on trouve
2(1 Loz 5 o 5 2
. V3 +cosz—2 ) 16" 153696 +o(a”)
lim —— = lim
z—0 12 xz—0 I2

1 5 1
= 1 — s =2 3):——.
I;rr%)( 8 1536 o= 8
@ Reste comme exercice

@ Reste aussi comme exercice
In(1 — 0
@ lim w = -, (F.I).
x—0 0

1 1 -
Au voisinage de zéro,onaln(l +z) =z — 5:}02 + =23 + o(x3). Donc, par conséquent on a

3
Lo, 13 3
 W(l+a)—o Tt A gm A
lim ———*—— = lim
z—0 x2 z—0 x2
1 1 1
= 1 4= E——
zlino< 2+3$+O(m)) 2
Exercice 1.8. @ Calculer le développement limité a I’ordre 3 au point 0 de f(z) = %,
T +x

@ Déduire les dérivées successives, f(0), f(0), f”(0) et f(3)(0).

Correction d’exercice 1.8. @

L 2 _ .3 2
— = 1—t+t°—t>+o(t
1+t )

1 2 3
cosz = 1—51’ + o(z?).

En mettant t = « + z2, dans I’équation (1.3), on trouve donc, ¢ — 0 si x — 0, et par substitution, on a aussi

L _ L _ 2 22 243 3
T - 1+$+$271—(m+x)+(z+z) — (x4 2%)° + o(z>)

= 1—z—2z%+o0(?)

Puis, on fait la multiplication en omettant les termes de degré strictement superieur a dégré 3. Alors,

(@) cosx < 1
)= ———— = CcoSTX ————
144 2 14z + 22

(1—%90 +o(gc )) X (l—z—z3+0(z3)>

= l—-=z 1Q—i-§m3—4—o(z3) (*)
h 2 2 ’

(1.3)
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@ Maintenant, d’apres la formule de Taylor-Young a 1’ordre 3 au V(0), on a

) . f(0) 30
TR AR A

().
Pat la comparaion les coefficients on peut conclure que
F0)=1, f'(0) = —1, f(0) = ~1, et fP)(0) = 9.
Car, pour tout n € N, on a, (™) (0) = n! x a, tels que a,, sont les coefficients de polyndme dans (*).
Exercice 1.9. @ Calculer le développement limité a I’ordre 4 au point 0 de f(z) = e®S*.
(2) Endéduire £(0), f/(0), f(0) et £3)(0).

Correction d’exercice 1.9. On utilise les développements limités en 0 pour la fonction e” et cos x. Lorsque x tend vers 0, comme cos x
tend vers 1 donc il faut la ramener a 0. Alors, On a

@®

1
T 2 2
e’ = 1+ﬂx+ix + o(z?)
_ LS 4
cosz = 17533 +Iz + o(z*)
Par conséquent, nous avons que
1 1 1
2, .4 4 .2, .4 4
ecosx :61*2!I +4'Z +O(I ) =e X e 2'1 +4'I +0(I )
Lo 14 4 ;
Posonst:fax +Ix + o(z*), donc, t — 0siz — 0, et on trouve
1 1
t o _ Lt 2
e = gttt o)
1 1 1 1 1 1 2
t o _ A _to2, L 4 4 A _ Lt 2,1 4 4 4
e = 1+1!( 2!90 +4!CC + oz )>+2!( 2!96 +4!x + oz )) + o(z*)

1 1
1-— 512 + 6x4 + o(z?).
Puis, on obtient
e e
flz) =€ =e— 5w2 + 6:54 +o(z*). (*)
@ Maintenant on utilise la formule de Taylor-Young a l’ordre 4 au V(0),

’ 1" (3) (4)
PO 0 . 190 5, 190

F@) =10+ = 21 3l 1

zt 4+ o(z?).
En comparant les coefficients on peut conclure que

F(0) =e, ['(0) =0, f(0) = —e, F®(0) =0, et f(0) = de.
Car, pour toutn € N,ona, f (n) (0) = n! x ay tels que a, sont les coefficients de polynéme dans (x).

1
Exercice 1.10. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) =2 {/1 — —.
x

@ Donner le D.L a I'ordre 2 au voisinage de 400 (respectivement —oo.(*) ) de f.
@ Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique quand « tend vers +oo.

@ Préciser sa position relative par rapport a cette asymptote. ()

t—0
. 1 ’
Correction d’exercice 1.10. @@ Au voisinage de +00.Ona f(z) = x{/1 — = Onposet = %, donc, ¢ st
z T — +00,
Par le D.L de la fonction ¥/1 — ¢ au V(0). On obtient ,donc,
1
V1—t = 1- ot —12 4+ o(t?)
1 1 1 ( 1 )
= _—_—— — ol —
3z 922 x?
Par conséquent, on trouve,
fl@) = wjf1-—
x
(1 1 1 +of )
= x e —_
3z 9z z?
1 1 ( 1 )
= z—-—_—+4of=
3 9z T
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1 1
@ Le méme méthode au V(—o0). on trouve, ona f(z) = z — 3 9z + o(%).
x

1
@ En deduit, d’apres qui ce précede que, (A) : y =z — 3 est un assymptote oblique au V(+o00). Car,

lm (@) —a)= tm (o +o((5)) =0,

x—0+o00 x—0400 xT

@ Au au V(+00). On a la signe de (f(z) — ) est

Va €]0 4+ oof: (f(z) —z) = (i + o((é))) > 0.

Alors, la courbe de f est sur la droite assymptote oblique (A).

1
De méme maniére, on a (Cy) la courbe de f est situé au-dessous de (D) : y =z — 3 I'assymptote oblique au V(—o0).

Exercice 1.11. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = V1 + = + z2.
@ Donner le D.L a I'ordre 2 au voisinage de +oco (respectivement —oo.(*) ) de f.
@ Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique quand « tend vers +oo.

@ Préciser sa position relative par rapport a cette asymptote. ()

Correction d’exercice 1.11. @@ Auvoisinage de +00.Ona f(z) = V1+z + 22 =z4/1+ % —+ z% Onposet = %—I— E%, donc,
t— 0,
st
T — +00,
On utilisant le D.L de la fonction 1/1 4 ¢ au V(0). On a ,donc,

1, 1, )
T+t = 14+ -t—-t>+o(t
2 8 (

)
1+1(1+1) 1<1+1>2+(1)
= —| = [ J— ol —
2\z  x2 8\z x2 z2

1 3 1

= 14— _— = -

+2x 8x2+0(12)

Par conséquent, on obtient

@ Le méme méthode au V(—o0). telle que on a f(z) = V1+z+a2 = —z4/1+ % + z% On pose t = % + -, donc,
t— 0,
st
r — +00,
D’apres le D.L de Mac-Laurant de la fonction v/1 + ¢, on trouve

11
ViFt = 1+§t—§t2+0(t2

Par conséquent, nous avons que

1
@ En deduit, d’apres qui ce précede que, (A) : y =z + 3 est un assymptodte oblique au V(+o00). Car,

i (f@)-) = tim (=2 +a((5)).

x—0+o00 x—0+o00 8x x
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

@ Au au V(+00). On a la signe de (f(z) — ) est

Vo €0+ oof: (f(z) —x) = (f 3 +o((%))> <o.

Alors, la courbe de f est sous la droite assymptote oblique (A).

De méme maniére, ona (D) : y = —x — 3 I'assymptote oblique au V(—o0) est situé au-dessus la courbe de f.

Exercice 1.12. @ Donner le D.L la fonction f(z) = au voisinage de 0 a I'ordre 3. Puis deduire le D.L de la fonction f(z) =

1+«

1722 au V(0) a l'ordre 4.
xT

@ D’apres qugstion 1, deduire le D.L de la fonction f(x) = arctan(x), au V(0) al’ordre 5.

Correction d’exercice 1.12. @@ D’apres la formule de Mac-Laurant, on a

1
flx)= —— =1—az+2% + 2% + o(z?). (1.4)
1+x
t— 0,
@ Si on pose x = ¢2 dans l’équation (1.4), et comme st
T — +00.
Alors, on obtient
o 1—t2 4+t 45 4+ 0(t%)
1+¢t2
1
= o2 = 1— 2% + 2t +o(z?). (1.5)

@ D’apreés quastion 1, et par I'intégration de 1'équation (1.5) téerme a térme entre O et « on aura

1 — 2 4 4
/md:p = /(14 +t* + o(th) ) dt

0 0

1 . 1
= z- gzvd + Z:v5 + o(z®) = arctan(z).
Exercice supplémentaire 1.1. Etudier au voisinage de z, les fonctions f définies ci-dessous (tangente, position par rapport a la tangente)
e _1 1/, 6 )
= — = = - - L4 a2 ) = 07 *

@ f@)="—— 2 =0, @ 1@ =3 (- 52) w0 =00

@ fz)=z+2y/z—3+z,20 =1.
Correction d’exercice supplémentaire 1.1. @ Ona

1 1
e f=1—-a+ 59:2 — 61‘3 + o(z?).

D’ou

fly=-1+ %:p — émQ + o(z?).

La fonction f se prolonge par continuité en zéro par la valeur 71.
L'équation de la tangente a la courbe en 0 est donnée par le D.L. d’ordre 1 suivante

141
= - —x.
Y 2

1 1
Alors, f(z) —y = —ExQ +o(z2) ~ — 6:(:2, et Lorsque « tend vers 0 la différence est négative et la courbe est en dessous de sa

tangente.

@ Pour f(z) =z + 2y — /3 +x,20 =1.Posonst =z —1¢ — 0siz — Oet

/ t
1+t+2vV1+t+2 1+Z

t 2 5
= 1+t+2 1+§—§+o(t)

- 2(1+£7 i+o(tQ))

f(x) = ft+1)

2 128
Tt 152,
= e
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES

Dong,
7 15
J@) =1+ 2@=1) = (2~ 1 +o((@— 1?).
La courbe admet comme tangente la droite d’équation
7 3 7
=14+ -(z—1)=—-2++-2.
Y + 4(:1: ) 1 + +4x

Alors,

15 15
@)=y =z @ =D +o(@ 1) ~ — (@~ D

15
La position de la courbe par rapport a sa tangente au voisinage de 0, est donnée par le signe de — o1 (x — 1)2. Donc, la courbe est

au-dessous de sa tangente au voisinage du point de coordonnées (1, 1).

@ Reste comme exercice.
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