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Rappel de cours

ù:rEspaces vectoriels

I

o Espace vectoriel

Soit K un corps d'éléments neutres notés 0 et 1.

On dit qu'un ensemble non vide E est un espace vectoriel sur K, ou est un K-espace vectoriel, s,il est muni :

- d'une loi de composition interne notée *;
- d'une loi de composition externe sur K, c'est-à-dire d'une application qui à (À, z) e K x .E fait correspondre Àz

telles que : (Er *) est un groupe commutatif, et on a les coditions suivantes :

VÀ € K,Vpr € K,Væ €.8 ,Ya € E; (^p)*: \0.ræ); (\tu,)n: À,æ*p,n; À(æ* a): Àæ*\a; Læ

Les éléments de -E sont des vecteurs ; tes éléments de K sont des scalaires.

o Exemples

- L'ensemble des vecteurs du plan ou de I'espace est un lR-espace vectoriel.

- K est un espace vectoriel sur K.

- C est un C-espace vectoriel, mais aussi un lR-espace vectoriel.

- LeproduitErX"'xE.derrespacesvectorielssurlemêmecorpsKestunK-espacevectorielpourleslois:

(æt, ...,, æ^) I (Ut, .,., An) : (*, I yr, ,..t æn I An)

\,(æ1, ,,., rn) : (Àe1, ..., Àær).

- L'ensemble F(XrF) des applications d'un ensemble X dans un espace vectoriel -F, est un espâce vectoriel pour les
opérations f I get),f.

- L'ensemble K[X] des polynômes à coefficients dans K, I'ensemble K. [x] des polynômes de degré n, sont des K-espaces
vectoriels,

o Propriété

VÀe K, Yæ€8, ),æ:Op++À:0Kouæ:OE.

De ce fait, les éléments neutres pour I'addition de K et de E, 0nç et 0p, seront représentés par le même symbole
0 sans inconvénient.

€8,
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II Sous-espaces vectoriels

o Définition

une partie non vide F d'un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de.E si elle est stable pour les deux lois,
et si la restriction à F des lois de E définit dans -F une structure d'espace vectoriel. En fait, il faut ef il suffit que F vérifie :

VÀ€K, Væ€F, Vy€F, æ*AÇF, ; \æ€F ouencore VÀ€K, yæeF, yyeF, n|ÀyÇF,
Attention, la réunion de sous-espaces vectoriels n'est pas en général un sous-espace vectoriel.
- L'intersection F de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant une partie A donnée est le sous-espace vectoriel
engendré par A. C'est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel contenant A.
On dit aussi que A est une partie génératrice de F. On note trs : Vect(A),
- Le sous-espace vectoriel engendré par A est égal à l'ensemble des combinaisons linéaires finies de vecteurs de A.
c'est-à-dire I'ensemble des vecteurs du type :

ê.
L^t*, avec n€N*, yi, À.i€K, e€A

o Somme de deux sous-espaces vectoriels

E1 et E2 étant deux sous-espaces vectoriels de E, on appelle somme de .E1 et de E2ret on note Er t Ez, l,ensemble
des vecteurs du type æt I rz où ær € E1 et æ2 € Ez, etqui définit le sous-espace vectoriel engendré par E1 u E2

oriels

Définitions

' QuandtoutvecteurzdeF : Et*-82 s'écrit,defaçon unique,souslaformeæ : ntr,,2,nvecæt € Etetû2 e o,2,
on dit que F est somme directe de E1 et de E2,et on note F : Er O Ez.
On dit aussi que E1 et -82 sont supplémentaires dans F.
Théorème

E - ErOEz ++ E : ErI Ez et E1n.E2 : {0}

soit (Ei)i.1 une famille fnie de sous-espaces vectoriers d,un espace vectorier E.
On appelle somme des E4, et on note L tn ,l,ensemble des vecteurs du fype | æi où æt e. E.tpour tout i Ç f .

i<I
ré par [J .Ei, Si f : {1, ..,, n},la somme se note aussi Er*...*.8_.

àer

- Quand tout vecteur æ de )l Ei s'écrit de façon unique sous la forme ! ni. 
^vec 

æt e Et pour tout i ( I,
i€ I iel

on dit que la somme des Ea est directe et on la note O E, . si r : {1, ..., n},on note aussi -Ero...@E_.

- Pour démontrer que la somme des Ea est directe, iu'fu,noou la plus rapide est de partir d,une somme nulle
rr*"'Itn : 0 avec 4 € Et pour tout i, et de démontrer que cela entraîne que tous les e; sont nuls.
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Espaces vectoriels de dimension finie
Cas d'un espace vectoriel

o Dépendance et indépendance linéaire

Une famille (*rr,.', æn) de vecteurs de E est une famille libre, ou les vecteurs sont linéairement indépendants, si :

ê.
L^u*n: 

0 * vi € {1, ...,n); Àr : 0.

Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée, ou que les vecteurs sont linéairement dépendants.
Toute sous-famille non vide d'une famitte libre est libre.

Pour qu'une famille (*r, .,,, æ-) soit liée, il faut, et il suffit, que I'un de ses éléments soit combinaison linéaire des autres.
Cas particuliers : une famitte qui contient le vecteur 0 est tiée I deux vecteurs sont liés Ssi ils sont colinéaires.

o Bases

- on appelle base d'un espace vectoriel -u toute famille libre de E qui engendre .8.

- La famille (et, ,'., e-) est une base de .E Ssi tout vecteur æ de E peut s'écrire de façon unique . r :
- Les scalaires æi sont les composantes du vecteur z.

Si E est un espace vectoriel non réduit à {0}, toute famille libre de E peut être complétée en une base de

- Tout espace vectoriel non réduit à {0} possède au moins une base.

Attention à ne jamais écrire ou dire ra base de -8, car ir n'y a pas unicité.

Si 'E possède une base comportant un nombre fini n, de vecteurs, on dit que E est de dimension finie.
Dans ce cas' toute base de E comporte aussi n vecteurs. on dit que n, est la dimension de -E ; on la note dim .8.

. 
On convient que I,espace vectoriel {0} est de dimension nulle.

o Recherche de bases

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

Toute famille tibre de E a au plus n vecteurs. Si elle comporte n vecteurs, c,est une base.

Toute famille génératrice de E a au moins n vecteurs. si elle comporte n vecteurs, c,est une base.

a

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies.

Si (e1, "',en) estunebasede E,et(f1r.'.rfù unebasedeF,alorsl,ensembledescouples(e1,0)et(0,/7)
où 1( il net 1 < j < p'estunebasede-E x F. parconséquent: dim(E x F) - dimE *dimF.

n

D'ntn'

E.

si on connaît déjà la dimension n de E,et si on considère une famille de n vecteurs, pour démontrer que
c'est une base, il suffit de démontrer : soit que la famille est libre, soit que la famille est génératrice.
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II Cas d'un sous-espace vectoriel

..Ui*antlon d'un at

soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace vectoriel de E'

- F est alors de dimension finie, et l'on a : dim F ( dim 'E'

-Si dimF : dim-E, alors F : E.

L'égalité des dimensions ne suffit pas pour conclure que F : E'

Il faut aussi une inclusion de l'un des espaces vectoriels dans I'autre.

- Si dim F - dim E - L, on dit que F est un hyperplan de E'

Comme exemples d,hyperplans, vous pouvez penser à une droite dans le plan ou à un plan dans I'espace à 3 dimensions

o Dimension d'une somme

-siF et Gsontdeuxsous-espacesvectorielsdeE,ona: dim(r'+ G) : dimIr f dimG - dim(F n G)'

En particulie5 si F et Gsonten somme directe : dim(F O G) : dimF * dim G'

- Tout sous-espace vectoriel F de E admet des supplémentaires, qui ont tous pour dimension : dim E - dim F'

- F et G sont supplémentaires dans E Ssi, en réunissant une base de F et une base de G, on obtient une base de 'E'

On dit qu'on a choisi une base de E adaptée à la somme directe'

o Généralisation

Soit E un espace vectoriel de dimension tnie et des sous-espaces vectoriels E,i de E en nombre fini'

Si la somme @-E1 est directe' alors :

dim@-Er : I ai*rr.
ier i<I

Pour que .E : OEn , il faut et il suffit que :

i<I

dimE: f aimnr.
ieI

Si aucun -Ei n,est réduit à {0},la réunion d'une base de chaque Ei constitue une base de E si' et seulement si' E : OEI
1e J

Rang d'une famille de vecteurs

Le rang d,une famille finie de vecteurs est la dimension du sous-espace vectoriel qu'ils engendrent'

C,est aussi le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants que I'on peut extraire de la famille'

ieI

Attention à ne pas partir d'une base de -E, car il n'y a aucune raison de pouvoir en extraire une

base de F et une base de G, ni même des vecteurs de F ou de G'
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