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Premiére partie

Analyse 2



Chapitre 1

Les intégrales simples

1.1 Intégrale de Riemann

Soient I = [a, b] un intervalle de R et f : [a,b] — R une application bornée. On soppose

m = inf f(x)et M = sup f(z).

vela vela]

1.1.1 Sommes de Darboux

Définition 1.1.1 Subdivision ordonnée du segment |a,b] est toute suite strictement crois-

sante (x;)I_, telle que

Aa=Top<T1 <Xy < ... <Tp_1<z,=n>0.

On écrit
d={xo, 21, ..., Tpn} .

Soit [a,b] = [0,1] et d = {0, ,3,5,1}.

Définition 1.1.2 Pour 0 < <n — 1, on note

m; = inf f(z), M;= sup f[(z)

Ie[mi’miJﬁl} SL‘E[IZ',SCZ‘+1}

et



1.1. Intégrale de Riemann

n—1 n—1
S(f, d) = ;) my ($i+1 - %) ) S(f> d) = ;} M; ($i+1 - 3%) .

Nous appellons s et S sommes de Darbouz.

1
Exemple 1.1.1 Soient f(z) = — et [a,b] = [1,2]. Soit d = {1, %, %, 2,2} .
T

= 0,63

s(frd) = t4i4141
1 1 1 1 _
it TgtTs7s = 0,75

S(f.d) =
Remarquons que 0,63 <1In2 < 0,7.

Remarque 1.1.1 Vd, s(f,d) < S(f,d).

Définition 1.1.3 Soient d et d' deux subdivisions de I = [a,b]. On a

d" est plus fine que d < (d C d').

Soient [a,b] = [0,1], d = {0,%,1, 4 1} et &' = {0,1,4, 1 2 31}

) 47 379 Y 473727596
d’ est plus fine que d car (d C d')

1.1.2 Propriétés sommes de Darboux

Proposition 1.1.1 Sid C d, alors

s(f.d) < s(f.d) < S(f,d) < S(f,d).

Corollaire 1.1.1
m(b—a) < s(f,d) < S(f,d) < M (b—a).

Proposition 1.1.2 Pour tout dy,dy deuz subdivisions de |a,b], on a

S(f7 dl) < S(f, d2)



1.2. Fonctions intégrables, de Riemann

1.1.3 Intégrale inférieure, intégrale supérieure
Soit

D = {de toutes les subdivisions de [a, b]}.
On pose

Jotanf = sups(f,d) et [ f = infS(f,d).
Ces deux quantités existent selon le Corollaire précédent.

Définition 1.1.4 Les valeurs

St = flggs(f, d) et (rep, S f = ifS(S, d)) .

S’appelle intégrale inférieure ( respectivement .et intégrale supérieure).

Remarque 1.1.2 Nous avons bien que : f*[a of < f[z ol

1.2 Fonctions intégrables, de Riemann

Définition 1.2.1 On dira que f est Riemann intégrable noté (R-intégrables) sur [a,b] ssi

/. *[a,b]f - f[Z,b] f

On note et lire I'intégrale de f sur [a, b] par :

Définition 1.2.2
f[a,b]f<x)dx = f*[a,b]f = f[:,b]f'

Calculer l'intégrale de f(z) =z sur [0,1].

Théoréme 1.2.1 (Premier théoréme de Riemann). On a

f intégrable sur [a,b] <= VYe >0 3de€ D :S(f,d) —s(f,d) <e.



1.2. Fonctions intégrables, de Riemann

Théoréme 1.2.2 (important ) [ continue sur [a,b] = [ intégrable sur [a,b].

Remarque 1.2.1 On va vous donnez deux modéles d’exemples.

1- Il existe des fonctions bornées mais pas intégrables.

Remarque 1.2.2 f(z) = 1 s 2e[0,1]NQ,
0 si cg0,1\Q

Soit d € D.

s(f,d) = 721 m; (zip1 — x;) =0,

=0

Remarque 1.2.3
n—1
i=0

1
( Mais Lebesgue intégrable! ( qui est pour des auteures du premiéme année qulque chose
de plus ) ).

2- 1l existe des fonctions R-intégrables mais non continues.

f: [07 1] — R
Remarque 1.2.4 1 si x#

Soit d = {z, ..., x, } une subdivision de [0.1].

Remarque 1.2.5 (a) 3 €d = Ji:z; = 3.
S(f, d) = m (ZEl — ZL’()) + oMy (xi—l — CL’Z'_Q) +
M (T — 1) + M1 (Tigr — 25) + oo + My (2 — Tp—1)

< 1-—e
Remarque 1.2.6 S(f,d) =1= S(f,d) — s(f,d) <e.

(b)%%diVi:xi#%
3— Continue par morceaux, implique I'intégrabilité.

(Premier théoréme de la moyenne). Soit f : [a,b] — R une application continue. Alors



1.3. Interpretation du théoréme de Darboux par des suites

Théoréme 1.2.3
e € la,b] : [P f(a)de = (b—a) f(c).

Remarque 1.2.7 Soit la fonction
f: [01] — R
1+x s x#1,
P f)= o7
0 st x=3.

On a folf(a:)dx = % mais il n’eziste pas une constante ¢ qui peut vérifier que : f(c) = %

Corollaire 1.2.1 Soit f : [a,b] — R une application continue et positive. Alors

fabf(x)dx > 0.

Théoréme 1.2.4 (Théoréme de Darbouzx) Soit f: |a,b] — R une application conti-

nue,

(f intégrable sur |a, b))
<~
Ve>0 39>0:Yd={zg,....,xn},
Tit1 —x; < 0= S(f,d) —s(f,d) <e.

1.3 Interpretation du théoréme de Darboux par des
suites

Définition 1.3.1 Soit d = {zo, ..., x,} une subdivision de [a,b]. On pose

vi= sup (Tiy1 — ;).
1<i<n—1

vgq ce n'est pas une subdivision d.

Théoréme 1.3.1 Soit f une fonction intégrable sur [a,b] et (d,) une suite de subdivision

sur |a, b] telle que vy, — 0 quand n — oo. Alors

10



1.4. Propriétés

lim s(f,d,) = lim S(f,dy) = [} f(x)

n—-—:uoo

Corollaire 1.3.1 Soit f une fonction définie sur |a,b]. Alors

(f intégrable sur |a, b))

—
lim & Zf[a%—z(b—)} =
lim & “Zf[a—l—z( 4] =
Ji# (@)
n—1 n
La somme S = 22 %" f(a+ k%=%) ou § = &2 Z (a+ k%) est appelée : somme de
k=0 k=1
Riemann.
(1) Calculer fla r — 1)dz, fol 2dx et folexda:.
9 9 2n + 3n? +n
4224 =

6

1.4 Propriétés

R ([a,b]). Dans toute cette section, est I’ensemble des fonctions Riemann intégrables sur

[a, b].

Théoréme 1.4.1 Soient f,g € R (|a,b]) et o € R. alors on a
(1) Linéarité
Jo (@) + g@)de = [f()de + [Jg(x)dz

ffozf(x)dx = ozfabf(x)dx
(2) Relation de Chasles

Pour tout ¢ dans |a,b], on a

P f@)de = [Cf(z)de + [ f(a)da
(3) Egalité sauf en un nombre fini de points

St f et g sont deux fonctions continues par morceaux égales sauf en un nombre fini de points

alors fabf(w)da: = fabg(x)dx

11



1.4. Propriétés

@) [Pf(x)dz = — [ f(z)dz. = [*f(z)da.
Théoréme 1.4.2 Soient f,g € R ([a,b]).

(1)— Monotonie

f<g= [Mf(x)dz < [Pg(z)de.

( 2 )- Inégalité de Cauchy-Schwarz

(JEr@ge)dr)” < [2 P ()de ' ().

( 3 )- Inégalités de la moyenne

Soient f,g continues par morceaux sur |a,b]. Alors

fff(ﬂﬂ)g(m)dw’ < [Slll)]plf\fflg(x)]d;c.

On a en particulier

[ f@)da| < [V @) de < (b= a)sup|f].

[a,b]

—Qa

La quantité est la valeur moyenne de f sur [a,b).

Remarque 1.4.1 La réciproque de ( 3 ) est fausse comme le montre se contre exemple sui-

vant :

1 st 2€0,1]NQ,

fla) =
) 0 si z¢][0,1]\ Q.

Théoréme 1.4.3 (Second théoréme de la moyenne). Soient f, g telles que f € C ([a,b]) et
(9 € Ry ([a,b]) (i-e g (x) > 0,Vx € [a,b]) et intégrable sur [a,b]). Alors

dc € [a,b] : fabf(x)g(x)dx = f(c)ffg(x)dx

Remarque 1.4.2 On a

12



1.5. Relation entre les fonctions primitives et l'intégrale de Riemann

1)— Sig e R_([a,b]) (i.e g(x) <0,Yx € [a,b]) et intégrable sur [a,b], on prend —g. Donc
le théoréme reste vrai si g ne change pas de signe.

2)— Si g change de signe le théoréme est fauz en général, comme le montre ’exemple suivant.
f(z) = g(x) = — 1 sur Uintervalle [0, 2]. fOQf( )g(z)dx = % mais f(c fo z)dz = 0 pour
tout x € [0,2].

1.5 Relation entre les fonctions primitives et l’'inté-
grale de Riemann
Soit f € R([a,b]). ¥V x € [a,b], on pose que :  F(x) = [T f(t)dt

Théoréme 1.5.1 Soit f € R ([a,b]). Alors
(1)— F est continue sur [a,b].

(2) - Si f est continue au point xoy € |a,b|, alors F est dérivable au point xo et F'(zy) =

f (o).

Définition 1.5.1 Soit f : [a,b] — R wune application. On dira que application F :

la,b] — R est une primitive de f si,

Va € la,b], F'(z) = f(z).
Dansce cas on note F(z) par : [ f(z

Remarque 1.5.1 (1)— La primitive n’est pas unique. Pour tout ¢ € R, F(x) + ¢ est une
primitve de f.

(2)— Toute fonction continue admet une primitive. D’aprés le théoréme précédent

Vi € [a,b], = [T f(t)
Exemple 1.5.1 Calculer [ z%dx (o # —1, 2 >0), [sinazdz, [ coszdx.

Théoréme 1.5.2 ( Deuziéme théoréme de Riemann) (Relation entre la primitive et

l’intégrale de Riemann).

13



1.6. Calcul des primitives

Soit f € C°([a,b]) et F une primitive de f. Alors

Yy, xq € [a,b], /12 flz)de = F(xq) — F(x1).

Preuve. Par définition on a

F(zg) = F(z1)
= o f@)dt f“f
= [2f®de+ [} f(t)
= L S0t
D’ou le théoréme. m
Exemples 1.5.2 Calculer lim iL et lim (n_—i-1+ +m).

n—+oo (=1 k? + n? n—s+00

wook 1o onk @
,;1/{2+n2_n,§:1k2+n2_”;1(£) +1

n

Mﬁl?r‘

Ce qui implique que
n In2
lim Z = fO T

n—s-+00 [ 1k2+n2 x2+1

Pour la deuxieme limite, intégrer fl —dzx.
x

1.6 Calcul des primitives

Question : Soit I un intervalle ouvert et f € C°(I). Comment chercher F' € C' (I) telle

que
Veel, F'(x) = f(x)?
C’est a dire le contraire de la dérivée.
Définition 1.6.1 F' est une primitive de f, si et seulement si, f est la dérivée de F'.

Remarque 1.6.1 FExistence et unicité

1- Soit f une fonction continue sur un intervalle I alors f admet des primitives sur I .

14



1.6. Calcul des primitives

2- Différence entre deux primitives de f est une constante. ( attention : le résultat
est faux si I n’est pas un intervalle).

-3- Soit xy € I alors il existe une unique primitive de f nulle en xo : qui est F(x) =

[ f(t)dt

Théoréme 1.6.1 (Intégration par parties). Soient f,g € C'(I;R) et (a,b) € I*. Alors

[l f(@)g (x)dz = f(b)g(b) — f(a)g(a) — [} f'(x)g(x)dx
Exercice 1.6.1 Calculer folscez‘dx, fol arctan zdx

Théoréme 1.6.2 (Changement de wvariable). Soient ¢ € CY(I,J), f € C°(J,R) et
(a,b) € I*. Alors

b b
[ f o) e (wydu = [ f(x)dz.
En pratique nous n’utiliserons que des fonctions bijectives et continues et mnotones.
JZF@)dt = [0 f o o (u) ' (w)du
Exercice 1.6.2 Coalculer les intégrales suivantes :

jus
2 1 cos x2dx

T
- d ,
f /1—|—$2 x ) fO
retranche 1 fmd

x
, —————dz (On pose u = v/1+ x, j’ajoute 1 et je
It One T4 !

z (u=2?), [ cos®xdx.

1.6.1 Primitives des fonctions rationnelles

Définition 1.6.2 (Polynomes) est toute fonction de la forme :
P: R — R

r +—— P(r)=a 2"+ ...+ ax+ao
ot (ag,ai, ...,a,) C R et n € N, s’appelle polynome réel.

Remarque 1.6.2 Les nombres ag, a, ..., a, s appellent coéfficients du polynome. Si a,, # 0,
on dit que le polynome est de degré n et on écrit d'P = n. On note par R[X] (resp. R, [X]),

I’ensemble des polynémes réels (de degré égal a n).

15



1.6. Calcul des primitives

Théoréme 1.6.3 Soient P, Q) deux polynémes réels. Supposons que QQ # 0. Alors

AR, SeR[X]: P=SQ+ R avec d'R < dQ.
R et S s’appelent reste et quotient de P par ().

Exemple 1.6.1 P(z) =23 -2 +1

Qz) =2 +1
P(z) =32"4+ 25 —52° + 2® — 22 — 1
Qz)=2* -3+ 22+ 12— 3

S = 323 4+ 1022 + 22z + 53
R = 13723 — 4522 + 11z + 158

1.6.2 Les fractions rationnelles

Définition 1.6.3 (Fractions rationnelles) Soient P, deux polynomes réels. Supposons

que Q) # 0. La fonction

s’appelle fraction rationnelle.

A

(z —a)"

P
On dira que (z) est réquliere st d'P < d Q.
Q(x)
Définition 1.6.4 (Fractions simples). Les fonctions suivantes :
€T |
X >

[(x — a)2 + b2]n

ot (a,b, A, B) € R* et n € N, s’appellent respectivement fractions simples de premier espéce

et du second espéce.

16



1.6. Calcul des primitives

1.6.3 La décomposition d’une fraction rationnelle en fractions
simples

Théoréme 1.6.4 (Important) On pourra décomposer toute fraction rationnelle réguliére

en somme des fractions simples.

. P(x)
Soit

Q(x)

une fraction rationnelle. Alors,

Q)= (r—21)" (x —x9)™ ... (x — ap)"™

[(z — ar)’ + bﬂml (= a)’ + b7 ] "

P A
- _Au _Ap _ G O
Q G TGy R ey
Aoy Ago Azny
T G T G L
Ak Ak Akny,
+ (z—z1) + (x—xk)z + . F (z—xk)"k
Al z+Bn Al z+Bi2 Ay @+ Bim,y
T G T [mal)?ﬂ%r Tt [<zfa1>2+bﬂml
+ AlllwéBll + A22$+Blg + A;mlm‘i‘Blml
(e—a;)*+v?

Exemple 1.6.2 Décomposer en fractions simples les fractions suivants :

r+1 1 3
(z—1)(x—2)°(@24+1) 2+ 1 ¥ +a2+2+1

Solution 1.6.1 x—|—12 = A + B + ¢ 2+D52U+E
(e-1D@@-27@2+1) @@-1) (@-2) (z-2)° (@*+1)

A + B + D = 0

- 4A - 3B + C - 5D + FE = 0
5A 4+ 3B - C 4+ 8D - bHE = 0

— 4A - 3B 4+ C — 4D + 8E = 1
4A + 2B — C — 5D — 4F = 1

En ajoutant les équations on trouve A = 1.

17



1.6. Calcul des primitives

B + D = -1
- 3B + C — 5D + E = 4
3B — C + 8D — bH/E = -5
- 3B + C — 4D 4+ 8E = 5
2B — C — 5D — 4F = 1
La cinquiéme c’est combinaison des quatres autres, donc on 1’élimine.
B + D = -1
- 3B + C — 5D + E = 4
3B — C 4+ 8D — bHE = -5
- 3B + C — 4D 4+ 8E = b
(2)+3(1) + ¢ - 2D + E = 1
3)-3(1) - C + 5D — BHBE = =2
4)+31) + ¢ - D + 8FE = 2
A-B B- C-¥ D=3 E-4
a3 ?+z+1
x3+x2—|—x—|—1:1 a2+ ar+1
> +r+1 ?+z+1 A
Bl tao+l (x+1)(22+1) a (x +1) *
A + B =1
B + C =1
A + C =1
Ce qui implique que A = B=C = %
1 Ar+B Cx+ D
41 2242V24+1 22—2v2+1
A+ + C = 0
AV2 + B+ CV2 + D =0
A - BV2 + C + DV2 = 0
B + D =1

.. . 1 _ _ -1 —
Ce qui implique que A = ENeL B=-1 C= oL D=2

Remarque 1.6.3 Toute fraction rationnelle s’écrit d’une maniére unique comme somme

d’un nombre fini de fractions simples et d’un polynéme. Donc, le calcul des primitives d’une

fraction rationnelle revient au calcul des primitives des fractions simples.

18



1.6. Calcul des primitives

In|z —al n=1

(1)- Premiére espéce
—1

1
i T dx
(n—1)(z—a)" !

(2)- Deuxiéme espéce
Az + B

n>1

1
b) revient a calculer I,, = Zdz.
8 T e—orvm
n pose
bdt 1 1 1
I, = - = —dt = I
f [(bt)2 —|—b2] h2n—1 f (t2 + 1) p2n—1
1 1 —
I = —f dt = —arctant +c = —arctanx a + c.
b7 t2+1 b b
1 1 —2t(n—1
Jnfl = f—n_ldt(uz >U:—M:>U,:#)
(t2+1) (t2+1) (t2+1)
t2
= —4+2n—1) | ———=dt
<t2 + 1)n71 ( )f (t2 _g 1)
t “+1 1
= —+2n—-1 ——dt — | ———dt
a2 et )
t
= W -+ 2(n — 1)Jn—1 — 2(n — 1)Jn
Ce qui implique que
2n —3 1 t
Jn = . )
on—2"" a2y
Par conséquent
2n — 3 p2n—t r—a
In= gy g T

Exemple 1.6.3 Calculer [ z

2n — 2 [(x — a)2 + bz}n_l'

S+ 20 +1

dx.

3 —1
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1.6. Calcul des primitives

Solution 1.6.2 [ (z) = 2% +

20+1 20+ 1 B A Bz +C

P_1 @-D@+r+1) @—10) @rrt1
— A=1,B=—-1,C=0.

Donc 1
—x
] = 2
T ey T @ rar D)
P S 25 SR
(x—1) 2(2+2+4+1) 2(@2+z2+1)
3 1 d
f[(x)dac:%+ln\x—1\—§1n($2+x+1)+%f 2x 5
(z+4)"+ (%)
dx : 1 Tr—a
f—:—f —b :—arctan< >—|—C.
(z —a)® + b2 (22)% + b b

23 1 2 1
f[(x)da:—gjtln\x—l\—éln(m + 2+ 1) + v/3arctan (ﬁ (33—1—5)) +C.
1

Exemple 1.6.4 Calculer [2 = fm T

[(z+1)*+1]"
1
= I
Solution 1.6.3 ( i" )
L = —dt
v e
t 12

= (ﬁ+¢)+2f@317Fﬁ

1 1
f mdl’ =3 arctan (CU + 1) +

z+1
(z+1)2+1

B +r+1

Exemple 1.6.5 Calculer [ — PGy B v S L
25— 3 — 222 + 1o
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1.6. Calcul des primitives

H O Q% =

2+ 241
o —xt+ 23 — 222 4+ +1
B B +r+1
(- 1)@+ 1)

—at — 42 + 322 + v+ 2

(z—1) (22 4+ 1)
—$4—4x3+3m2+$+2

= zv+1+

(x —1) 1[%
_Aa:+b C’:l:—i— &
(22 4+ 1) (332—1—1) !
A + E = -1
~A + B = —4
A - B + C + 2 = 3
-A + B - C + D = 1
- B - D + E = 2
— 5
4
_ _2
4
_  _6
4
_ou
4
— 1
4

b + 21 6x — 14 1
_ 1 1 1
I(x)_w—{—l_‘_l(:c?—i-l ) _Z<(x2+1)2)+z(x—1)'

g -~ N~

(a) (b) (c)
5 2 21 5.
(a):§$23_1 OS] :1§1n($ +1)+21arctanx+C’.
() =3—"— 14
(@17 (@2t
dx , 1
u =1, =
f(x2+1)2( 2+1)
2
xXr xXr
= 2
2+ 1 f(x2+1)
€T 1 1
- 20— 2 [ ———
2?2+ 1 f(x2+1)2 f(a:2+1)2

d
f—x2:%< T 1+arctanx>+0.

(22 +1) 2?2 +
[ I(z)dx E—l—xQ—l Eln(x2+1)—l—21arctan:1: - =
2 42 4
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1.7. Primitives des fonctions se ramenant aux fractions rationnelles

-3 1
211 — % arctan x +

T 1

1.7 Primitives des fonctions se ramenant aux fractions

rationnelles

Soit f une fraction rationnelle réelle telle que (f(z) = ).

1.7.1 Calcul de [ = [ f(e")dx.

En effet. On multiplie et on divise par e” puis on pose t = e*.

I = fLej)exdx

= fT&dt.

Nous sommes dans le cas d’une fraction rationnelle.

Exemple 1.7.1 Calculer

T

e
= d
I=/ 1+es "
t
Solution 1.7.1 f(t) = m, dt = e*dx.
1
t
= dt

f1+ﬁ

Jasnazem™

1 1\* 3
— %ln(l—i—e)—ﬁln[(e —5) +Z]

2e* — 1
_ V3 arctan( ) + C.
3 /3

1.7.2 Calcul de I = [ f(sinhz,coshz)dz.

Meéme chose car sinh z et cosh 2 s’écrivent en fonction de e*.

Calculer

22



1.8. Primitives des fonctions irrationnelles (ou abéliennes)

=/

Solution 1.7.2

J

cosh x

1
dx.
cosh z v

2

2e’
dx

e 41
dt

J
J

I t2+1
2arctant + C

2arctane® + C + C.

1.7.3 Calcul de I = [ f(sinz,cosx)dx.

T

On pose ¢ = tan 3

i 2t
in = —
sin x e
1—¢2
cosxr =
1+t2
p 2dt
€T =
14 ¢2
2t 1—t2. 2
I = dt.
ff(1+t2’ 1+t2)1+t2
Exemple 1.7.2 Calculer [ ﬂdw
1—sinx
i 4t 2
Solution 1.7.3 [ —— dz = [ dr=-—3——— +C.
1 —sinzx (1+t2)(t—1) tan§—1

1.8 Primitives des fonctions irrationnelles (ou abéliennes)

Soit f une fonction rationnelle en fonction de z et y(z).

_ Plz,y(x))
r *+ylz) 14z

PV ) =y Ty vt

b
1.8.1 Calculde I, = [ f | =, ,”/% da

f est une fraction rationnelle en fonction x,

y(x) et n > 1.

23
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1.8. Primitives des fonctions irrationnelles (ou abéliennes)

Lar+0b . ar+b
On pose y = a/x+b/.Doncy e

by™ —b
r = —
a— al’ y"
n=1(ha — a'b
gy — W (a g).
(a —a'y)
) blyn _ b nyn—l ) ) )
Et par conséquent I, = [ f — 5dy qui est une fraction rationnelle en
a—ay" "/ (a—ay")

fonction de y.

Exemple 1.8.1 Exemples 1.8.2 Calculer

I:/ L+ zdr
l—z =z

1
Solution 1.8.1 y = . +x,f(x,y) —_
V1-—z x

21

4y

2:1—1—33 Y

— = et de = ————=du.
2 2
I = d
f(¢+1+¢—1)y
tany+ 1n| L2 4+ ¢
= arctan —In
YT y+1
1 -1
= arctanﬁ/i—i—%ln y—- +C.
11— y+1

d
Exemple 1.8.3 Calculer I = [\/x i
T

1.8.2 Calcul de [ = [ f (z,Vaa? + bz + ¢) dz

f est une fraction rationnelle en fonction x, y(x).

A >0

Soient «a, (3 les racines de az® + bz + ¢ = 0. On pose v/a(z —a) (z — 3) = (z —a)t. Ce

— at? — at? — at?
qui implique z = aﬁ—a. Donc I = [ f af - a t af —ot” _ a | ) dt qui est une
12 a—t? a—t2

primitive d’une fonction rationnelle en fonction de .
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1.8. Primitives des fonctions irrationnelles (ou abéliennes)

Exemple 1.8.4 Calculer

I:/d—m.
Vi +3r—4

Solution 1.8.2 22+ 3z —4 = (z+4) (z —1) = (z +4)* 2

1+ 4¢? 10t
_ T et dv = ————dt.
1—t2 (1—1¢2)
14 42 5t
Va2 +3x—4= 4)t = 4)t= .
v (z+4) 1—t2jL 1—1t2
10t
N 2 B 1+t
1—¢2

A=0

a > 0 évidente.

a < 0 impossible.
A <0

a = 0 premier cas.

a < 0 impossible.

a>00npose \/ax2+b:£—|—c—\/_x+t

t2
—= T = t d
- 2\/_t cvar=

var? +br + ¢ = a5~ btift + t. Nous sommes dans le cas d’une fraction rationnelle.

Exemple 1.8.5 Calculer

Va2 1
I:/ﬂd:p, J:/\/m2+1dxetK:/\/x2—4dx.
x

t?2—1 (2 —t+1))
o et doe = —2—(1_2t)2

Solution 1.8.3 V22 +zx+1=a0+t=— 2 =

B (12—t 4 1))
I=-2f (1-26)%(12—1) dt
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1.9. Exercices non corrigés

1—¢t? ?+1
Vit+l=rx+t= 2= etdx:—%
J
212+ 1
2 11
= Lt C
(- 30)
I (e T S Lo
4 m—fﬂ 3(\/55274‘1—:6)3 .
Ou on pose z = sinht = V22 + 1 = cosh .
1
J = [cosh’tdt = = [(cosh2t+1)dt

t
= - (sinh2t) + 3 +C
1
= 7 sinh (2 arg sinh z) 4+ 5 aIg sinhz + C.
2
K= [Vi?—4dz=2] < <g> - 1) dx. On pose cosht = g, donc dx = 2sinh tdt =

1 t
éf(costh— 1) dt = sinh 2t — 3 +C.

1
K = sinh (2 argcosh z) — 5 A8 coshz + C.

Ou on pose \/(z — 2) (v +2) = (z — 2)t, donc & = —214L et do = ——dt

t? 1 1
K_32fmdt_32f(< — )2>dt.

1—12)  (1—1¢

1.9 Exercices non corrigés
Exercice 1.9.1 En utilisant le premier théoréme de Riemann, calculer
fabdx, folxdx, foledaj, fabe”“"dx.

Exercice 1.9.2 Cualculer les limites suivantes
) 1 1 1
1— lim + + ...+ .
n—+ococ\n+1 n-+2 n+n
1P + 2P 4 . .nP
2 lim (&) (p>1).

n—s+o00 nptl

Exercice 1.9.3 Montrer que

f monotone sur [a,b] = fabf(x)dx < +00.

26



1.9. Exercices non corrigés

Exercice 1.9.4 Montrer que l’intégrale suivante est nulle pout tout a > 0.

1 — a2

I(a) = [ (1+22) mdm.

1
(Indication : on pose t = —).
x

Exercice 1.9.5 FEn intégrant par parties, trouver

T

I (x) :/%d:ﬁ et J(x) :/ln(1+x2) dz.

+ )

Exercice 1.9.6 Soit I, = folx"e*ﬁdx, n € N*,
1— Calculer I.

2— Trouver une relation entre I,, et I, .

1—t
Exercice 1.9.7 En posant v = ——, trouver

1+¢
1 1
In(1 t
I / mA+2) ) et J(m) = / arctans , -
o 1+2a2 o l+uz

(Déduire J de I).

Exercice 1.9.8 Trouver

x
———dx (posert = z?).
/ V(xt —4) ( )
Exercice 1.9.9 Calculer les primitives des fractions suivantes apres les avoir simplifier

r—1 1 x T ot
r(142) 22430 +2 (22 —z+1)(14+2) 22 +20+2" 24— 1

Exercice 1.9.10 Calculer

[ 1 1

s—dz, i s—dz, [tanzdz, [tan®zdz.

2 —sin“x cos? z sin” x

Exercice 1.9.11 Calculer les primitives des fonctions suivantes

1
sinh 2’ cosh x

,coth? z, tanh? ., cosh ?x.
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1.9. Exercices non corrigés

Exercice 1.9.12 Soit

x
2 4+2x+2

I(z) =

1— C’alculerfﬁdm
X X

2— En déduire [ arctan(1+ z)dx.
Exercice 1.9.13 Calculer les primitz'ves abeliennes
1
[av1+ade, [xy T
x
1 —
[ V1+22de, [Va? - 1dz, f Td dx,

f

V2 42 1+
1

Va2 — 2z + 2dz, [

JVe v v J a;2—|—:c+1x

Exercice 1.9.14 *Soit a € R, et I (a) = fog sin® zdw.

dq; (poser t = z%),

1— Trouver une relation entre I (a) et I (a+ 2);

2— Montrer que la fonctionf définie sur R+ par

fla)=(a+1)I(a)l(a+1)

est périodique et de période 1, calculer f(0).

3— Démontrer que la fonction a — I (a) est décroissante.
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Chapitre 2

Equations différentielles du premier

ordre

2.1 Equations différentielles quelconques

Définition 2.1.1 Une équation de la forme :

F(z,y,y')=0

o y qui est en fonction de x est I'inconnu, s’appelle équation différentielle du premuier

ordre.

2.1.1 Equations séparables

Elles sont de la forme

Y fy) = g(x).
La solution générale est donnée par

[ fw)dy = [ g(x)dz (car y = %)-

T

Exemple 2.1.1 Intégrer les équations suivantes :

29



2.2. Equations linéaires

(W2 +1)y = z+1

-1y ++/1—-9y> = 0

2.1.2 Equations homogénes

Elles sont de la forme :

Y
l: F 7
y=FC)
La solution générale est donnée par
G(g)
r=Ce =
dt
telleque C € Ret G(t) = [ W (pour la preuve on pose que y = tr = dy = tdx+xdt).

2.2 Equations linéaires

Elles sont de la forme

v +yfx) =g(z). (1)

2.2.1 Intégration de I’équation homogeéne (i.e., sans second membre)
y +yf(z)=0.
simplement elle est une équation a variables séparables. La solution générale est donnée par

Yy = Ce JI@de O e R,

Y1

2.2.2 Intégration de ’équation compléte (1)

Ya = Yy + Yo
~~~ ~~~
S. générale de (1) S. générale de (1) sans 2éme membre  S. particuliere de (1)

30



2.3. Exercices

Comment trouver yq ?
Par constataion a ’oeil nu.
Sinon

Par la méthode de la variation de la constante.
Meéthode de la variation de la constante.
On pose yo (z) = C(z)y, (). Apres calcul, on trouve yo (z) = e~/ F@de [ g(z)el F@de gy,

Exemple 2.2.1 Intégrer xy' — 2y = x (—x solution particuliére).

(1 -2y —azy =

2.2.3 Equations de Bernoulli

Elles sont de la forme

Y +yf(r) =y“g(x).

* 4y =0, c’est une solution particuliere.

* o = 0, équation linéaire compléte.

* o = 1, équation linéaire sans second membre.

*a#0,a# 1,y #0;onpose z =y On aura, ﬁz' + zf(z) = g(x). On est dans le

cas linéaire.

Exemple 2.2.2 Intégrer

.oy —y=y’Inuz.
2.2y —y =y

2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 Intégrer les équations différentielles suivantes

3
11—y — —y = 2.
x
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2.3. Exercices

y, (1 _332) - XYy = 21’,
y(0) = 0.

2

3— x (y)? (poser z =y puis Bernoulli).

! —
f—ev" = 1,

A )
y(0) = -1

(Indication : poser z = e€¥~7).

/ _ +x
y - ey 9

y(0) = 2
(L unique solution de I’équation est la fonction y(z) = In (1 + €* — %) définie sur|—oo,In (1 + €?)]).

5—

Exercice 2.3.2 Résoudre l’équation homogéne

(wy —y) = 2® =y
y(1) = 0.
(Deux solutions qui sont y1(z) = —xsin (Inz) et yo(x) = zsin (Inx) définies sur lintervalle

le"z,e™2]

Exercice 2.3.3 Résoudre [’équation de Bernoulli

y o= y+tay
y(0) = 2.
(La solution est y(x) = ef(lfﬁ qui est définie sur Uintervalle |xq, xs[, 11 ~ —1,678
2

et xo = 0,768 .

Exercice 2.3.4 Intégrer les équations différentielles suivantes
1— ¢y — ycosx = sin 2.
2— 2%y +y = 22y + 7.
3— xy' +y=sinz.
4—y —2*(y + 1) +ay = 0.

Exercice 2.3.5 (Définition d’une équation de Riccati).

Une équation de Riccati est une équation différentielle de la forme
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2.3. Exercices

y' = a(z)y + b(x)y® + c(x)

ot a, b et ¢ sont trois fonctions de classe C*.
Une équation de Riccati ne se résout que si l’on en connait une solution particuliére . On

procéde alors au changement d’inconnue

et on aura

2 = [a(x) + 2b(z) ] 2(z) + b(x) 2% (x)

qui est I’équation de Bernoulli.

Résoudre ’équation de Riccati

y o= 2azy+yita’ -1
y(0) = L.
Par tatonnement on voit que ¢ (x) = —x est une solution particiliére. La solution est y(x) =

1
T+ 12 qui est définie sur 'intervalle |—oo, 1].
—x

y = 2ay+yt+a®-1
= P42y +a’-1
= (y+a)' -1
Donc
y+1
RS
(y+ )

En antégrant l’équation par rapport a x, on aura

1
Yy+x

=z+C

et ainst de suite.
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2.3. Exercices

ADDITIF

Exercice 2.3.6 Soit I’équation différentielle linéare du premier ordre

Yy —y=e"sinw

1— trouver y : y(0) = 0.

2— On pose
y(x)
2o x #0,
flz) = ,
0 st x =
Montrer que f est continue en 0.
3— Calculer approximativement
f(f f(z)dz

quand t est proche de 0.

Exercice 2.3.7 Trouver les solutions particuliéres de

yda:—i—(Zw/xy—x)dy = 0 y=4 pour x =0,
xdy — ydx = Vr2+y?2 y=1 pour z=1.
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Chapitre 3

Les equations différentielles du second

ordre

3.1 Généralités

Définition 3.1.1 On appelle équation différentielle du second ordre toute relation de la

forme F(z,y,y',y") = 0 entre la variable x et la fonction y(x) et ses deux dérivées premiéres.

Exemple 3.1.1 ¢ + wy = 0 admet pour solutions sur R les fonctions p,(z) = sinwz et

©y(x) = coswz.

Exemple 3.1.2 y” = 0 admet pour solutions tout polynéme de la forme ax + b avec a et b

deux constantes arbitraires.

Remarque 3.1.1 Sous certaines conditions nous admettrons que une équation différentielle

du second ordre a une infinité de solutions dépendantes de deux constantes arbitraires :

Yy = 90($7A17A2)'

L’ensemble de ces solutions constitue l'intégrale générale et représente ’équation d’une fa-
mille de courbes dépendant de deux parameétres : qui sont appelées courbes intégrales. Une
intégrale particuliere est obtenue en imposant des conditions initiales. Le plus souvent elles
se présentent de la forme y(zg) = yo et ¥/ (x0) = y,. Dans ce cas, la courbe est assujettie a

deux conditions : passer par un point (zg,yo) et avoir un coéfficient de tangente donné yj.
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3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre

3.1.1 Equations qui ne contenant pas de y
Soit F'(x,y’,y") = 0. On pose 3y = z(x), 'équation devient alors F'(z, z,2) = 0.
Exemple 3.1.3 ¢" + 3 = 0.

Solution 3.1.1 On pose y = 2z = 2' + 22 = 0. On aura

dz 1
-—— = dze = - = z+¢
¥ z
1 dy 1
e z = e —_— =
T+ ¢ dx T+ ¢
= y = In(z+4+c¢)+ac

(co et ¢; étant des constantes).

3.1.2 Equations qui ne contenant pas de z

F(y,y',y") = 0, et si on considére que y’est une fonction de y, on peut donc poser et .
L’équation devient alors, avec pour nouvelle variable y, qui est une équation du premier

ordre pour z. Soit ou et en intégrant avec .

3.2 Equations différentielles linéaires du second ordre

Définition 3.2.1 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation

de la forme :
a(x)y” + b(x)y + c(z)y = f(z), (1)
ot a(x),b(x),c(x) et f(x) sont des fonctions.
On associe a cette équation ’équation sans second membre appelée équation homogéne
(a(x)y” + b(x)y" + c(x)y = f(x) est appelée 'équation compléte) :
a(z)y” +b(x)y' + c(x)y =0 (H)

On a le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 3.2.1 La solution générale s’obtient en ajoutant a une solution particuliére de

I’équation compléte, la solution générale de [’équation sans second membre (H).
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3.2. Equations différentielles linéaires du second ordre

Yo =Yp + Y- (2)

3.2.1 Intégration de I’équation sans second membre (H)
I-Si on connait deux intégrales particuliéres y; et ys .

La solution générale s’écrit y = A\y; + Aoyo. Les deux solutions doivent étre linéairement

indépendantes, ce qui se traduit par

w(z) = #0
(w(z) est appelé le Wronskien).

II- Si on connait une intégrale particuliére 1,

On a donc : a(z)y) + b(z)y; + c(x)yy = 0. On pose y = y12(x) ou z(z) est une fonction
inconnue de x.
et d’ou en remplacant dans (1) a(z)() + b(x)() + c¢(z) =0 .
Cette équation s’intégre comme une équation se ramenant a une équation du premier ordre
IT1-3-3 Si on ne connait pas de solution particuliére, ce n’est généralement pas intégrable
sauf si a, b et ¢ sont des constantes..
I1I-4 Intégration de I’équation complete.
ITI-4-1 Si on connait une solution particuliere y,, .
La solution générale est alors .

Exemple : IV équation (1) admet pour solution de 1’équation sans second membre la
vue du second membre, I’ intégrale particuliere sera un polyndéme du troisiéme degré . On

obtient donc en remplagant dans (1) .

Remarque 3.2.1 Si on ne connait pas de solution particuliére. On applique la méthode de
Lagrange appelée aussi méthode de la variation de la constante. FElle ne doit étre employée
qu’en dernier recours (surtout en physique). Soit Uintégrale générale de l’équation sans se-

cond membre dans laquelle on va faire varier les constantes c’est a dire que yy = My1+ A2y
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3.3. Equations linéaires a coéfficients constants

soit Yy, = M (x)y1 + Ao (z) y2 . L’équation différentielle fournissant une premiére relation
pour déterminer ces deux fonctions, il nous sera possible d’en imposer une seconde. On
dérive pour obtenir . En dérivant on obtient et en reportant dans l’équation (1). Comme y;
et yo sont des solutions particuliéres, | Comme 1y, et yo sont linéairement indépendantes .

Le systéme précédent est un systéme de Cramer et détermine Ay (z) et Ay (x), .

Exemple 3.2.1 : y” + y = cotan z.

3.3 Equations linéaires a coéfficients constants

Elles sont de la forme

ay”" + by +cy = f(x). (3)

oua,b,ceR.

3.3.1 Equations homogeéne (i.e., f(x) =0)

On cherche la solution générale sous la forme, y = €"*. On remplace y par €"* dans (3) sans

le second membre, on aura

e”(ar2+br+c)20<:> ar? +br + ¢ =0.
—_——

équation caractéristique (*)
1- (*) Admet deuz racines réelles r1 et ry distinctes.

Soit y; = €"* et yo = €™*. La solution générale de 'équation (3) sans second membre est

y=Ciy1 + Coye;  C1,Cy € R.

2- r1 et ro complezes.

ry = a+ 18, ro = a — if3. La solution générale de I’équation homogeéne est
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3.3. Equations linéaires a coéfficients constants

e*” (C cos Bz 4+ Cysin fx)
= (e cos fx + Coe™ sin fx

= Ciyi +Coyp; C1,Cy € R.

3- (*) Admet une racine double.
La solution est de la forme, y = z(z)e™. On remplace y par sa valeur dans (2) sans le second
membre, on trouve z = Cix + Cy, 4 et Cy dans R. La solution générale de ’équation

homogene est

Crze™ + Cye™™

= Ciy +Coyp; C1,Cy € R.

3.3.2 Equation compléte (i.e., f(z) # 0)

Ya = Yy + Yo
~~~ ~~~
S. générale de (3) S. générale de (3) sans 2éme membre  S. particuliere de (3)

A. Cas ou f(x) € R, [X].
- ¢ # 0. On remplace y par un polynoéme de degré n, puis on identifie.
-¢=20,b+# 0. On remplace y par un polynéme de degré n + 1, puis on identifie.
-¢=0,b=0,a # 0. On intégre deux fois de suite f(z).
B. Cas ou f(z) = e** P, (x).
On cherche la solution particiliére en posant y = e** P(x) (P polynoéme quelconque). (3)
s’écrit
aP” + P' (2aa + b) + P (aa® + ba + ¢) = B,(z).
On est dans le premier cas.
C.. Cas ou f(x) = Acosax + Bsinaz;a, A et B dans R.

- i n’est une racine de I’équation caractéristique. On cherche yg sous la forme
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3.4. Dans le cas général,

yg = A’ cosax + B’ sin aux.

- i est une racine de 1’équation caractéristique (nécesserement simple). On cherche ¥,

sous la forme

yo = v (A’ cosax + B'sinax) .

3.4 Dans le cas général,

Pour intégrer 1’équation (3), on applique la méthode de variation des constantes.
Soit y la solution générale de (3) sans le second membre (= y = C1y; + Cays).

Recherche d’une solution particuliére par le méthode de variation des constantes. On pose
y=C1(z)y1 (x) + Oz (2) y2 (x) avec CF (x) y1 + C5 () y2 = 0.
Apres calcul, on trouve

ayy + byg + cyo
= Cy(ayy + by; + cy1) + Cs (ayy + byh + cyo)

(. S/ .

1Oy () ) (2) + O () ()

= f(z).
On aura donc deux équations & deux inconnues
Ci(@)yr (2) + C5 (2) g2 (z) = 0
Ci@y (2) + Cy () gy (2) = fla)

Ce systéme a une et une seule solution car y; et 1y, sont linéairement indépendants.

= C} (z) et Cy ().
Exemple 3.4.1 Intégrer vy’ +y = rsinzx.

Solution 3.4.1 I-y” +y=0= y = Cisinx + Cycos .

Y1 Y2
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3.5. Exercices

(MP+1=0<=r =1iry=—1)

92
C(z)sinz + Cy (z)cosz = 0
Ot (x)cosx — C) (x)sinex = zsinz

<
Ci(z) = jzsinz

{ Ci(z) = wxsin’x

—> (intégration par parties)
Cy(z) = —jwcos2z+ gsin®z+ Cy
Cy(z) = —1(zsin2z+ §cos2z —2?) + Cs
Ya

= Cisinz + Cycosz + Cy (x)sina + Cy (x) cos x

= Sﬂ% (—xcost + %sin2x + Cl) — ot (xsin?x + %cost — 22+ 02)
Cy et Cy dans R.
3.5 Exercices

Exercice 3.5.1 Intégrer les équations suivantes
2

vty =

Yy —ycosx = sin2x
sin zdy = ydx
1-2)y +zy = 2z

Exercice 3.5.2 Intégrer les équations différentielles du second ordre

1—y" —y — 2y =0.

o ) VTt = el
y(0)=y'(0) = 0

y' +6y +10y = —102*+ %

y(0) ==y (0) = 5

Exercice 3.5.3 Résoudre [’équation

41



3.5. Exercices

1

Yy +y = cosuz,
y(0) = 1,
y(©0) = 1

La solution est la fonction y définie sur R par
x .
y(zr) = (5 + 1) sinx + cos .

Exercice 3.5.4 Résoudre [’équation

4y — 12y + 9y = «x,
y(0) = 1
y'(0) = 1

Exercice 3.5.5 Résoudre ’équation

y'(@) + 2/ () + dy(a) = 2°

avec les conditions initiales y(0) = 0 et '(0) = 1.

La solution cherchée est

5V3 1
Yy = %e‘x sin <x\/§> + 2% (x—1).
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Chapitre 4

Fonctions a plusieurs variables

Soit n € N*. On note par R" I’ensemble des suites finies (z1,...,x,) telles que z; € R;
ie{l,...,n}.

R” = {(x1,....,xn) 12, € R, 1 <i < m}.

Le but premier de ce cours est d’étudier la généralisation de la notion de continuité et au
prochain chapitre de dérivabilité aux fonctions de plusieurs variables. Notre section sera
consacré aux fonction f définie sur une partie € généralement ouverte de R3 ou de R? &
valeurs dans R.

Pour simplifier les notations, on se limite dans cette section a des fonctions de deux ou trois
variables. La notion de continuité s’appliquent de méme aux fonctions de trois variables et

plus.

4.1 Distances et normes

4.1.1 Distances sur R"

Définition 4.1.1 Soitn € N*. On appelle distance sur R™, toute application d : R" xR" —

R vérifiants les propriétés suivantes :
1. d(z,y) = 0 ==y

2. d(z,y) = d(y,x)
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).
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4.1. Distances et normes

La derniére propriété est dite "inégalité triangulaire" ou de "convexité".
d(x,y) se lit distance de z a y.
1. d(z,y) = z — y est une distance sur R.

2. Soit

d: R*xR* — RT

1 si z#vy
0 si z=y

(z,9) —

d est une distance sur R", appelée "distance discréte".

Proposition 4.1.1 On a
(a) Pour tout x,y,z dans R", |d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y).

(b) Pour tout xq, ...,y dans R™, d(xy, z,,) < d(zj, zj41).

Proposition 4.1.2 (Distance entre deux parties de R"™). Soient A, B deux parties de

R™ muni d’une distance d. On définit la distance entre A et B par

Définition 4.1.2
D(A,B) =inf{d(z,y) :x € A ety € B}.

Remarque 4.1.1 D n’est pas une distance sur P(R™) bien qu’on parle de distance.

Définition 4.1.3 (Parties bornées, diameétre). On appelle diamétre de A, le nombre

0 (A) =sup{d(z,y):z € Aetyc A}.

Remarque 4.1.2 § (A) > 0 est peut étre égal o +o0o. On dira que qu’une partie A est

bornée, si et seulement si, § (A) < 400.
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4.1. Distances et normes

4.1.2 Normes sur R".

Définition 4.1.4 On appelle norme sur R™, toute application

N: R* — R*
r — N{(x)

telle que VA € R, Vo, y € R”

(a) N () = 0= u2=0
(b) N (\z) = AN (x)
() N(@+y) < N(z)+N(y)

Remarque 4.1.3 Sin =1, N est la valeur absolue |.|. Par la suite on adoptera la notation
||| au liew de N (.) qui se trouve souwvent dans la littérature (livres,...). ||z|| se lit "norme

de x".

Exemples 4.1.1 Soit € R";x = (x4, ..., x,). On pose

lzlly = flzall + - + [l

lelly = /llzal® + . + llza®
ol = sup {llza]l : 1 < < m)

ce sont 3 normes sur R”. La norme ||z||, est appelée norme euclidienne sur R".
R zlly) = 1,
R [lzlly) =

(R, [lzfl) = 17
Vérification de ces normes et justification des notations.

4.1.3 Distance associée & une norme

Définition 4.1.5 On appelle distance associée a une norme ||.||, application

d: R*xR* — RT

(z,y) — d(z,y) = ||z —yl|.
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4.2. Fonctions de R" — R

|z =yl
dz,y) =19 |z —yl,
|z =yl

4.1.4 Suites de R"

Définition 4.1.6 On appelle suite de R™, toute application

N — R”»

m > Ty

qu’on note par (Tpm,),, -

Définition 4.1.7 On dit qu’une suite (z,,) C R™ converge vers x € R™ si

lim ||z, —z| =0(<~= lim z,, = x).
On dira que x est la limite de la suite (z,,) .

Remarque 4.1.4 1l suffit de trouver une seule norme pour qui la suite converge, car elles
sont toutes équivalentes. Donc dans la suite on travaille uniquement avec la norme eucli-

dienne ou avec les normes faciles & manouvrer. La limite est unique.

4.2 Fonctions de R" — R

Définition 4.2.1 On appelle fonction numérique de n variables, toute application
f: R” — R

(X1, ey Tn) > fx1, ., ).
On appelle domaine de définition de f noté Dy, l'ensembledes x € R"™ pour lesquels cette

fonction est définie.

f: R2 — R

(z,y) +— flo,y) =

D = R
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4.2. Fonctions de R" — R

f: R3 — R

(':C7y7 Z) — f(x7y7 Z) = 'Tyz
Dy ={(x,y,2) : x > 0}.
f: R2 — R

(z,y) +— flz,y) =V1- (27 +3?)
Dy ={(z,y) : a® +y* < 1}.
f: R? — R

(r,y) +— f(x,y) = x + arccosy
Dy ={(5,5) :0<y <7},
f: R? — R

(z,y) — flz,y) =I(z+y)
Dy ={(z,y): —y <z}.

4.2.1 Représentation de fonctions a plusieurs variables

La fonction suivante représente la sphére
f: R2? — R

(7,y) — z2=+/1-(2>+¢?)
et
g: R? — R

(z.y) — z=4/(+y?) -3
représente un chateau d’eau.

Remarque 4.2.1 Il n’est pas possible de faire des représentations graphiques des fonctions

de R" — R pour n > 3.

4.2.2 Continuité de fonctions de R" — R

Limite d’une fonction en un point

Définition 4.2.2 Soit f : R® — R une fonction. On dira que f a une limite | quand

T — X St

Ve > 030 >0: ||z — xo|| = | f(z) =] <e.
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4.3. Continuité d’une fonction

Dans ce cas on dira que lim f(z) = 1.

T—T0

Théoréme 4.2.1 Soit f : R® — R une fonction numérique de n variables et xo € R".

Alors

lim f(z)=1<=VY(2,) CR": z, — x0,0na lim f(x,,)=1

T—T0 m—00

4.3 Continuité d’une fonction

Définition 4.3.1 On dira que [ est continue au point xqg € R st

lim f(x) = f(o).

r—>Tg

On dira que [ est continue sur D C R", si elle est continue en tout point de D.

1. Soit f définie par
f: R? — R

Ty

st (n,y) £ (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

(a:,y)h—n>l(070) f(z,y) n’existe pas, donc elle n’est pas continue en (0,0) (continuité dans
toutes les directions).

(z,y) = flo,y) =

(1+$2+Z/2)Sinzz—_lwz si (z,y) # (0,0)
1 si (7,y) = (0,0)

est continue en (0, 0).

2. f(w,y) =

2

G (ny) #(0,0)
0 si (2,9) = (0,0)

n’est pas continue (voir la direction y = z?).

3. f(z,y) =

Proposition 4.3.1 Si f est continue, toutes les applications partielles qui lui sont associées

sont continues.
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4.3. Continuité d’une fonction

Remarque 4.3.1 Attention : la réciproque est fausse en général. On pourra étudier la conti-
f R? — R

Ty

2z St (z,y) # (0,0),
si (z,y)=(0,0).

nuité en 0 de 'application
(z,y) — flzy)=

Coordonnées polaires (dans le plan)
Soit
p: R? — R2
(r,0) — (x,y) = (rcosf,rsinf)
Y

r? = 2% + 9% et tanf = =,
x

r— 0<=|(z,y)|| — 0.

Remarque 4.3.2 Pour déterminer 6, il faut prendre en compte le quadrant ot se trouve le

point M.

Soit M (1/3,1). On se propose de calculer r et #. On commence par 6.
1

tan@zg:—:>9:Z01‘J7T+%. OnchoisitH:%.r:Q.
T

3 6
Coordonnées sphériques (dans 1’espace)

Soit

p: RS — RS
(r,0,8) —— (x,y,2) = (rcosfcosf,rcossinf, rsinf)
r? = 2% + 9%+ 22, tanf = Y et sin 8 = z
T r

r— 0 ||(z,y,2)|| — 0.

O§9§2ﬂet—g<5<g(0<ﬁ<ﬂ).

Soit M (2v/2,2v/2, —3). On se propose de calculer r, 6 et 3. On commence par 6.

3
tanQZyzl:ﬁzz,r:5etsinﬁz——. Onchoisitﬁzz.rzz
x 4 ) 6

Remarque 4.3.3 Coordonnées polaires, sphériques,cylindriques généralisées (¢a dépend des

livres).

Exemple 4.3.1 (Sur la sontinuité)
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4.3. Continuité d’une fonction

L f(z,y) = ) s
si (z,y) =(0,0)

Coordonnées polaires ((z,y) — (0,0) <= r — 0).
T4y

2 Fog) =) @t & @9 F 00
0 si (2,9) = (0,0).

Coordonnées polaires

lim _ Tty
(z,y)—(0,0) (x2+y?)2
rcos 6 sinf

|

= 1m
r—0 r

= cosfsind.

La limite n’existe pas et donc pas de continuité.

2

x§+yy2 si (SL’, y) # (07 O>7
0 si (x,y) =(0,0).

Continue sur R2.

3. flz,y) =

2xy3

(x2+y2)2 si (:L“, y) 7& (0’ 0)7
0 si (z,y)=(0,0).

Voir coordonnées polaires.

4. f(m,y) =

2- y .
résin? si x #0,

0 si (2,y) = (0,y).
Continue sur R2.
6. f(z,y) = @ si- (z,9) # (0,0),
| 0 si (x,y) = (0,0)
7 Fag) =4 mo s @) # 0.0,
| 0 s (my)=(0,0)
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Chapitre 5

Fonctions différentiables de R"" — R

5.1 Dérivées partielles d’une fonction de deux variables

Définition 5.1.1 Soit f une fonction définie dans un voisinage (zo,yo) de R? dans R. Si
les fonctions partielles

x— f(x,90) ety — f(wo,y)

sont dérivables en xq et yy respectivement, leurs dérivées sont sont appelées dérivées

partielles de [ au point (o, yo).

On note
: z, - Zo,
%(wo,yo) = fixo,%0) = ;ch_%of( ?JOx)_ic() 0 yo)’
. f xz ,y — f €T 7y
%(xo,yo)z fo@o,90) = y%o (o y)_yo( 0 0)‘

On va justifier cette notation aprés.

Remarque 5.1.1 D’apreés la définition, il est évidentd utiliser les formules ordinaires des

dérivées dans R pour calculer les dérivées partielles.

L f(z,y) =a¥.

sin —

2. f(z,y)=e <.
3. f(x,y) = e"siny.
. Caleulet £1(1,2,0), £,(1,2,0), £(1,2,0) de f(z,y,2) = In (zy + =)

=~
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5.1. Dérivées partielles d’une fonction de deux variables

S s (ny) £ (0,0),
si (x,y) =1(0,0).

5 f(z,y) =
f2(0,0) = f,(0,0).

Remarque 5.1.2 Les dérivées partielles existent au point (0,0) mais f n’est pas continue

= f(x,0) et f(0,y) sont continues.

Dérivées partielles dans une direction et gradient

Définition 5.1.2 Soit f une fonction définie dans un voisinage (xg,vo) de R?. On pose

1

Si z est dérivable au point 0, on appelle cette dérivée, dérivée de f au point (zo,yo) dans
la direction (h, k) .
1. Donner la dérivée de e” siny au point (0,0) dans la direction de (h, k).
On pose z(t) = e sin tk puis on calcule la dérivée.

2. Soit

f (I, y) _ 2492 S? (.I‘, y) 7é (07 0)7
0 si (z,y)=(0,0).

Donner sa dérivée au point (0,0) dans la direction de (h, k).

Définition 5.1.3 Le vecteur gradfy, ) = (f;(:tg,yo), f;(x07y0)) est appelé gradient de f

au point (o, Yo)-

% . . . .
grad f(zeye) : R? — R est une application linéaire.

Le lien entre la dérivée dans une direction et le gradient est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 5.1.1 Soit f une fonction de deux variables & valeurs dans R, admettant des

dérivées partielles fl et f;’. La dérivée de f dans la direction (h, k) = Pt /1) grad fizgye)-
Exercice 5.1.1 Soit f(z,y) = 2?y.

1. Donner la dérivée de f au point (1,1) dans la direction de (—1,2).
—_—
2. gradf,(1,1).

R
3. PI'/(_LQ) gT‘CLdf(Ll).
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5.1. Dérivées partielles d’une fonction de deux variables

5.1.1 Dérivées secondes

Soit (z9,%0) € R? et f une fonction admettant des dérivées partielles au voisinage de

(Ioa yo)-
V@owo) — R
(2.9) fa(z,y)
fi(z,y)

Supposons que f; et f, admettent eux aussi des dérivées partielles au point (zo, yo). On

peut définir alors quatre dérivées partielles

2 2

fre(0,90) = f12(z0,90) = gm’;(ﬂﬁo,yo) [y (o, Y0) = a‘z,gm(%,yo) foe(T0, y0) = aigy($07y0)
et fy, (0, v0) = f,2(20,0) = - f(xo Yo)-

Ces dérivées partielles s’appellent dérivées partielles secondes.

0? 0?
1. f(z,y)=2aY, x>0. 8y8fx = 6’m8fy'
2. Soit f: R? — R telle que
S () # (0,0)
flzy) = o
0 si (z,y)=(0,0).
Les dérivées partielles premiéres sont continues partout sauf au point (0, 0).
aajaf (0,0) = —1 mais 8828]” (0,0) = 1.

Théoréme 5.1.2 (Schwarz). Soit f une fonction de deux variables & valeurs dans R, ad-

"

! . . .
vy €t [ dans un voisinage de (ro,yo) de R? continues en

mettant des dérivées partielles

(x0,Y0). Alors
T (2, 0) = 2L (0, 10)
D20y Zo, Yo Dy Zo,Yo0)-

Preuve. Admis. =

5.1.2 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Par récurrence, on définit les dérivées partielles d’order 3,4, ..., n
Soit f une fonction de deux variables dans R. Supposons que f admet des dérivées partielles
secondes dans un voisinage de (g, yo) de R?. Si ces derni¢res admettent des dérivées partielles

(qui seront nommées dérivées patielles d’ordre) on les note par :
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5.2. Différentielle d’une fonction de R? dans R

fl// " " " " " " "
a3y Ja2yr Jya?r Jayxr Jay?r Sy Sy Jyzy

Si les dérivées partielles sont continues au Vg, 4,) on a

n o __ n "
f 2y T 2 7 Joyx P . . , N s 2

R Y généralisation du théoréme précédent.
f/// _ f/// _ "

xzy? T Jyte T Jyay

Il y a donc a considérer que

" " " "
37 Jyx2s f$y27 fy?r'

5.2 Différentielle d’une fonction de R? dans R

Définition 5.2.1 Soit f une fonction définie dans un V., dans R. On dira que f est

différentiable au point (xq,yo) si les dérivées partielles existent au point (xo,yo) et si

me (f (2o + hoyo + k) = F(zo.50) — (k) (£2. £)) = 0.

Dans ce cas la différentielle de f au point (xg, o) sera notée par

df (z0,y0) = f1(%0, Yo)dz + f, (20, y0)dy.

df(5007y0) : R? — R
(h,k) +— (f;(iﬁo, %), f{/(xo,yo)) (h, k)
1. f différentielle = f continue.

2. La différentielle est unique.

3. Soit

flay) =3 77 7
0 si (z,y) =(0,0).

a. f est continue sur R2.
b. £2(0,0) et f,(0,0) existent en mais non continues en (0, 0).
c. f n’est pas différentiable en (0,0).

4. Soit

2. y .
résin? si x #0,

f m? =
(=.9) 0 si (z,y) = (0,y).

54



5.2. Différentielle d’une fonction de R? dans R

a. [ est continue sur R? (|f (z,y) — f(0,0)] < z?).
b. f1(0,0) existe et continue sur R%en mais et f, n’est pas continue en (0, yo) si yo # 0.

c. [ différentiable en (0, yo) = dans R.
5. Calculer I'accroissement totale de f (x,y) = zy au point (2.3) si Az = 0.1 et Ay = 0.2.

Remarque sur les deux premiers exemples.

Théoréme 5.2.1 Supposons que les dérivées partielles existent et sont continues dans un

Vizowo)- Alors, [ est différentiable au point (xo,yo)-

Définition 5.2.2 Dans ce cas f est dite continuement différentiable en (xq,yo) = (de classe

ch.

Proposition 5.2.1 Soit f et g deux fonctions différentiables. Alors
d(af+g) = adf +dg,

d(fg) = gdf + fdg,
J <l> __d
f [

Définition 5.2.3 L’expression df = P(x,y)dx + Q(x,y)dy est la différentielle totale
0P 0Q

exacte d’une fonction f(x,y) si — =

oy  Ox’
Soit I'expression (3z2%y — 2y?) dx + (2® — 4wy + —y?) dy. Vérifier que qu’elle est une différen-
tielle totale exacte puis calculer f.

Un apercu sur la différentiation des fonctions composées.

R? —s R? — R
(T7S) — (Jf,y):(g<7’,8),h(7‘,8) — f(x,y)
of _ 0for  0foy

or Oz or Oyor

of _ ofor  0foy

ds  O0x0s Oyos

R? — R2 — R

(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf) +—— f(x,y) = xy?

)



5.3. Fonctions différentiables de RP? dans RP

5.3 Fonctions différentiables de R? dans R”

5.3.1 Introduction

Soit f :]a,b[ — R une fonction réelle. Si f est dérivable au point z, on a

f'(z) = lim

h—0

flz+h) - f(z)
- :

Sous cette forme on ne peut la généraliser pour les fonctions de R™ dans R”, car ladivision

par un vecteur n’est pas définie. En transansformant (1), on aura

- fleth)—f(x)—hf'(x)
hlino h =0

f'(x) est une application linéaire de
R — R
h +—  f(z)h

et sous cette forme on peut généraliser la définition aux fonctions de R™ dans RP.

Définition 5.3.1 Soit U un ouvert de R™ et f : U — RP une application. On dira que f
est différentiable au point x de U, s’il existe une application linéaire L, : R" — RP telle

que

o S+ R) = f(@) = L

= 0.
h—0 |51

On note L, par df,.
Cette définition est équivalente a celle ci. Considérons
fu — R?
r=(21,...,z) — f(x1,.2,) =(fi(z),.., f ()
Supposons que les dérivées partielles de fi, ..., f, existent au point x. On dira que f est

différentiable au point x si

1 -
i e G+ B) = (@) = 0] = 0

ou
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5.3. Fonctions différentiables de RP? dans RP

o oK ... Oh
o1 O0x2 Oy
8 Of2 .. Of
o1 0z Oy,
8x1 81’2 8$n

est appelée la matrice "jacobienne" de f au point x. On note par df,h = Jh qui est une

application linéaire de R" dans RP.
f: R2 —s R?

T e — st
). f: R3 — R?

(x,y,2) +— (zeY,ze")
] f: R? — R3

(maya Z) = (SinL‘y,fL‘Z7Z’)

Théoréme 5.3.1 (Des fonctions composées) Soient U,V deux ouverts respectivement de
R™ et de RP. Soit f : U — RP et f :V — R™ deux applications. Soit x € U tel que
f(x) € V. Si f est différentiable au point x et g est différentiable au point f(x), alors
d(g© f) = dg(s@))-dfe-

f: R? —s R2 g: R? — R?
= (z,y) +— (x,x—i-y)’ = (u,v) — (e, uv,v)
e’ 0 e’ 0
1 0
Af @) = - 9wy = v u |49ty =| x+y = |,
1 1 0 1
e’ 0
A9y ey = | 20+y
1 1
e’ 0
(go f)(z,y)=(e"z(x+y),(x+y),dgo flay = | 20+y =
1 1

Applications aux changement de coordonnées, polaires, sphériques et cylindriques.
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5.3. Fonctions différentiables de RP? dans RP

1- Polaires
R2 — R2 — RR?

1) — (0y) —

2- Sphériques
10, +00 x [0,27] x [0,7] — R3 R
(r,6,0) —— ((rsinBcosf,rsinfBsinf, rcosf)) — axy?

10,00[ % [0,27[ x [0,7] > R3

(r,0,p) —  (x,y,2) = (rcos [ cosf,rcossind,rsinj3)
3- Cylindriques

10, +00[ x [0,271] x R — RR3 — R?

(r,0,2) — (rcosf,rsinf,z) —— xy?

10,00[ x [0,27[ x R - R3

(r,0,2) —  (z,y,2) = (rcosf,rsinb, z)

5.3.2 Exercices

Exercice 5.3.1 Calculer les dérivées partielles premiéres des fonctions suivantes.

22 — y?

flosy) = 7, ola,y) = arctan (5) , h(r,y) = I (sin (x + ), e(w,y) = arctan | 5=,

En déduire df, dg, dh, de.

. ! ! " " " " \ _ 3
Exercice 5.3.2 Chercher f, f,, [z 2y foys fon o0 f(z,y) = z°y.

Exercice 5.3.3 Calculer £} (0,0), f,, (0,0), f,2(0,0) ot f(x,y) = (1 + )" (1 +y)".

Exercice 5.3.4 Soit

f: R2 — R
22— 2

(l’,y) . xy[E?——l-QQ 51 (x,y) 7é (070) )

0 st (z,y) = (0,0).
Exercice 5.3.5 Calculer O°f (0,0) O°f (0,0) (qu’est-ce que vous remarquez) ¢
e Oxdy 7 Oydx 1 1 1 '

Exercice 5.3.6 Soit
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5.3. Fonctions différentiables de RP? dans RP

f: R? — R
ry
(z,y) — ¢ *TY
0 s T =—Y

stor#E —y

1— Trouver df .
2— FEtudier la continuité au point (r, —x).

3— Est-ce que f, et f, sont continues au point (v, —x).

2 _ 2
Exercice 5.3.7 Calculer df avec f(z,y) = arcsin S
r? + y?

Exercice 5.3.8 Trouver gradf(z,y) et gradg(z,y) avee f(z,y) = x—y+(zy)® et g(z,y) =

2 — 2.

Exercice 5.3.9 Soit f(z,y) = z(2® +y?> — 1), (z,y) € R
1— Calculer V f(z,y) et déterminer l’ensemble des points ot ce gradient s’annule.

2— df (x,y) désignant la différentielle de [ en (x,y), donner l’expression de df (x,y)(h, k).
Exercice 5.3.10 Montrer que
(322%y — 2y?) dx + (23 — day + 6y°) dy
Exercice 5.3.11 est une différentielle totale exacte d’une fonction f qu’on déterminera.
Exercice 5.3.12 S

a_f(ayb) — im fla+th,b+tk) — f(a,b) 1

oU —) t N

af

—— (a,b) est la dérivée de f au point (a,b) suivant le vecteur U = (h, k).

ou

1— Calculer % (1,2) ou f(x,y) =2y — 23 —y3 et U = (4,3).

2— Calculer la dérivée de f(x,y) = In(z? + y*) au point (1,1) suivant la premiére bis-
sectrice (x > 0).

3— Montrer que
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5.3. Fonctions différentiables de RP? dans RP

Pry v £(1,2) = g_[%u,g)
Priq V(L1 = 6(96{33) (1,1)
ot Vf =grad(f).
4— Vérifier que
g—(]; (a,b) = % (a,b) cos a + g—‘;j (a,b)sin 8

ou « et B sont les angles compris entre U et les directions positives ox et oy respectivements

(on pourra en déduire ceci de la premiére définition).

Exercice 5.3.13 Soit la fonction
(222 +y)’In (%>
o= T
VvVt +y?+ 22

1— Calculer dr,ds,dt ot r = /22 +1y2+ 22, s=x?2+y et t = vz
T
2— Ecrire dp en fonction de dr,ds et dt puis en déduire ¢, ¢, ¢’

Exercice 5.3.14 Soient les fonctions

f: R? — R g: R? — R?

(z,y) = sin(2? —y?) (z,y) +— (v+y,2—y)

1— Calculer I, et h) avec h = f o g et en déduire dh (v,y).

2— Donner les matrices jacobiennes des fonctions f, g et f o g. Que remarquez-vous ¢

Exercice 5.3.15 Donner les matrices jacobienne et df, dg et d(f o g) ou

f: R3 —s R? g: R? — R

(w,0,w) —  (u® +v? www) (2,y) — (z+y, (zy)° ny)
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Chapitre 6

Intégrales multiples

Nous commencons par les intégrales doubles, qui seront traitées d’une maniére proche de la
science physique. Une fois le mécanisme assimilé, les intégrales triples et plus deviendront
une simple affaire d’imagination et d’intuition. Nous essayerone de vous faire familiariser
mathématiquement avec ces notions qui sont d’un intérét capital dans la deuxiéme année.

Deux théorémes fondamentaux 'une de Fubini simple & retenir mais esentiel pour calculer
n’importe quelle intégrale, 'autre du changement de variables qui demande des raisonne-
ments rigoureux et pénibles & la fois. Mais une fois 1'idée générale assimilée, les exercices

feront le principale,i.e., vous entraineront a bien comprendre cette notion.

6.1 Définitions

Définition 6.1.1 On appelle pavé tout rectangle P du plan R? dont les cotés sont paralléles

auxr ares.

— P =a,b] X [c,d].
On note par S(P) = (b—a)(d — ¢) qui est > 0.

Remarque 6.1.1 La surface d’un segment est nulle, comme dans R la longueur d’un point

est nulle (évidemment la surface d’un point est nulle).

Définition 6.1.2 Un ensemble P est dit pavable s’il est réunion disjointe d’un nombre fini

de pavés.
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6.1. Définitions

—= P=][Pavec PNP =2, Vi#]j

i=1

Et par conséquent S(P) = Z S(F;).
i=1
Définition 6.1.3 Une partie de R? est bornée si on peut l'inclure dans un pavé.
D CR? bornée <= 3P (pavé) CR*: D C P.

Définition 6.1.4 Soit D C R? un ensemble borné. On dira que D est quarrable s’ils existent

deuz suites (D,,) et (D.) pavables tel que :

Vn, D.CDC Dyet lim (S(D,)— S(D,)) = 0.

Dans ce cas on pose

S(D) = lim S(D,)= lim S(D)).

Exemple 6.1.1 Toute surface limitée par une coube fermée continue ou continue par mor-

ceauz est quarrable (voir exercices).

Remarque 6.1.2 Soient D et D' deux ensembles quarrables (ou ont des surfaces). Si D et
D’ sont disjoints, alors S(DUD') = S(D)+S(D’) (= que si (D,,) est une suite de parties
quarrables 2 a 2 disjointes, alors S (H D,) = ZS(DR). Comme conséquence directe, si

D' € D alors S(DND') = S(D) — S(D') et S(D') < S(D).
Remarque 6.1.3 Cette propriété nécessite un commentaire, la démonstration est simple.
D et D' ont des surfaces => D\ D' a une surface. Mais si D et D' sont qurrables # D\.D'
est quarrable comme le montre l’exemple suivant :

D=10,1) et D' = {(z,y) : (z,y) € QN [0,1]2}.
La partie DN\D' n’est pas quarrable car on me pourra jamais y mettre un pavé.
Les parties de ce genre sont rares et on les rencontre presque jamais en pratique et par

conséquent on s’interesse qu’aux parties qurrables par la suite.

quarrable =—> a une surface

quarrable < a une surface
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6.2. Intégrales de Riemann d’une fonction réelle définie sur une partie quarrable

6.2 Intégrales de Riemann d’une fonction réelle définie
sur une partie quarrable

Soit D C R? une partie quarrable et f : D — R une application réelle.
3(D,,) pavables: S(D,) — S(D),

n—s--+oo

D est quarrable —- mn
avec D,, = HP[L et sup S(P') — 0 .

i1 1<i<my, n—+oo
S(pP') = (a?ﬂ - a?) (b?-s-l - b?) .

Soit (z},y!") un point quelconque de P!

Définition 6.2.1 On dira que [ est intégrable au sens de Riemann sur D si

lim Zf(xl",yf)S(PZ”) existe. (6.2.1)
i=1

n—-4+oo <

Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur D, le nombre qu’on note par / / f(z,y)dzdy
D
ou / f(z,y)dzdy
D

Remarque 6.2.1 - Cette définition ne dépend pas de D,, ni des points (zI',yr).

- On lappelle aussi intégrale double et représente un volume.

- On constate que cette théorie est identique o celle de lintégrale simple (i.e., de Rie-
mann d’une fonction d’une variable réelle); Elles se différencient uniquement en notation
et dessins qui sont lourds.

- Les 1intégrales triples qu’on wverra plus loins, seront simples st on assimile bien les

intégrales doubles.

6.3 Propriétés des intégrales doubles

Théoréme 6.3.1 Soit D C R? une partie quarrable fermée et f : D — R une application

continue. Alors, f est intégrable au sens de Riemann sur D.

Preuve. Soit (D,,) une suite pavable telle que

S(D,) — S(D), D, =]]Pret sup S(P) —0 .

n—--4oo i—1 1<i<my, n—--+o0o

63



6.3. Propriétés des intégrales doubles

Soit
M =sup{f(z,y): (z,y) € P}
et

mi = nf {f(z,y) : (x,y) € F'}.
Si lim Z(MZ" —m?)S(P") = 0, alors f est intégrable sur D. L’application f est continue

n—---+o00
i=1

sur un pavé fermé = f uniformément continue sur ce pavé. Donc

Ve>0 36 >0:V(x,y),(@,y)eP |(z,y)— (2, 9)|] <o = |f(z,y) — f(2',y)] <

sup S(P") — 0 = dng:VYn>ng S(P") <6
= M!—-—m}<eet S(D,) <S(D)+e

par conséquent Vn > ng
n n

S-S <3 es(ry)
< ES(Dn)
< €(S(D)+e) =¢.

D’ou la démonstration. =

Remarque 6.3.1 Méme si [ est continue par morceauz (i.e., discontinue en un nombre

fini de points) le théoréme reste vrai.

Proposition 6.3.1 1- Soit D et D’ deux ensembles quarrables disjoints. Alors

f(z,y)dzdy —/ fla,y)dedy + | f(z,y)dady.
DUD! D D
2- Soit f 1 D — R une application continue. On pose

M =supf(z,y) et m = inf f(z,y).
D D

Alors, mS(D) < | f(z,y)dzdy < MS(D).
D//
3- Soit D un ensemble quarrable. On note par

R(D) = {f, Riemann intégrable sur D}.
Alors, R(D) est un espace vectoriel de plus L’application ¢ : R(D) — R
¢: R(D) — R

/ — o(f)= [ f(z,y)dzdy
Dl/
est linéaire et croissante.
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6.4. Calcul des intégrales doubles

4- Si f,g sont intégrables sur D, alors sup{f, g} etinf{f, g} le sont aussi sur D (= |f|
est intégrable et d’aprés 3 / f(x,y)dxdy‘ < / |f(z,y)| dzdy.
DN D//
5- Inégalité de Cauchy-Schwarz (C-S) : si f et g sont Riemann intégrables sur D quar-

rable, alors fg l’est aussi. De plus

(| fgdzdy)® < f2(ﬂf,y)dwdy/ 9*(z, y)dzdy.

D// DII 17

Preuve. Par example pour I'inéglité de Schwarz

[ Fodady = T 37 (f9) (ato)S(P)
=1

[ fodedy =t > ()l )S(P)
=1

(Inégalité de C-S pour les sommes finies)

1
2

n—---+o00

< lim (Z P27,y S(Pr) Y g (a7, ?J?)S(Pi"))
i=1 i=1

< ( D”f2(fc,y)dwdy)2 (/ ,,92($,y)dfﬂdy)2.

D’ou l'inégalité. m

6.4 Calcul des intégrales doubles

Théoréme 6.4.1 (A admettre malgré sa simplicité).

Soit f : P = [a,b] X [¢,d] — R une fonction R-intégrable sur P. On suppose que les
fonctions
v flzy) . oz [Cf(zy)dy,

y— fla,y) et yr— [/ f,y)dn
Théoréme 6.4.2 sont R-intégrables. Alors,
[pf (@ y)dady = [} (fcdf(w,y)dy> dr = [ (fff(x,y)dx> dy.

Remarque 6.4.1 1- Le théoréme de Fubini est trés important pour calculer une intégrale
double sur un pavé. Il lie les intégrales doubles aux intégrales simples. De plus, [’ordre n’in-

tervient pas.
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6.4. Calcul des intégrales doubles

2- Si [ est continue ou continues par morceauz les quatres suppositions sont vraies. En

général, on s’intéresse qu’a ces fonctions.

Corollaire 6.4.1 Soit D = {(z,y):a <z <betg(r) <y <h(z)} (9,h continues = D

quarrable). Alors,

Jpf(x,y)drdy = [} <f;zg)f (2, y)dy> dx
deés que le terme de droite a un sens.

Preuve. On pose ¢ = I[mbrfg(x) et d = I[Il%]xh(x) ce qui donne [g(x), h(z)] C [e,d] pour

fle,y) st (x,y) €D,

tout = dans [a, b]. On prend P = [a,b] X [c,d] et F(x,y) =
0 si (z,y) € PN\D.

puis on applique le théoréeme de Fubini. m

Remarque 6.4.2 1- Si f est continue ou continue par morceauzsur D, le terme de droite
a un sens.
2- Meéme raisonnement si

D={(z,y):c<y<detgly) <z<h(y), g et h continues} .

Exemple 6.4.1 Calculer f[o j2e” Vdudy.

Soit D ={(x,y):y=2* v=2etx=1}.

Solution 6.4.1 (i). Représenter D.

(ii). Calculer [, (z + y) dxdy.
(1) On a d’apres le théoreme de Fubini
f[oyl]ze”yd:cdy = f[oyl]d:cf[oﬂe”yd:cdy
= f[oyl]dxfm’uexeydxdy
= f[071]exdxf[07%]eydxdy
( f[o’l]exd:v>

= (e—1)2.

Exemple 6.4.2 2- D ={(z,y): 1 <x<2etg(z)=1<y<z*=h(x)}.
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6.5. Théorémes de changements de variables

Solution 6.4.2 En appliquant le corollaire précédent o f sur D, on aura
Q?2
Jpf(zy)dedy = [ ydzf" (z+y)dy

2 a?
= f[1,2] [acy—i— %L dx

= fuy(Prg -

9 2

_ CC4 ac5 x x
- [4+10 2 2

97
20

1

6.5 Théorémes de changements de variables

6.5.1 Rappels sur le produit vectoriel de deux vecteurs de R?

Commencons par la définition géomeétrique.

Définition 6.5.1 Le produit vectoriel de deuz vecteurs u et v de R? pris dans cet ordre est
le vecteur w déterminé de la maniére swivante.

- Sa direction est L au plan formé par u et v.

- Son sens est tel que le sens de rotation autour de v ramenant u vers v, soit le sens
direct de l’espace (sens du tir bouchon).

- Son module est l’aire du parallélogramme construit sur u et v.

Notation 6.5.1 Le produit vectoriel (ou extérieur de u par v sera noté par w A v qui se lit

u vectoriel u (ou u extérieur v).

Les propriétés suivantes sont sont simples & vérifier.

- llu Aol = Jull f[v]| sin 6.

-lunv||=0<=ullv (uAu=0etuAN0O=0Au=0).
- u A v = —v A u (antisymmeétrie).
-a(uAv)=auNv=uAav, VYaecR.

- Le produit vectoriel est distributive par rapport a ’addition.
wA(u+v) =wAu+wAwv.
On peut voir la démonstration géométrique dans la littérature.

Maintenant nous allons déduire la forme analytique de la forme géométrique. Soient
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6.5. Théorémes de changements de variables

u=uxe; +yes +ze3, v==1re +1ye+ 2e;s.

UNUV = zeg ANv+yes ANv+zes Av
= (zy'es —x2'es) + (—yr'es + yz'ey) + (z2'ey — zy/eq)

€ € €3

6.5.2 Différentielle d’une application linéaire

Soit ¢ : R? — R? une application linéaire.
p(r,y) = p(zer +yer)
= zp(e1) +yp(e)
dp — dp

do(z,y) = 2ot 3"

= zp(er) +yp(e)
= (=)
= que la différentielle de ¢ est elle méme.

Exemple 6.5.1 Soit ¢ : R? — R? telle que
e (r,y) = (x+y,2—y) = (o1 (2,9), 0 (7,9)) -

Solution 6.5.1 On pourra vérifier facilement que p est linéaire. Calculons la différentielle.

p(r,y) = J,(x,y) (=jacobien de )

dp,  dey

_ dr dy x
dp,  dp, y
de  dy

B 1 1 T
1 -1 Y

B r+y
y—y
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6.5. Théorémes de changements de variables

6.5.3 Transformation d’un pavé P de R par une application li-

néaire bijective ¢ : R? — R?

On a p(e;) et p(er) € R? = p(e;) = aje; + azey et p(ey) = Be1 + [yes. Donc

© (aer) = aage; + aases et ¢ (Bey) = BB e1 + B5,es.

Remarque 6.5.1 1- ¢ transforme un pavé en un parallélogramme (dilatation) aui est quar-

rable.

2- (Cette transformation modifie la surface.

Exprimant S(¢ (P)) en fonction de S(P).
Sle(P) = llaw(e) A B (e

= [abllle(er) Ap(e)ll

— [aB] l1Bs — asfy
— JaB|[det

= S(P)|det J,].
En général si D est quarrable ¢ (D) est pavable et S(¢ (D)) = S(D) |det J,| pour tout

¢ linéaire et bijective. En effet, on sait que par définition ils existent deux suites (D,,) et

(D!) pavables telles que D!, C D C D,,. Donc ¢ (D)) C ¢ (D) C ¢ (D)

—

—

I

I

M

s
Il
-

I

—

m/

o| 11 A

i=1

._H; ¢ (B))

s (ﬁ ¢ <P;:'>)

S (e (P))

3
S

> |det Jo| S (F))
i=1

|det J,| S (D7)

C

C

C

<

<

<

¢ (D)

S (¢ (D))
S (¢ (D))

C

C

IN

IN

<

o(f17)

nI;Il ¢ (P})
s (o)

Mn

> 5 (o (P)
> [det J,| S (P})

|det J,| S (D,)

et par conséquent S (¢ (D)) = |det J,| S (D).

Remarque 6.5.2 Si ¢ est affine bijective (i.e., dilatation + translation) les résultats restent

les mémes. En effet, o = @ + (%0, y0) implique
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6.5. Théorémes de changements de variables

S(p(D)) = Spi(D)+ (20, %))
= S (D))
= |det J, |S (D
= |det J,|S (D)

Théoréme 6.5.1 (Changement de variables par une application bijective)
Soient D C R? un ensemble quarrable, f : D — R une fonction intégrable sur D et
© : R? — R? une application linéaire bijective. Alors

01 (D) est quarrable et f o ¢ est intégrable sur ¢~ (D). De plus
[Iof xydxdy—ff fogouv)|detj|dudv

(D)
N
R> <, R? IR

(w,0)  — o) =(z,y) — flz,9)
Calculer [[, (2* —y?) cos zydzdy

avec

D={(z,y):0<z+y<4, zy>letz<y}.

R? _?, R2 J, R
Solution 6.5.2 €T U — v
(u,v) +— = — f(2,y)
Y u+v

ffo(x,y)dxdy:ff@,l(D)fogp|detJ¢|.

Calcul de ¢! (D).

0<z4+y<4 <= 0<u<?2.

xy > 1 = uw—v2>1 — v’<u?P-letu>1.
r <y <— utv>u—v <<= wv>0.

Ceci implique que 1 <u <2et 0 < v < Vu? — 1.

1 -1
e ' (D) ={(u,v):1<u<2et0<v<Vu2—1}, J, = et det J, = 2.
1 1
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6.5. Théorémes de changements de variables

S 4uv cos (u? — v?) 2dudv
= 4! ud fo — 20 cos (u? — v?) 2dudv (Fubini)
= 4f1 udu [sin (u? — UZ)]S/m
= 4f12 (usin1 — usinu?) du

= 6sinl+2cos4 — 2cos 1.

Théoréme 6.5.2 (Cas général). Soit D un ensemble quarrable C V uovert de R? et f une
fonction intégragle sur D. Soit U un ouvert de R? et ¢ : U — V un difféomorphisme (i.e.,
© bijective et de classe Ct <= ¢! bijective et de classe C* <= ¢ bijective et det J, # 0).

Alors, o= (D) est quarrable et f o est intégrable sur D. De plus, on a l’égalité
[fof xydxdy—ff \J o p(u,v) |det J,| dudv.

Exemple 6.5.2 Calculer [[, /2% + y?dxdy ou D = {(z,y) : 1 < 2® +y* < 9}.

Solution 6.5.3 On utilise le changement de variables en coordonnées polaires.
D'= )2,3[x[0,2r] = D
x rcos 6

(r,0) — @ (r,0) = = .
Y rsin 6

Il est clair que ¢ est une bijection de D’ sur D.

cos) —rsinf
det J, = =7
sin @ r cosf

ff(p*l(D *D’f o QD(U U) |det J<p| dudv
sy f 0 0(r,0) |det J, | drd6

= ffD/ 2d7“d9

= fo%dﬁf;’rzdr

38
37'('.

Exemples 6.5.3 Calculer [[ e~ (*+y )dxdy

ou

D={(z,y): x>0, y>0eta?+y?<1}.

Sdmmn&540<r<1d0<9<g.
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6.6. Intégrales triples

(22442 Tl 2 ™

[/re (e*+y )dxdy = [ [,re " drdd = %"
Trouver I = [[, (z* + y*) dedy ou D = {(z,y) : i—i + z—j < 1} .
on pose = = au et y = bv, donc det J, = ab. ¢ (D) = {(u,v) : u> + v* < 1}.
I= ‘a’b‘ ffgo—l(D):cercle de rayon 1 (a2u2 + b2U2) dudv.
On fait un autre changement de variables en coordonnées polaires.
O<r<let0<6<2m.
T = lab Tpr2m 3¢ 2 29 b2-29 dod _]ab|7r 2 b2

= lab| [, [ r* (a® cos® § + b*sin® 0) T—T(a—i— ).
On pourra faire un seul changement de variables appelé changement de variables en

coordonnées elleptiques.

T ar cos 6
@ (r,0) = = = det J, = abr.
Yy br sin 6

Comme vous auriez pu constater que parfois dans certains exercices (exemples) on peut
appliquer facilement le théoréme de Fubini mais la fonction réelle n’admet pas de primitives

simples et & ce moment 1a le théoréme de changement de variables est nécéssiare.

6.6 Intégrales triples

Ayant défini dans R3 la notion de pavé, pavable et quarrable; on pourra définir d'une
maniére analogue la notion d’intégrale de Riemann dans I’espace (pavé = rectangle dans

R? pavé = parallélipipede dans R3).

Définition 6.6.1 Soit f : V — R une fonction d’un quarrable borné de R® dans R. Si

lim Z flal, yl, zMvol(V™), existe on dira que f est Riemann intégrable sur V' et on la

n—r--+400 £

wtear Jy o [[] 1

Vo = H Vit vol(Vi,) — wol(V), (27, y7', 21') un point quelconque de V" et supvol (V") —
i=1

(3
K3

0 quand n —s o0.
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6.7. Calcul des intégrales triples

6.7 Calcul des intégrales triples

6.7.1 Formule de Fubini

1. Soit V = {(z,y,2) : (z,y) € D quarrable dans R? et g(z,y) < z < h(z,y)}. Alors, si

f est R-intégrable sur V' on aura

///f //dxdy/w) (5,9, 2)dz. Fic (1)

) Sif est comme dans la F1G (2) on aura

///f /dz/szxy, 2)dady.

Cas particulier : si V' = [a, b] X [¢, d] X [e, f] un pavé, c’est comme dans les intégrales doubles.
Remarque 6.7.1 La formule de Fubini exprime le lien entre intégrales doubles et triples.

Exemples 6.7.1 Soit V ={(z,y,2) eR*:0<2x<1,0<y<zet0<z<uay}.

Calculez /// xyzdrdydz.
1%

Solution 6.7.1 En appliquant la formule de Fubini (i), on trouve

xy
/// xyzdrdydz = // dxdy/ ryzdz
% D 0

ou D={(r,y) eR*:0<z<1,0<y<z}.

/xyzdxdydz = %// (zy)® dady

v D
1 T
= %fo dxfo (359)3 dy
6—14.

Exemple 6.7.2 Soit V ={(z,y,2) eR*:0<2,0<y,0<y et x®+y*+ 2% <1}.
Solution 6.7.2 Calculez [, f, ot f =z (y + z).

fvf = fdsz x (y + 2) dxdy

= fo dzfc,*(o, T (y + 2) dzdy
Puis on fait un chagement de variables en coordonnées polaires.

73



6.7. Calcul des intégrales triples

6.7.2 Changement de variables

Théoréme 6.7.1 (Admis). Soit Uy et Uy deux ouverts de R? et ¢ un difféomrphisme de Uy
dans Uy. Soit V. C Uy quarrable. Alors o=t (V') est quarrable. De plus

fvf = ff(pfl(v)f o p(u,v,w) |det J,| dudvdw.

Exemple 6.7.3 (Coordonnées cylindriques)

10,00[ x [0,27[ x R - R3

(r,6,2) —  (z,y,2) = (rcosf,rsinb, z)
det J, = rdrdfdz.

Exemple 6.7.4 (Coordonnées sphériques)

10,00 x [0,27] x [0,7] = R3

(r,0,05) — (z,y,2) = (rcosfcosf,rcos[Fsinf,rsinj3)
det J, = r?sin Bdrdfdp.
Calculer f{:p2+y2+z2§4} sin (22 + y? + ,22)g dxdydz.
On fait un changement de variables en coordonnées sphériques.
0<r<2 0<60<2mr, 0<pB<m.
[r = Jy 02Wf027"2 sin 3 sin Sdrdfd;3
= 2m [4 cos r3]§ [cos B]g 2
= 4 [1 — écos8] .
Soit V = {(z,y,2) e R3:0 < 2z < 1eta?+y?<2?}.
Calculet Vol(V).
En coordonnées cylindriques Vol(V) = fol I 027r7“d7"d9dz =2

6.7.3 Exercices

Exercice 6.7.1 Soit D un domaine dans R? limité par les courbes x = y*/4 et y = 2x.
1— Déterminer les points d’intersection de ces deux courbes.
2— Dessiner le domaine D.

3— Calculer l’aire de D.
4— Calculer Uintégrale double

74



6.7. Calcul des intégrales triples

[[o(y — z)dzdy.

Exercice 6.7.2 Pour chacun des domaines suivants, calculer l’intégrale double

I, = ffDinydxdy.

1— D est le triangle : (0,0), (1,0), (0,1). Sol. 1/60.
2— D, est le triangle : (0,1), (0,—1), (1,0). Sol. 97/60.
3— Ds est le demi disque y > 0 et 2% +y* < 1.

4— Dy est le disque de centre (0,1) et de rayon 2.

Exercice 6.7.3 Soit D le triangle : (0,1), (1,2), (2,4). Calculer

ffDxdxdy.

Exercice 6.7.4 Soit a > 0. Montrer que

Jo (U £, y)dy) dz = [} (ffxydzv)dy

Exercice 6.7.5 Soit D le disque de centre O et de rayon a. Calculer

Jo

—d dy.
a? + x% 4+ y? e
(Sol. mIn2).

Exercice 6.7.6 Soit D le domaine défini par les inégalités

0<z<1, 0<y<letz?+y>>1.

Représenter D puis calculer

I = ffD (xz + y2) dxdy.

(Sol. % — %W, découper Uintégrale sur le disque et le carré).
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6.7. Calcul des intégrales triples

Exercice 6.7.7 Représenter et calculer l’aire du domaine

D:{(x;y)E(Ri)Qzlg <2, 3§:ry§5}.

(On pourra utiliser le changement de variable u =

Y
x
Yy _
= et v =2xy. Sol. In2).
x

Exercice 6.7.8 FEn utilisant les coordonnées cylindriques, calculer

fffD(5 — V22 + y?)dedydz

ott D est le domaine de R® borné par le paraboloide z = 25 — 2% — y? et le plan z = 9.

Exercice 6.7.9 Soit le demi disque ouvert

D:{(x,y)€R21x>1,(1‘—1)2+y2<1}.

1— Calculer les intégrales doubles

[[pdwdy et [, (z—1)dedy.

2— On pose U = R?\ {(0;0)} et on considére l’application ¢ : U — U définie par
o(z,y) = (22 +y?*) "Mz, —y). Vérifier que oo p = Id. En déduire que ¢ est une bijection de
U sur U. (on pose (s,t) = p(x,y) et on aura (s> +t?) = (22 +y*) 2 (2? +y?) = (22 +y*) L.
Ensuite ¢ (¢(z,y)) = ¢(s,t) = (z,9)).

3— Montrer que ¢ est de classe C* sur U.

4— Calculer le jacobien de ¢ et le déterminant du jacobien de ¢ en tout point (z,y) € U.

y2—x2 —2xy
221 42)2 221 42)2
(AT A )t

(1.2+y2)2 (1.2+y2)2
5— Au moyen d’un changement de variable convenable et en utilisant les résultats de la

question 1, calculer l'intégrale double

S
ffE—(s2 n tz)gdsdt
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6.7. Calcul des intégrales triples

ol

1 1\° 1
E= tHeR* s>, (s—= <=0,
{(s,) 3>2,(s 2) + <4}

(On utilise simplement le changement de variable (s,t) = (x,y)).
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Deuxiéme partie

Algébre 2
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Chapitre 7

Matrices. Valeurs et vecteurs propres
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Chapitre 8

Matrices

Exercice 8.0.10 Soit ¢ = (ey, eq,€3) la base canonique de R? et g = (g1, g2, 93) une autre

base de R? telle que

g1 = (1, 1,0)
gs = (O, 1, 1)
g3 = (1707 1)

1— Trouver la matrice de passage P de e a g (g = Pe).
2— Trouwver la matrice de passage R de g a e (e = Rg) .

3— Vérifier que RP = I3.
Exercice 8.0.11 On considére lapplication u de R? dans R? définie par

u: R2 — R?
1— Montrer que u est linéaire et écrire la matrice A de u dans la base canonique.

2— Quelle est la matrice B de u dans la base {(1,1),(4,1)} ¢

3— En utilisant la formule du changement de bases, calculer A™ (n € N).

Exercice 8.0.12 Soient f et g les endomorphismes de R* de matrices respectives dans la

base canonique
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8. Matrices

1 2 4 3 1 2 3 4
3 2 3 4 3 2 1
A= et B =
—1 4 2 3 1 2 2 1
2 -4 3 =2 2 2 2 2

1— fest-elle injective ¢ surjective ? bijective ?
2— Que valent dimIm (f) et dim Ker (f) ¢

3— Meémes questions pour g.
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Chapitre 9

Valeurs propres et vecteurs propres.

Diagonalisation d’une matrice

Exercice 9.0.13 Soit u [’endomorphisme de R? défini par u(z,y) = (—y,z). Cet endo-

morphisme posséde-t-il des valeurs propres ¢

Exercice 9.0.14 Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres de

I
o O =
(@) = o
_ O

Exercice 9.0.15 On considére 'endomorphisme u de R3 dont la matrice par rapport & la

base canonique est égale a

3 0 -1
M = 0 -1 0
-1 0 3

Trouver une base orthonormée (g1, g2, g3) de R® formée de vecteurs propres de u.
La matrice M est-elle diagonalisable ?

(La matrice M est réelle symmétrique, donc elle est diagonalisable).

Trouver la matrice diagonale associée a M.

Meéme question avec
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9. Valeurs propres et vecteurs propres. Diagonalisation d’une matrice

1 -1 1 4 -1 -1
1 1 -1 et 1 2 -1
2 -1 0 1 -1 2

Exercice 9.0.16 Soit u [’endomorphisme de C? dont la matrice dans la base canonique

est

00 1
A= 1 0 -1 | e M3(C).
01 1

1— Quels sont les valeurs propres de A ?

2— L’endomorphisme u est-il diagonalisable ¢

Exercice 9.0.17 Soit u l’endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

1 2 4
1
M= - 1 2
f 1
4 2

Exercice 9.0.18 1— Calculer det M.
2— Déterminer le rang de M.
3— Quelle est la dimension de Ker (u) ? En déterminer une base.

4— Calculer les valeurs propres de M et préciser leur ordre de multiplicité.

5— Montrer que M est diagonalisable.

6— En utilisant une matrice diagonale D semblable a M, calculer pour tout n > 1, M"

en fonction de M.

Exercice 9.0.19 Soit

0 -1 -1
M = 0 0 1 |eM;(R).
-1 -1 0
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9. Valeurs propres et vecteurs propres. Diagonalisation d’une matrice

Exercice 9.0.20 1— Quels sont les valeurs propres de M ¢
2— La matrice M est-elle diagonalisable ?
3— Regardons maintenant la matrice M comme un élément de M3 (C). Quels sont les

valeurs propres de M dans C ¢ Vérifier que la matrice M est semblable o une matrice

diagonale D de M3 (C) ¢ Calculer D3. En déduire M?3.

Exercice 9.0.21 Diagonaliser

2 1 -2 3 -1 1
31 5 1
) ) 2 3 _4 bl 7 _5 ]_ 9
2 2 -4 1
1 1 -1 6 —6 2
3 0 0 0
4 1 -2 =2
4 -2 1 =2
4 -2 -2 1
Méme question
2 5 5 1 6 0
A= (| P= ,D = ,
4 3 —4 1 0 —1
5 3 3 1 -3 0
B = (| P= .D = ,
—8 —6 -8 -1 0 2
01 2 1 3 -1 00 0
C=11 1|P=| -24 o0o|.D=102 0 |,
1 0 -1 1 1 1 0 0 —2
2 -1 -1 1 1 1 0 0 0
E=]l -1 2 -1 |P=]1 -1 o}, D=]0 3 0|,
-1 -1 2 1 0 -1 0 0 3
1 10 1 11 1+1i 00
F=| -112|PFP=]1i -1 ]|,D= 0 1—1i 0
0 0 2 0 0 1 0 0 2

84



Chapitre 10

Déterminants

Exercice 10.0.22 Calculer le déterminant des matrices suivantes

29 1 -1
0 —1 2 -1
: 5 —2 92
2 0 0 0
1 3 0
2 1 7 —-11 1 1 1 1
1 -1 0 1 1 i -1 —i
0 0 —4 T I S N R |
-1 1 3 -5 1 -1 -1 1

5 0 3 1 1 3
]_—A: 5 pr— 5 p— .

0 2 4 2 6 2

5 0 0 5 0 0 2 1 3
2— D = 0 3 0 |,E= 1 7 0|, F= 1 2 3

0O 0 2 1 2 1 1 3 4

Exercice 10.0.24 Soit
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10. Déterminants

1 1 =« 1

4 9 x 2

A(ff) N 1 1 1
—_— —_— x —

2 3 =z x

Vérifier que A\(x) est un polynéme. De quel degré est-il ? Quel est son coéfficient dominant ¢

Trowver des racines évidentes de /\(z). En déduire A(x).

Exercice 10.0.25 Vérifier que les matrices suivantes sont inversibles puis calculer leur
mverse
1— En résolvant le systéme A-X =Y ou X est une matrice colonne.

2— En calculant la matrice des cofacteurs de tA.

-3 2 -1 1 1 1
a={ 20 1 L= g | (=0%)
12 1 1 2
1 1 1 1 0 -2 1 2
1 1 -1 -1 -1 1 0 -2
A3: 7A4:
1 -1 1 -1 0 -2 2 1
1 -1 -1 -1 -1 0 -2 0

3— Que faut-il en conclure ?

Exercice 10.0.26 Calculer le produit des deux matrices

a b ¢ d 1 1 1 1
c d a b 1 1 -1 -1
b a d c 1 -1 -1 1
d ¢ b a 1 -1 1 -1

En déduire la valeur de det A;.

Exercice 10.0.27 Soient a, b deux parameétres réels.
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10. Déterminants

1— Calculer le déterminant de la matrice

b a —=b b

A pu—
b —b a -—b
b b —b a

(Suggestion : commencer par additionner les lignes de ce déterminant).
2— Pour quelles valeurs de a et de b la matrice A est-elle inversible ?

3— Donner, suivant les valeurs de a et de b, le rang de A.
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Chapitre 11
Systémes d’équations

Exercice 11.0.28 Résoudre les systémes d’équations linéaires suivants.
1— Par la méthode du pivot de Gauss.

2— Par la méthode des déterminants.

2t +y + z 4+ t = 3
r 4+ 2y + z + t =1
(51)
r + vy + 2z 4+ t = 2
2 + Yy + z 4+ 2 = 4
[+ + 2y 4+ 3z + 4t = 5
r 4+ 3y + bz 4+ Tt = 11
(52)
3r + 4y + =z + 20 = 3
(| 6z + 8y + 2z + S5t = 7
([ + y + 2z — 5t = 3
2c + by — 2z — 9 = =3
(53)
2 + y — z + 3t = -—-11
.z — 3y + =2z + Tt = =5

Que peut-on en conclure ¢

Exercice 11.0.29 Résoudre les systémes suivants
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11. Systémes d’équations

r + y + z = 2
r + 3y + 2z = -3
(51)
2 + y + z = 2
. — 3y + z = -5
6 + 4y + 3z = 9
(S2)
r 4+ y + 2z = 2
Exercice 11.0.30 On considére le systéme
(
r + (m+1)y + 2mt = a
max + z + t = b
(5)
2m+1)x y + (m+1)z + t = ¢
\ m+1)z + (m+1)t = d

ou a, b, ¢, d et m sont des paramétres réels.

Détermaner les valeurs des parameétres pour lesquelles le systéme admet une solution unique.
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Chapitre 12

Diagonalisation d’une matrice
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Chapitre 13

Déterminants
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Chapitre 14

Systémes d’équations
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