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Ce document donnent les principales théorémes, définitions, résultats et des exercices avec
les solutions d’analyse complexe (Math 4). Il s’adresse aux étudiants de deuxiéme année
de Licence des sciences et techniques ; Electronique, Génie Mécanique, Electromécanique,
Génie Civil et Hydraulique, ainsi qu’aux étudiants des autres filiéres. 1l est le fruit d’'un
enseignement de mathématiques pour les ingénieurs dispensé a la faculté de technologie de
I'université de Msila, et le contenu du cours :

¢ Nombres Complexes,
O Fonctions Complexes,
O Dérivation dans un domaine complexe,
@ Intégration dans un domaine complexe,

@ Points singuliers et série de Laurent.
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Chapitre 1

Nombres et fonctions complexes

1.1 Nombres complexes

@ 1l ya trois formes d’un nombre complexe

Forme algébrique : | Forme trigonométrique : Forme exponentielle :

z=z+1iy, z,y€R | z=]z|(cosf+isinbh), z=Rx e,

R = |z| = y/2? + y? : Le module de z,

0 = arg (z) = arctg (%) : L’argument'de 2.

© Le conjugué de z et Z = x — iy alors Re (z) = = = Z;Z et Im (2) =y = ZQ_Z
7

O Formule de Moivre : Si z; = R; (cosf; + isinfy) et zo = Ry (cos sy + isinfy) alors

21 X 29 = R1 X R2 [COS (91 + 92) + 7sin (01 + 92)] s

z R .
z_: = R—; [cos (61 — 02) +isin (61 — 62)],
21 = Ry (cosnby +isinnby).

O Racine n-iéme d’un nombre complexe : Si z = R (cos 6 + isin @) d’apres la formule

de Moivre

1 1
/2 =zn = Rn 1 sin

n n

0 + 2k 0 + 2k
1(COS i 7T—|—" + W>, =0,1,2,...,n— 1.

1'Si — < 0 < 7 Pongle 6 est appelé 'argument principale noté par Arg(z), on a

arg (z) = Arg (z) + 2kw, k€ Z.
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@ Courbe dans le plan complexe :

Le cercle de rayon R et de centre zg = ¢ + i1o = |z — 20| = R ou la forme polaire
z(t) =2+ Rxe? 0ec0,2n].

Le segment de droite reliant deux points zg et 21 = 2 (t) = 20+t (21 — 20), ou
2(t)=(1—1t)z+tz, t €0,1].

Le disque ouvert de rayon R et de centre z = |z — 20| < R.
Le disque fermé de rayon R et de centre 2 = |z—2]| <R.
La couronne de centre zg = R; <|z— 2| <Ry,

R, le rayon interne et

Ry le rayon externe

1.2 Exercices corrigés sur les nombres complexes

Exercice 01 :

1. Soit w = u + v, exprimer les fonctions u et v en fonction de z et y dans les exemples

suivants :
A)w=2> B)w=ze* C’)w:1 z—l—1 D)wzz_Z E) w = cos (z)
2 z 1—-1z
Solution :

On a z = x + 1y,
. . x,y) = 2® — 3zy?
a) w=2*=(z+iy)® =23 — 3xy® —i(y3 — 3ay) = u
(a) (x +1y) y =iy y) o (y) = —yP 1 302y
(b) w = ze* = (z + iy) e = (z +iy) e®e¥ = (x + iy) e® (cosy + i siny)
_ ) (x,y) = xe® cosy — ye® siny
v (z,y) = ze”siny + ye® cosy

(©) 1 +1 1 /2241 XE
C) W=—=-1\|% — = — —
2 z 2 z z
123+ -1y +y
:>u(w,y):§x2+y2 etv(m,y):7x2+y2.
() w= z—.z’_:x—l—i(y—'l)xl—y%—z:x
11—z 1l—y—ix 1—y+x
—2zy + 2z 4 (1—y)°
:>u(x,y):—226tv(m,y):—22.
(1-y) —= (1-y) —=
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6’LZ + 6—1/2

(e) w=cos(z) = cos(x+iy) = cosz chy —isinx shy. (ou cos(z) = 5 ).
2. Ecrire les nombres complexes sous forme algébrique :
7
9 . .
A)w:3+ .z, B)w= V3 Z,+\/§+Z,—i—1 ’
1—12 \/§+z \/g—z
Solution :
(a) 3+ 2i 3+2ixl—|—i 1+5.
a) w= = = -4 -
1—1 1—i  1+¢ 2 27
3—1 3+1
(b) w = V3 Z,+f“,—¢—1 —i.
V3+i V33—
3. Trouver I'’ensemble des points, tel que c€ Ret a € C :
A)Re(2®)>1 B)l1<|z—3]<2 C(C)arg(z)=3
D)lz—i|=4 E)az+az+c=0.
Solution :
(8) Re() > 1= 2%~y > 1,
y . L ) (x—xo)z (y—’yo)2 _
L’équation générale d’'un Hyperbole est — =1

a? b?
(b) 1 < |z —3| < 2 = L’ensemble des points est la couronne de centre zy = 3 et de
rayon interne r; = 1 et de rayon externe ry = 2.

_

(c) arg(z) = § = L’ensemble des points est la demi-droite de I'’équation z = 0.

(d) |z —i| =4 = L’ensemble des points est le cercle de centre 2, (0, 1) et de rayon
R=4.

(e) Onposea:oz—i—@ﬂetz::E+iy:>az+ﬂ+c:O:>6y:ozx—l—galors

I’ensemble des points est une droite.

1.3 Fonctions complexes

3

& La forme générale d’une fonction complexe ? “est

w=f(z)=f(x+iy) =u(z,y)+iv(z,y), z€Cetz,yecR (1.1)

tel que u = Re(f) et v =Im(f).

2 f est uniforme : si une seule valeur de w correspond & chaque valeur de z.

3 f est multiforme : si plusieurs valeurs de w correspond & chaque valeur de z.
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& f admet une limite [ = a + ib en zy = x¢ + Yo, a,b,xy et yo sont des réels alors
limf(z) =1 < lim  w(z,y)=aet lim v(z,y) =0

#20 (ﬁ,y)ﬂ(xo,yo) (Ivy)A’(IanO)

& [ est dite continue en zy si lim f(z) = f (20) .

z—20
& [ est dite continue dans D C C si elle est continue en tous les points de D.

& Fonctions élémentaires

1. Fonction exponentielle :

¢ F ="t =¢e" (cosy +isiny),
’ e*l X %2 = €z1+z27
et

R )
¢ s e .

2. Fonction logarithmique® Yz € C* :

log(z) = Inl|z|+i(arg(2) + 2kw), k€Z
Log(z) = In|z|+iArg(z), —n<Arg(z)<nm

Log (2) : est la valeur principale de log (z) .

1.4 Exercices corrigés sur les fonctions complexes

Exercice 01 : Résoudre les équations :

A) 2zt —22+1=0 B)sinz=5 (C)exp(e’)=1
D)log(2)=i—1 FE)z'7"=4.

Solution :

1. (a) 2*—224+1=0,0npose w=22=z=+/w
alorsz4—z2+1:O:>w2—w+1:()doncS:{—ei%,—e’i

SN

(b) sinz =5 = ¢ — e =5 x 2i = (&%) — 10i (¢’*) — 1 =0
donc S = {—z’log (5 + 4\/5) 1, —ilog (5 — 4\/5) z} .

4Les fonctions logarithmiques complexes log ont des propriétés analogues a celles des fonctions logarith-
miques réelles, mais ne sont pas vérifiées pour Log .
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(c) exp(e®) =1 = e = 2ikm, k € Z = z = log(2ikr) = In (2km) + i (5 + k'),
K eZ
(d) log(z) =i—1=z=-e""(cos (1) +isin(1)).
(e) 2'7" = 4 = log (27" = log(4) = (1—i)logz = In(4) + i2kw,= logz =
In (4) + i2k7
1—d)

In (4 12k 141
alors In |z| 4 i = n(4) + i2km aal

T ><1_H,donc\z|:1n2—k7ret9:ln2+k‘7r.

2. Trouver les valeurs de :  A) log (1 —1i), B)i* C) (—1)‘/5.

Solution :
(a) log (1 —i) =1In(v2) +1i (%HW) , ke

(b) it = eilogi — e—<g+2k7r)7 keZ
(€) (~1)7? = ¢V2sD



