Chapitre 2

Dérivation et intégration dans un

domaine complexe

2.1 Dérivation dans un domaine complexe

% Domaine complexe : Un domaine dans un plan complexe est un ensemble ouvert et

connexe.

% Fonction holomorphe (dérivable ou analytique) : Une fonction complexe (1.1) est

dite holomorphe dans un domaine complexe D si

Ju Ou Ov  Ov
1. Les dérivées partielles — — et — existent en tout point z € D.

dx’ oy’ dx Oy

2. f vérifient les conditions de Cauchy-Riemann'

ou @

5%

dy oy

% La dérivée d’un fonction complexe : Si f est holomorphe dans D alors

ou Ov Ou Ov

!/
2)=—+1t—=——1it—, z€D.
) or Ox Oy Oy
. - : : e of
Les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent étre écrits sous la forme 55 = 0.
Z



2. Dérivation et intégration dans un domaine complexe 7

% La fonction u est dite harmonique si

0? 0?
u+—u:0, x,y € R.

Ay — ——
T o2 0y?

2.2 Exercices corrigés

Exercice 01 : Trouver un domaine 2 sur lequel les fonctions suivantes sont holomorphes,

et donner 'expression de [’ en fonction de z si elle existe.

. 1
a) f(2) = x2iy2 +zx21y2, b) f () = - +2Rez,
¢) f(2) =Rez, d) f(z) = %ln (2% + y?) + darctg <%> :
. . —x2+y2 . zy
e) f(z) =—€siny +ie"cosy, f) f(z)= +2i

(@2 +92)° (a2 +y2)”
_ cos 20  sin 20
T ! r2 -

9) f(z) =Imz, h) f(2)

Solution : Vérifions les conditions de Cauchy-Riemann

x Y
1. (a) f(z>::172+y2+2x2+y2
ou_ y*—a® o —yt4a?

M = = & - _J "
R T A R T

alors la fonction f n’est pas holomorphe.

1 0
M) f(z)= == f7é 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.

az
1 r— 1y 5 . 1 22 2z
(b) f(z):;—irzRez: y2—x2+x —ny:;jtg—l—?,
0 0
M) ot —v, alorsla fonctiontn’estpasholomorphe.
or’ Oy
of =z : ,
M) %= 5 # (0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.
Z
(c) f(z)=Rez=x= Z;Z,

0 0
M) a—Zzl;fé a—ZzO, alorsla fonctionfn’estpasholomorphe.

0 1
M) a—J;: 3 # 0, alors la fonction f n’est pas holomorphe.

(d) f(z)= %ln (22 + y?) + iarctg (y) =In|z| +1i0 = Log (2)

T
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au_av 8u_—8v

M) %—8—y et 5?_3/_%’ alorsla fonctiont estholomorphe.
aof .
M) 520, alorsla fonctionfestholomorphe.
Z
Ju ,O0v Ou Ov 1
ors {(0,0)} et fr(2) ax—i—l o~ oy 18y >
(e) f(z) = —e"siny +ie” cosy = ie?, f est holomorphe sur
ou .0v
C et fr(2) 8$+Z8x ie
(f) f oty +2i— Y ! f n’est pas holomorphe
z) = i = —, .
@ErP @) P ’ ’

(g f(z)=Imz=y= 5 Z, f n’est pas holomorphe.
i

cos20 sin20  cos20 — isin 20 1 1
(h) f (Z> - 7,,2 —1 T2 - T2 - (T@iG)Q N ;7 a’lors Q - C_ {(070)}
et f1(z) = 8u+i ov  Ou v -2
“= or 8x_8y13y_ 23

2.3 Intégration le long d’une courbe

& Définitions :

1. Arc : On appelle arc dans un domaine complexe D une application dérivable
v : la,b) — D
t— v (t) =z (t)+ iy (t)

v (a) : est le point de départ (ou l'origine),

v (b) : est le point d’arrive (ou 'extrémité).

2. Chemin : La réunion d’arcs.
3. Chemin fermé (lacet) : un chemin est dite fermé si v (a) = (b).

4. Longueur d’un chemin : Si vy (t) = = (t) +iy (t) et 7/ (t) = 2’ (t) + iy’ (¢) existe

est continue, alors la longueur de vy est définie comme étant

b= [ ol = [y 0P P
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& Propriétés : Soit v une courbe dans le plan complexe, et —v la courbe 7 orientée dans

son sens inverse. on suppose vy = 7y; U ,, alors

L [ f(2)+g(2)de= [ f(z)dz+ [ g(2)dz
2.fafzdz:affz)dz aeC
3. f f(2)dz —ff 2)dz
4. f’YZ'Y1U’Y2 %) dz f Iz d,z—i—f f(z

& On définit 'intégrale de f le long de la courbe « ? par trois formes :

1. Méthode directe (la primitive) : si f et F' sont des fonctions holomorphes dans

un domaine connexe D et telles que F’ (z) = f (z) alors

:/f(z)dz

si z1 et zy sont deux points quelconques dans D, alors pour toute courbe v de

point initial z; et de point final z5 on a

[r = [Cre=ir e

2. Méthode de la décomposition : soit f une fonction holomorphe sous forme

(1.1) et z = x + 4y, alors
b
/f(z)dz:/ (u +iv) (dz +idy) .
5 a

3. Changement de variable : Soit f une fonction continue, on pose z (t) = v (t) =
dz = ~'(t) dt alors

b
/f(z)dz=/ F @)y (B dt, e b

2.4 Exercices corrigés sur ’intégration dans C

3+
Exercice 01 : Calculer [ (2z+ 3)dz par trois méthodes :
1-2i

21’intégrale le long d’une courbe est aussi appelée intégrale le long d’un chemin, ou intégrale curviligne
compleze.
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1. Méthode directe :
3+
/ (22 +3)dz = [2°+37] i’t;l
172
= [B4+9)°+3@+i)—(1—2i)> —3(1—2i)]
= 17+ 19:.

2. La décomposition : Le long de la droite joignant (1 — 2i) et (3 + ), il nous faut d’abord

trouver ’équation y = ax + b du segment.
z=1-2i=2=1y=-2 3 7
z=34+i=z=3y=1 20 2

Onposez:$+iy:>dz:dx+idyetonay:%x—%édy:%dxalors

341

/(22+3)dz - /13 {2(m+i(gx—g))+3] [dx+gz’d:):]

1-21

3

= (1—1-;2)/ 20 +i (32— 7) + 3] dx
1

= 17+ 19:.

3. Changement de variable : Soit v le segment d’extrémités z; =1 — 2i et 2o = 3 + ¢ qui

définie par
y={2(t)eC,ouz(t)=2z+t(z2—2) et t €[0,1]},
alors
y(t) = z(t) =z +t(20a—21)=1—-20+1(24 30)
= dz=(2+3i)dt,
donc
3+i )
/(2z+3)dz = /[2(1—2i—|—t(2+3z’))+3](2+32')dt
0
1-2i

1

= (2+3z‘)d/ (2—4i+2t(2430)+3)dt
0

= 17+ 19i.

Exercice 02 : Evaluer l'intégrale

z
/ ﬁdz, ~ un cercle de centre zyp = 1+ 7 et de rayon 2.
¥ +1—2z
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Solution :
Utilisons la forme polaire d’un cercle

v(@) = z(0)=z+Rxe’=1+i+2e" oubel0,2n]

= dz = 2ie"dp,

alors

/ z dr — /27r Y (9> 22619d9
(1 ti—2) o (L+i—7(0)

: 2T
_ %/ [(1+i)e ™ +2] do
0

= 2mi.

Exercice 03 :

1. Soit D un domaine borné, dont le bord est v, v est un cercle de centre zg = 0 et de

rayon R, calculer :

a) /xdz, /ydz, et /Edz.
v R v

b) Calculer /zzdz, tel que :

5
& 7 est I'union de segment horizontal de 0 a 1 et de segment vertical de 1 & 1+ 2i.

& 7 étant le segment de droite qui joint les points 0 et 1 + 2i.

log z 1 dz
2. Soit v le cercle dont I'équation |z| = 1, calculer : 7‘127 ;d% W
8! v gl
3. 7 étant le segment de droite qui joint les points 1 + ¢ et 3 4 24, calculer

/ (ZL‘2 — y2) dx — 2xydy.
5

Solution :

1. Utilisons la forme polaire d’un cercle

v(@) = z(0)=z+RX e? =Rxe" oufe [0, 27]
= dz = Rie"do,
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0

(a) On pose z () =~ (0) et z = Rcosl = Re“@;*

21 20 —10
/xdz = / <R%> Rie®dp
0

= R%ni.

alors

(ou on pose r =

(b) On pose z () =~ (0) et y = Rsinf = R< _e — alors

27 0 —if )
/ ydz = / (Ri) Rie®df
0 21

= —R%r.
z—Z

21 )
(c) On pose z () = v (0) alors

2
/ zdz = / (Re™ ") Riedp
0

v

(ou on pose y =

= 2R%r.

2. 1l ya trois méthodes pour calculer 'intégrale f7 2z

& Changement de variable : Soit le segment d’extrémités z; = 0 et 29 = 1 qui
g 71 g

définie par
T1={20)€eC,ouz(t) =z +t(za—2)=tette|0,1]},
et v, le segment d’extrémités z3 = 1 et z4 = 1 + 2¢ qui définie par
Yo =42(t) €C, ouz(t)=23+1t(24 —23) =1+ 2it et t € [0,1]},

et on pose v = v, U v,, alors

/szz = / 2dz+/ 2dz
vy Y1
1
= /tht+2@/ (1 + 2it)* dt
0

i)

-1
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& Soit 75 le segment d’extrémités z; = 0 et z4 = 1 4 2i qui définie par

={z(t)eC,ouz(t)=(1+2i)tettec|0,1]},

1423
/ 2dz = / 22dz
73 0

1
= (1+2i) / (1 + 2i)*%dt
0

alors

-1
— (20 +11).

3. On le cercle dont I'équation |z| =1 = 2z = 0 et R = 1, utilisons la forme polaire d’'un

cercle

v() = 2(0)=zn+Rxe’=¢e" oubel0,2n
= dz =ie"df,

On pose z (0) =~ (#) alors

21 .
z 0 e’

21
= —/ 0e~"dp, (intégration par partie)
0

1 27 1 0
;dz = /0 (6219) 1 df
21 )
= z/ e~ dp
0

= 0.

dz 2 1 0
W - / / (629 X e 7,(9) ie”df
5
= z/ e?df = 0.
0
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4. Le long de la droite joignant 1 + ¢ et 3 + 2¢, il nous faut d’abord trover I’équation

y = ax + b du segment.

z=1+i=2x=1y=1 1 1
. =y==-Tr+ .
z=3+2i=>a2=3y=2 2 2

Onposez:$+iy:>dz:dx—l—idyetonay:%:E—l—%édyz%dxalors

342
3 2
1 1 1 1)1
2 _ .2 2 .
¢ —y°)dr — 2xydy = / x —(—x+—) das—2x<—x+—>—zdw
1[( ) . 27 "2 2" "2)2

/3 [42% — (z + 1)2] dz — 2 (2 + z) ida

e i S

3
/ [3x2—2x—1} —2i(a:2+x)dm
1



