Chapitre 3

Points singuliers et série de Laurent

3.1 Points singuliers

Soit f une fonction uniforme. Une point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe

est appelé un point singulier ou une singularité de f.

1. Singularités apparentes : Le point singulier z; est appelé apparente de f si lim f (2)

z—20

existe.
2. Poles : Sil'on trouver un entier positif n tel que lim (z — 29)" f(2) =a # 0, et a € C,
zZ—20
alors zg est appelé une pole d’ordre n, si n=1 alors zy est appelé un pole simple.

3. Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un podle, ni une singularité

apparente est appelée singularité essentielle.

3.2 Séries entiéres

Une série de la forme

a0+a1(z—z0)+a2(z—zo)2+a3(z—zo)3+---

n=-o00

=5 Z an, (z — 20)"

n=0

est appelée série entiére en (z — z). Nous pouvons obtenir le rayon de convergence R de la

série entiere par :

an
An+1

1. Critére de d’Alembert : R = lim

et Y"a a, (2 — 2)" est convergente si
n—-+00
R < 1, et diverge si R > 1.
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2. Critere de d’Alembert : R = lirf - ‘1 | et Y "5 ™ a, (2 — 2)" est convergente si
n—-+00o Gn+1

R <1, et diverge si R > 1.

Exemple :
n=-+oo
1. Z"=a, =1 alors R= lim |-%| = lim L = 1, Cette série converge
n M b
n=0 n—-+oo | 4n+1 n—-+oo \/|an+1
pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.
n=-+oo 5N 1
z . a . 1 P
2. — = a, = —, alors R = lim n_| = ]im = 1, Cette série converge
n M )
o N n n—-+oo | n+1 n—+oo \/|an+1|

pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.

3.3 Séries de Taylor

Soit f une fonction holomorphe a I'intérieur d’une courbe fermée simple D et sur D. Alors

f‘// (ZO)
2

F(2) = [f(z0)+ [ (20) (2 = 20) + (2 — 2)% 4+

f(n) (20)

_I_
n!

(Z—Zo)n+""

Ceci est appelé le théoreme de Taylor et les séries précédentes sont appelées séries de Taylor
ou développement de Taylor de f(z). et le domaine de convergence de la derniére série est
défini par |z — 2| < R.

Quelques séries particuliéres : La liste qui suit contient quelques séries particuliéres avec

leurs domaines de convergence.

2 23 o )
L. eZ:1+z+§+§+---+H+---,(Vahdepour |z| < 00)
3 5 2n—1
2. Sinz:z—%—i—%—---nL(—l)n_lm—i—---,(validepour |z| < o0
2 A 202
3. cosz=1—§+E—---+(—1)”*1(2n—_2)!+---,(vahdepour 2] < o0)
2 23 nflzn
4. logz:z—E%—g—---—{—(—l) — + -+, (valide pour |z| < 1)
n

1
1+ 2

D.

—1—z2422—2 4+ +(=1)" 2"+ ... (valide pour |z| < 1)
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3.4 Seérie de Laurent

On suppose que f est uniforme et holomorphe dans un domaine D sauf au pole zq, alors

la série de Laurent en zy de la fonction f est

f(Z) = a0+a1(z—20)+a2(2—zo)2+a3(z—zo)3+-~-
a_1 a_9
+ + 5+
Z2—20 (2 — z)

i n 1 f(2)dz
— Z an, (Z — Zo) , avec ap, = — n+1°
201 £, G- 2

zZ— 20

n=—0oo

~ un contour fermé autour de zj.
Remarques :

— La partie

a0+a1(z—zo)+a2(z—z0)2+a3(z—zo)3+---

est appelée la partie analytique de la série de Laurent.

— La partie
a_q a_o

z—2  (z—2z)°

est appelée la partie principale de la série de Laurent.

— Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor.

— Si z = 2 est une singularité essentielle de f(z) = la partie principale du développement
de Laurent possede une infinité de terme.

— Si z = z est un pole de f(z) = la partie principale du développement de Laurent
posséde un nombre fini de termes.

— Pour développer rapidement une fonction en série de Laurent sans calculer les coeffi-

cients a,, il est utile de connaitre quelques développements de Taylor.

3.5 Exercice corrigés

Exercice 01 :

1. Donner le développement de Laurent de

z+1
@) f(z) = (+2)(z+4)
b) f(z) = (2241)(3z+1)

. B 1
o) f(z) = i3 dans 1 < |z| < 3,

dans le demain 2 < |z] < 4

dans 1 < |2| < 3,
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2. Trouver les singularité de f et indiquer leurs type :

z e
a)f(z)_zfri NI e ey
c) f(2) = —— d) f(2) = cos ;
Ore="2 =
D1 = e W) = e
Solution :
1. (a) f(2)= et dans le demain 2 < |z| < 4, Séparons d’abord la fraction

(2 42) (2 +4)

1
(z4+2)(z+4)

en fractions simples

(z+2)1(2+4) :%(Z—Jer_ziél)

et utilisons le développement de Taylor. de

1iz =1—z2422—2 4 4+ (=1)""2" 4. (valide pour |z| < 1).
Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :
Puisque
1 1
2 < |z|= —|—2:z(1+§)
o1
z1+ %

(valide pour |2| < 1)

Puisque
2] < 4= Lo !
244 4(2+1)
11
T 4142
_ 1(1_z+<z)2_<z>3+ >
4 4 4 4

(valide pour |2| < 1)
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alors la série de Laurent de f est

z+1 B z—{—l 1
(z+2)(z+4) <z—|— z+ )
z—l—l 1 2 2 22\’
- (‘( z ; ‘(;)*“))
+11 z z\2 Z\3
G-
z 1 1 2 4 8
- (5*5)(5—; 57*“)
z 1 1 z 22
_(§+§><Z_E 64 >
3 3z 32° 1 1
T8 T mTiws T 2 2
2 4
—;4—;%—
On remarque que la partie analytique est 3 -+ Es —- -+, et la partie principale
esti%—z%—z%—l-;%%----
(b) f(z)= 1 dans § < |z| < 3, Séparons d’abord la fraction

(2z+1)(3z+1)

1
(2z4+1)(3z2+1)

en fractions simples

1 3 2
(22+1)(3z+1) 3z+1 2z+1

et utilisons le développement de Taylor. de

1
1+2

:1_Z+ZZ_Z3+__‘+(_1)nflzn_’_'“’

(valide pour |z| < 1).
Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :

Puisque

W

(valide pour |5-| < 1).
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1
Puisque |z| < £ = il 1— 22+ (22)° — (22)° + - - - ,(valide pour |2z| < 1)
2
alors la série de Laurent de f est
1 B 3 2
(224+1)(3z+1)  3z+1 2z+1

—2(1—22+(22)° = (22)° +--+)
= <l_i+i—-~)—(1—4z+822—1623+'--)

11 1
= —1+42—-824162°+  + - — S+ — — -
z 322 923

On remarque que la partie analytique est
—1+42—-822+162° + -+,

1
et la partie principale est — — ﬁ + ﬁ —
z

(a) Le point singulier de f (z) = > est z = —i, ce point est un pole simple car :
z+1
lim (z—2)" f(z) = lim (z+4)" f(2) = —i #0.
Z——Z20 Z—20
(b) Les points singuliers de f(z) = c 5 sont zg = —1 et 2z = 2, ces

4(z+1)(z—2)
points sont des poles car :

e 1

. 1 . 1 .
dm o) S = lim (1)) = lim o = 55 70
1i ) — L 3 2 — i e . 6% 0
Jim (@=a)fz) = (emg ) B =y =6 7
. . : 1 .
(c) Les points singuliers de f (z) = —— sont z; = km, ces points sont des poles
sin z
simples car :
lim (=~ 20)! J(z) = lim (= — k) () = lim """ = fimie #0
im (z — 2 2) = lim (z — km) f (2) = lim = lim = finie # 0.
z——2p 0 z—kr z—kr Sin 2z z—km COS 2

on utilise la regle de L’Hopital.

(d) Le point singulier de f (z) = cos £ est z = 0, ce point est la singularité essentielle
car :
TR S RS SEPUINE B SR
21 4! z 2122 414
alors la partie principale du développement de Laurent posséde une infinité de

terme.
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sin 2

(e) Le point singulier de f (z) = est z = 0, ce point est la singularité apparente

car :

lim f (2) = lim” = im "2 = 1, (on utilise la régle de LHopital).

Z2—20 z—0 Z z—0 ]_
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