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Chapitre 3

Points singuliers et série de Laurent

3.1 Points singuliers

Soit f une fonction uniforme. Une point en lequel la fonction f cesse d’être holomorphe

est appelé un point singulier ou une singularité de f.

1. Singularités apparentes : Le point singulier z0 est appelé apparente de f si lim
z→z0

f (z)

existe.

2. Pôles : Si l’on trouver un entier positif n tel que lim
z→z0

(z − z0)n f (z) = a 6= 0, et a ∈ C,
alors z0 est appelé une pôle d’ordre n, si n=1 alors z0 est appelé un pôle simple.

3. Singularités essentielles : Une singularité qui n’est ni un pôle, ni une singularité
apparente est appelée singularité essentielle.

3.2 Séries entières

Une série de la forme

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + a3 (z − z0)3 + · · ·

=
n=+∞∑
n=0

an (z − z0)n

est appelée série entière en (z − z0). Nous pouvons obtenir le rayon de convergence R de la
série entière par :

1. Critère de d’Alembert : R = lim
n→+∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ et ∑n=+∞
n=0 an (z − z0)n est convergente si

R < 1, et diverge si R > 1.
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3. Points singuliers et série de Laurent 16

2. Critère de d’Alembert : R = lim
n→+∞

1
n
√
|an+1|

et
∑n=+∞

n=0 an (z − z0)n est convergente si
R < 1, et diverge si R > 1.

Exemple :

1.
n=+∞∑
n=0

zn ⇒ an = 1, alors R = lim
n→+∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→+∞

1
n
√
|an+1|

= 1, Cette série converge

pour |z| < 1 et diverge pour |z| ≥ 1.

2.
n=+∞∑
n=0

zn

n
⇒ an =

1

n
, alors R = lim

n→+∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣ = lim
n→+∞

1
n
√
|an+1|

= 1, Cette série converge

pour |z| < 1 et diverge pour |z| > 1.

3.3 Séries de Taylor

Soit f une fonction holomorphe à l’intérieur d’une courbe fermée simple D et sur D. Alors

f (z) = f (z0) + f ′ (z0) (z − z0) +
f ′′ (z0)

2!
(z − z0)2 + · · ·

+
f (n) (z0)

n!
(z − z0)n + · · ·

Ceci est appelé le théorème de Taylor et les séries précédentes sont appelées séries de Taylor

ou développement de Taylor de f(z). et le domaine de convergence de la dernière série est

défini par |z − z0| < R.

Quelques séries particulières : La liste qui suit contient quelques séries particulières avec
leurs domaines de convergence.

1. ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
+ · · · , (valide pour |z| <∞)

2. sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− · · ·+ (−1)n−1

z2n−1

(2n− 1)!
+ · · · , (valide pour |z| <∞

3. cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · ·+ (−1)n−1

z2n−2

(2n− 2)!
+ · · · , (valide pour |z| <∞)

4. log z = z − z2

2
+
z3

3
− · · ·+ (−1)n−1

zn

n
+ · · · , (valide pour |z| < 1)

5.
1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + · · ·+ (−1)n−1 zn + · · · , (valide pour |z| < 1)
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3. Points singuliers et série de Laurent 17

3.4 Série de Laurent

On suppose que f est uniforme et holomorphe dans un domaine D sauf au pôle z0, alors

la série de Laurent en z0 de la fonction f est

f (z) = a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + a3 (z − z0)3 + · · ·
+

a−1
z − z0

+
a−2

(z − z0)2
+ · · ·

=
n=+∞∑
n=−∞

an (z − z0)n , avec an =
1

2πi

∮
γ

f (z) dz

(z − z0)n+1
,

γ un contour fermé autour de z0.

Remarques :

— La partie

a0 + a1 (z − z0) + a2 (z − z0)2 + a3 (z − z0)3 + · · ·

est appelée la partie analytique de la série de Laurent.

— La partie
a−1
z − z0

+
a−2

(z − z0)2
+ · · ·

est appelée la partie principale de la série de Laurent.

— Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit à une série de Taylor.

— Si z = z0 est une singularité essentielle de f(z)⇒ la partie principale du développement

de Laurent possède une infinité de terme.

— Si z = z0 est un pôle de f(z) ⇒ la partie principale du développement de Laurent

possède un nombre fini de termes.

— Pour développer rapidement une fonction en série de Laurent sans calculer les coeffi -

cients an, il est utile de connaître quelques développements de Taylor.

3.5 Exercice corrigés

Exercice 01 :

1. Donner le développement de Laurent de

a) f (z) =
z + 1

(z + 2) (z + 4)
dans le demain 2 < |z| < 4

b) f (z) =
1

(2z + 1) (3z + 1)
dans 1

3
< |z| < 1

2
,

c)∗ f (z) =
1

(z + 1) (z + 3)
dans 1 < |z| < 3,
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3. Points singuliers et série de Laurent 18

2. Trouver les singularité de f et indiquer leurs type :

a) f (z) =
z

z + i
b) f (z) =

ez

(z + 1) (2z − 3)2

c) f (z) =
1

sin z
d) f (z) = cos 1

z

e) f (z) =
sin z

z
f)∗ f (z) =

ez
2

z3 + 1
,

g)∗ f (z) =
cos z

(z2 + 1)3
, h)∗ f (z) = e

1
z2 .

Solution :

1. (a) f (z) =
z + 1

(z + 2) (z + 4)
dans le demain 2 < |z| < 4, Séparons d’abord la fraction

1

(z + 2) (z + 4)

en fractions simples

1

(z + 2) (z + 4)
=

1

2

(
1

z + 2
− 1

z + 4

)
et utilisons le développement de Taylor. de

1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + · · ·+ (−1)n−1 zn + · · · , (valide pour |z| < 1).

Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :

Puisque

2 < |z| ⇒ 1

z + 2
=

1

z
(
1 + 2

z

)
=

1

z

1

1 + 2
z

=
1

z

(
1− 2

z
+

(
2

z

)2
−
(

2

z

)3
+ · · ·

)
,

(valide pour
∣∣2
z

∣∣ < 1)

Puisque

|z| < 4⇒ 1

z + 4
=

1

4
(
z
4

+ 1
)

=
1

4

1

1 + z
4

=
1

4

(
1− z

4
+
(z

4

)2
−
(z

4

)3
+ · · ·

)
(valide pour

∣∣ z
4

∣∣ < 1)
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3. Points singuliers et série de Laurent 19

alors la série de Laurent de f est

z + 1

(z + 2) (z + 4)
=

z + 1

2

(
1

z + 2
− 1

z + 4

)
=

z + 1

2

(
1

z

(
1− 2

z
+

(
2

z

)2
−
(

2

z

)3
+ · · ·

))

−z + 1

2Z

1

4

(
1− z

4
+
(z

4

)2
−
(z

4

)3
+ · · ·

)
=

(
z

2
+

1

2

)(
1

z
− 2

z2
+

4

z3
− 8

z4
+ · · ·

)
−
(
z

2
+

1

2

)(
1

4
− z

16
+
z2

64
+ · · ·

)
=

3

8
− 3z

32
+

3z2

128
− · · · − 1

2z
+

1

z2

− 2

z3
+

4

z4
+ · · ·

On remarque que la partie analytique est 3
8
− 3z
32

+ 3z2

128
−· · · , et la partie principale

est 1
2z

+ 1
z2
− 2

z3
+ 4

z4
+ · · ·

(b) f (z) =
1

(2z + 1) (3z + 1)
dans 1

3
< |z| < 1

2
, Séparons d’abord la fraction

1

(2z + 1) (3z + 1)

en fractions simples

1

(2z + 1) (3z + 1)
=

3

3z + 1
− 2

2z + 1
,

et utilisons le développement de Taylor. de

1

1 + z
= 1− z + z2 − z3 + · · ·+ (−1)n−1 zn + · · · ,

(valide pour |z| < 1).

Ecrivons maintenant la série de Laurent de chaque fraction :

Puisque

1

3
< |z| ⇒ 1

3z + 1
=

1

3z
(
1 + 1

3z

)
=

1

3z

1

1 + 1
3z

=
1

3z

(
1− 1

3z
+

(
1

3z

)2
−
(

1

3z

)3
+ · · ·

)
,

(valide pour
∣∣ 1
3z

∣∣ < 1).
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3. Points singuliers et série de Laurent 20

Puisque |z| < 1
2
⇒ 1

2z + 1
= 1− 2z + (2z)2 − (2z)3 + · · · ,(valide pour |2z| < 1)

alors la série de Laurent de f est

1

(2z + 1) (3z + 1)
=

3

3z + 1
− 2

2z + 1

=
3

3z

(
1− 1

3z
+

(
1

3z

)2
−
(

1

3z

)3
+ · · ·

)
−2
(
1− 2z + (2z)2 − (2z)3 + · · ·

)
=

(
1

z
− 1

3z2
+

1

9z3
− · · ·

)
−
(
1− 4z + 8z2 − 16z3 + · · ·

)
= −1 + 4z − 8z2 + 16z3 + · · ·+ 1

z
− 1

3z2
+

1

9z3
− · · ·

On remarque que la partie analytique est

−1 + 4z − 8z2 + 16z3 + · · · ,

et la partie principale est
1

z
− 1

3z2
+ 1

9z3
− · · ·

(a) Le point singulier de f (z) =
z

z + i
est z = −i, ce point est un pôle simple car :

lim
z→−z0

(z − z0)1 f (z) = lim
z→z0

(z + i)1 f (z) = −i 6= 0.

(b) Les points singuliers de f (z) =
ez

4 (z + 1)
(
z − 3

2

)2 sont z0 = −1 et z1 = 3
2
, ces

points sont des pôles car :

lim
z→−z0

(z − z0)1 f (z) = lim
z→−1

(z + 1)1 f (z) = lim
z→−1

ez

(2z − 3)2
=

1

25e
6= 0.

lim
z→−z1

(z − z1)2 f (z) = lim
z→ 3

2

(
z − 3

2

)2
f (z) = lim

z→ 3
2

ez

4 (z + 1)
=
e
3
2

10
6= 0.

(c) Les points singuliers de f (z) =
1

sin z
sont zk = kπ, ces points sont des pôles

simples car :

lim
z→−z0

(z − z0)1 f (z) = lim
z→kπ

(z − kπ) f (z) = lim
z→kπ

z − kπ
sin z

= lim
z→kπ

1

cos z
= finie 6= 0.

on utilise la règle de L’Hôpital.

(d) Le point singulier de f (z) = cos 1
z
est z = 0, ce point est la singularité essentielle

car :

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · · ⇒ cos

1

z
= 1− 1

2!z2
+

1

4!z4
− · · ·

alors la partie principale du développement de Laurent possède une infinité de

terme.
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3. Points singuliers et série de Laurent 21

(e) Le point singulier de f (z) =
sin z

z
est z = 0, ce point est la singularité apparente

car :

lim
z→z0

f (z) = lim
z→0

sin z

z
= lim

z→0

cos z

1
= 1, (on utilise la règle de LHôpital).
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