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CHAPITRE 1

FORMULES DE TAYLOR ET
DEVELOPPEMENTS LIMITES

1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Dans ce section, on considere les voisinages V,, C R de z, suivants (selon le cas étudie)
lzo — o, 0 + a[—{z0}, Jxo, zo + af, o — @, zo[ ] — 00, zo[ et |xg, +00], tel que a > 0.

1.1.1 L’infiniment petit et I'infiniment grand

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur V,, un voisinage de x(. Alors, on dit que :

1. La fonctions f est un infiniment petit au voisinage de xo si lim f(z) = 0.
T—xQ

2. Lafonctions f est un infiniment grand au voisinage de zo si lim f(x) = o0.
T—xTo

Exemple 1.1. 1. La fonctions f définie sur R* par f = 1 — "27 est un infiniment petit au voisinage de 0 car
lim f(z) = 0.

1
2. Lafonctions f définie sur R* par f = — est un infiniment grand au voisinage de 0 car hmO f(x) = 4o0.
z T

1.1.2 Fonctions négligeables

Définition 1.2. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x, s'il existe une fonction ¢ définie au
voisinage de z telle que :
f(z) =e(x)g(z) et lim e(z)=0.

r—rTo
On note f = o(g) ou plus simplement f = o(g).
To

Remarque 1.1. o est dit aussi le symbole de Landau.
Exemples 1.1. au voisinage de 0, on a

1. 2% = o(2?) 4. zlnz = o(1)

2. 2" =o(2™), n>m 5. z(In|z))* = o(1), n € N

3. e T = o(z"), n€Z 6. z"(In|z|)" = o(1), m,n € N.

Proposition 1.1. Si g ne s’annule pas au voisinage de xo (sauf peut-étre en ), alors

En particulier



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

1.1.3 Fonctions équivalentes

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de zy. On dit que les fonctions f et g sont
équivalentes au voisinage de x, s'il existe une fonction » définie sur un voisinage de z telle que :

fx) =g(z)h(z) et tlggo h(z) = 1.

On écrira dans ce cas f ~, g.
Remarque 1.2. Si g # 0 dans un voisinage de z, alors

x
fr~z ge lim M:1
a—a0 g(z)
1
Exemple 1.2. Au voisinagedeOona 1 —cosx ~q 5:1:2. Car
1- sin 7\ 2
lim —— o = lim (52) " = 1.
z—0 §I2 z—0 5T

Exemple 1.3. Soit f une fonction dérivable au point zy. La fonction f s’écrit au voisinage de z( sous la forme

f(@) = f(zo) ~ (x — x0) f'(x0) lorsque x — xo.
Si on applique ¢a au voisinage de 0 aux fonctions usuelles, on obtient :

1. sinz ~g x 3. " —1~gx 5. In(l1+z) ~ x
2. cosx ~g 1 4. tanx ~qg x

Exemple 1.4. Soit f un polynéme de degré n qui s’écrit sous la forme
f(@) = apz™ +ap_ 12" '+ ...+ ax+ag tel que a, # 0.

Alors, f(x) ~4oo anz™. En effet, on a

f(z) =apz" (1 pinty 4 ) =apz"h(z) et lim h(z)=1

anT apx™ T—+00

Proposition 1.2. Si fi ~g, f2 et g1 ~u, g2 alors fig1 ~z, foge. En particulier f' ~g, f3', (n € N*). Side plus fa # 0
et go # 0 au voisinage de x, alors é ~zo g—l.
I2 g2

Remarque 1.3. La relation ~ est incompatible avec I'addition, c’est-a-dire, si f1 ~g, f2 et g1 ~z, g2 onn’a pas en
généralement f1 + g1 ~u, f2 + g2, 0i f1 — g1~z f2 — g2
Exemple 1.5. 1. 2422 ~g x+2* etz ~g z mais (z +22%) — ¥ n’est pas équivalente a (z +z*) — x au voisinage

de 0.

2. Sif(r)=22% —x+4etg(x) = —a>+2% -1, Alors,ona f(z) ~i00 f1(z) = 22° et g() ~1 o0 g1(x) = —2>.
Mais f(z) + g(z) = 2® + 22 —z — Let fi(z) + g1() = 0 ne sont pas équivalentes.

Proposition 1.3. Si f tend vers une limite | en x, (I finie ou non) et si f ~, g alors g tend vers [ en x.

Démonstration - Supposons lim f(z) =let f ~,, g, alors il existe une fonction i définie sur un voisinage de
Tr—x0

xo telle que :
f(z) =g(@)h(z) et lim h(z)=1.

Tr—xo
Donc fo) 1
X
|
i t 1
Exemple 1.6. Soient les fonction f(z) = ST et g(x) = a;m' Ona f ~g g, car f(z) = g(z)h(z), h(z) = p— et

31:12% h(z) = 1. Comme 31:12% f(z) =1, donc on obtient }g% g(z) =1.
Théoreme 1.1. On a I'équivalence suivante f ~5, g < f—g = o0(g) & f = g+ 0(g).
o o

Propriétés 1.1. La relation ~ au voisinage de z est une relation d’équivalence entre les fonctions : elle est symé-
trique, réflexive et transitive i.e, pour toutes les fonctions f, g, h, on a.

Université de M’sila 2 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1L f~f 2. frg=gnf 3. fr~getg~h= f~h.

1.1.4 Limites et équivalents des fonctions ~

Il est possible d’appliquer la relation d’équivalence des fonctions ~ afin de calculer des limites, notamment
pour lever les cas d’indéterminations.

2

. l1—cosz 5 1 L o
Exemples 1.2. 1. whl)l}) m = Ih_r)l}) .9.97 = g (ICI, 1 —cosx ~0 51’ )
PR T L L P o) Y
z—0 x2 —|—J:3 z—0 2

1.2 Formule de Taylor et développements limités.

La formule de Taylor et ses variables, est une écriture approximative d’une fonction qui est généralement du
type C" (au moins), sous forme de polyndmes plus un reste, cependant localement au voisinage d'un point, ce
dernier dont on sait mesurer avec précision son erreur.

1.2.1 La formule de Taylor avec reste intégral

Motivation 1.1. Une fonction f continue sur [a,b] et dérivable en z( €]a,b] peut s’écrire au voisinage de z¢ :
f(@) = f(zo) + (x — z0) f'(z0) + (x — xp)e(x), avec lim e(z) = 0. Cela revient a dire que f est approximée par un
T—rTo

polyndéme P de degré 1 tel que.
P(x) = f(wo) + (x — m0) f'(x0),

avec un reste R(z) = (z — zo)e(z) et qui’est tend vers 0 quand z tend vers x(. La formule de Taylor généralise ce
résultat a des fonctions n fois dérivables qui peuvent étre approximées (au voisinage de x() par des polynémes de
degré n.

Théoréme 1.2. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"**, (n € N) sur [a, b] et soit z, ¢ € [a,b], alors :

x

"(x "(z (") (g (n+1)
f(x) = f(xo) + f (1! (x —x0) + / é! O)(x—:z:o)2+...+fn7(!o)(x—xo)n+/fni!(t)(x—t)”dt. (1.1)
Remarque 1.4. 1. Py(z) = f(zo) + @(w —x0) + / ;CO) (x —x0)® + ... + %(w — x0)" est la partie

polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n, f et xg

7 f(n+1)(t)
2. Lereste R,(z) = / ———(z —t)"dt de Laplace (ou reste inrégral).
n!

3. La formule (1.1), est écrire aussi comme suit

x

k=n (k) (4 (n+1)
f(z) = Z LA O)(ﬂc —z0)* + / u(gﬁ —t)™dt.

k! n!
k=0

0

4. Par le changement de variable x = o + h (et donc h = z — x¢) la formule de Taylor (1.1) précédente devient
pour tout zo et zg + h de [a, D] :

h
! "’ (n) (n+1)
0

+ n! n!

f(xo+h) = f(zo) + 1 9
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

Démonstration - Montrons le théoréme 1.2, par récurrence sur k < n :

’ 7 1

7]0 (IO) (.171 - 130) + f (IO) (1‘1 - 1'0)2 + ...+ f(k)(fﬂo) (581 - CC())k + / 7f(k+1)(t) (1‘1 - t)kdt.

flan) = flzo) + Y k! k!

Zo

(Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fixe dans cette preuve on remplace x par ).
x1

Initialisation : Pour n = 0, une primitive de f’(¢) est f(¢) donc /f’(t)dt = f(z1) — f(z0), et puis f(z1) = f(xo) +

/f’(t)dt. Sachant que (71 —t)? = 1et 0! = 1.

)
Hérédité : Supposons la formule vraie au rang k — 1. Elle s’écrit

x1

' " (k=1) (k)
f(xl) = f(l‘o) + / g‘fO) (1‘1 — l‘o) + %(.ﬁl — .T0)2 + ...+ W(xl — xo)k_l +/ (fk _(:8' (1‘1 - t)k_ldt.
On effectue une intégration par parties dans l'intégrale / (J;(k)(lt;'(ml — t)*~1dt. En posant
u(t) = f((k)(t) i . u(t) = fszrl)(?)k 1
/ ] — ongc, on a, 1 — alors

’U(t):W U(f):—lT

7w Cpykqa D)

/(-];(f;l(xl_ﬂk—ldﬁ — {_f(k)(t)(x1k| t) i|wo+/f o (t)(l‘l—t)kdt

(k) 7y
_ f k('mO) (551 o mO)k +/ f o (t) (931 o t)kdt

Zo

Ainsi lorsque I'on remplace cette expression dans la formule au rang k£ — 1 on obtient la formule au rang k.
Alors, on conclus, d’apres le principe de récurrence la formule de Taylor est vraie pour tous les entiers n pour
lesquels f € "1, ]

Exemple 1.7. Soit f(z) = e®, comme pour tout n € N, on a f est de classe C"** et (™) () = ¢®. Alors, si zo = 1,
nous avons que

fla)=et=ec T B b i +M}+/($—t)"etdt.

1! 2! n! n!
1

Corollaire 1.1. Si f est une fonction polynome, de degré inférieur ou égal a n, donc, f™+) = 0, et nous avons

£ (zo) £ (20) J (o)
1! 2! n!

Vo € [a,b]:  f(zx) = f(xo) + (x —x0) + (x —z0)? + ... + (x — )"

1.2.2 Formule de Taylor-Lagrange

Théoréme 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ (n € N) sur [a,b] et ™ est dérivable sur |a,b[ et soit
xo € [a,b], alors Vo € [a,b] \ {x0}, Ic €]a, b] telle que :

N f (o) £ (x0) 2 £ (o) AR ntl
f(z) = f(zo) + T (x — o) + o1 (x —20)* + ... + ] (x — o)™ + 1) (x — o). (1.2)
: , Fr ()
C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange R, (z) = E) (x — z9).

Université de M’sila 4 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

’ 1" (7L)
Remarque 1.5. 1. Py(x) = f(xo) + ! (ﬁO) (x — o) + f ;TO) (x —20)% + ... + fT('xO)(x — x0)" est la partie
polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n, f et xg '

2. La formule (1.2), est écrire aussi comme suit

k=0 (k) (p (n+1) (4
o) = X i o+ LS o
k=0

3. Le nombre c est souvent désigné par ¢ = zo + 0(z — x¢) avec 0 < § < 1.

4. Par le changement de variable x = z + h (et donc h = z — z¢) la formule de Taylor (1.2) précédente devient
pour tout zg et xo + h de [a, b] :

IO VN ARG 4 f D (o + 6h)

thrl
1 2l n! (n+1)!

f(wo+h) = f(xo) +

Démonstration - La démonstration de théoréeme 1.3 précédente consiste a appliquer le théoréme des accroisse-
ments finis a une fonction convenablement choisie. (Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fixe
dans cette preuve on remplace x par z; € [a,b] ol 21 > z(). On pose

JUEUES: T Z S0 (o) ),

(xl _ xo)n+1

de sorte que
)nJrl

i f(k) :L'O)k n (iKl — X0

(n+1)! A

1l s’agit maintenant de démontrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que A = f("+(¢).
Pour z €]a, b], on pose

= f(k) (21 — )n+1
Z —a)t x(lnfn! A

On remarque que g(z¢) = f(x1) (grace au cho1x de A) et g(xz1) = f(x1). La fonction g est dérivable sur ]a, b] et on
a, pour tout x €]a, b]

k=n—1 k=n
/ fOHD () FOH () (21 — )"
g(z) = - 2 M:C(:le)kJrkZ_ok!x(xlx)kxlmxA
T P O )
(w1 —a)"

= (@) - )

n!
Comme La fonction g est satisfait tout les condition de théoreme de Rolle. Car g est continue sur [z, 1], dérivable

sur |zg, z1] et g(xo) = g(z1). Alors Il existe donc ¢ €]z, 21| tel que ¢'(¢) = 0, ce qui donne A = f("*Y(¢). On en
déduit bien e

=

k=0

*) (g oyl
f (x1 — :co)k + (I1<n —fol))' f(nJrl)(c).

Remarque 1.6. Le théoreme reste vraie méme si x; < xo. En effet, la démonstration précédente ne fait intervenir
aucune des conditions 1 < g ou x1 > g.
™ T

Exemple 1.8. Soit f(x) = sinz, comme f € C™ ([—5, 5]), (neN), et

() () = g nn
Yn e N: fi"™(x) 51n(x—|—2).

Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en 2y = 0 a I’ordre 5, pour certain ¢ entre 0 et = devient,

. 3 x® 8 .
SN =2 — — + — — — sInc.

31 50 6!
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2.3 Formule de Taylor-Cauchy

Théoreme 1.4. f : [a,b] — R une fonction de classe C™ (n € N) sur [a,b] et f™ est dérivable sur |a, b| et soit zo € [a,b],
alors Vx € [a,b] \ {z0}, 30 €]0, 1] telle que :

(x — 20)" (1 - O)"
n!

f (wo)
1!

FOHD (20 4+-0(z—20)).
(1.3)

f(z) = f(xo)+ (r—20)+

C’est la formule de Taylor-Cauchy d’ordre n avec reste de Cauchy

(l‘ _ x0)7L+1(1 _ e)n
n!

R, (z) = f("’+1)($0 +0(x — x9)).

1.2.4 Formule de Taylor-Young

Théoreme 1.5. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ (n € N) sur [a,b] et xo € [a,b]. Alors pour tout x € V(zo),

ona: , -
F(2) = f(zo) + / (15!50) f ;Ixo) f n(!lo)

ol € est une fonction définie sur [a, b] telle que lim e(x) = 0.

T—x0

"

(x —20)* + ... +

(x — o) +

(x = 0)" + (z — m0)"e(2). (1.4)

Démonstration - Appliquons la formule de Taylor d’ordre n a la fonction f sur [z, 2] (on suppose zy < z ). Alors
il existe ¢, €]xo, x|, tel que

k=n
£ () S (e,) o
J@ = 3 ) T )
k=n-+1 (k)l'
= Y gt @ agy e,

k=0

_ O () = fU Y (o)
B (n+1)! ’

Onabien lim e(z) =0, car lim f™V(¢,) = FOF (). "
=T T—To

avec:c, = xo+0(x —x0),0< 0 < lete(x)

Exemple 1.9. Soit f(x) = cosz, comme f € C™ ([0, 7)), (n € N), et

nm

Vn e N: f(™(z) = cos (:er 7)

Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en 2y = 0 a l’ordre 4, et devient,
x? ozt B
coslef§+ﬂ+a: e(x).

Remarque 1.7. La différence essentielle entre les formules est que la formule de Taylor-Young est utilisé localement
(c’est a dire sur des intevalles [z, z¢ + k] et h petit), alors que la formule de Taylor-Lagrange est utilisable sur le
segment [zg, xo + h] méme si h n’est pas petit.

1.2.5 Formule de Taylor-Mac-Laurin

Les formules de Mac-Laurin s’obtiennent & partir de celles de Taylor pour le cas particulier x5 = 0.

Théoreme 1.6. Soit f une fonction de classe C™ (n € N) sur [0,z] et ™) est dérivable sur |0, x|, alors 30 €]0, 1] telle que :

f/ (0)1' —+ f”(O) CUZ + ...+ f(n) (0) n f(n+1) (ex) xn+1.

1l 21 al T )

f(x) = f(0) + (1.5)

Université de M’sila 6 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.3 Développements limités

Démonstration - On applique le théoréme 1.3 ci dessus avec zp = 0. |

Remarque 1.8. La formule 1.5 est donnée par le reste de Cauchy, en peut changer le reste pour donner les diffé-
rentes formules suivantes :

1. f(z) = f(0) + fl(!o)x + f 2(!()) 2?4+ f(TZ!(O) z" + f(n+;)!(9$) (1 —6)"z" !, (avec reste de Cauchy).
’ 1" (n
2. f(x)= f(0)+ fl(P)x + ! 2(|0) 24+ ! TZ'(O) z" + o(z"), (avec reste de Peano-Young).

Exemple 1.10. Soit f(z) = ¢?, alors, pour tout n € N, on a f(")(z) = ¢®. Donc en peut appliquant la formule de
Mac-Laurin au voisinage de 0 pour n = 3, il vient que

2 (ES {E4

e :1+1’+§+§+I€

telle que 0 < ¢ < z. Pour approximation de e%! (C’est a dire x = 0, 1) dans la formule précédante. Le reste étant
petit on trouve alors,
(0,001)

el ~140,140,05+ G

~ 1.150166666666667.

Corollaire 1.2. Supposons que la fonction f (1) st majorée sur [a, b] par un réel M, alors pour tout xo,x € [a,b], ona

|z — x|t

1.3 Développements limités

Définition 1.4. Soient I un intervalle, f : I — R une fonction définie au voisinage d"un point = € I (sauf pout-étre
au point ). On dit que f admet un développement limité a I’ordre n (n € N) en x s’il existe un polyndéme

P(z) = ao + ay(z — 20) + az(z — x0) + ... + an(z — z0)"
de degré inférieur ou égale n et une fonction € : I — R tels que

Veel: f(x)=P(x)+ (x —xo)"e(z), et Ili_}rrwloa(x) =0.

On dit alors que P(x) est la partie réguliere du D.L et (z — xo)"e(x) est le reste du D.L. On écrit le reste sous la

forme o((x - xo)">.

Remarque 1.9. La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développements limités en
5 ()
K

posant ay =

Proposition 1.4. Si f est de classe C™ au voisinage d’un point xo alors f admet un D.L au point zq a I’ordre n, qui provient
de la formule de Taylor-Young :

’ " (77.)
Fw) = feo) + L (19,”0) (2 —z0)+ 1 éf"’) (@ —20)* + ... + fT(fO)(x — 20)" + (z — w0)"e(@).
Remarque 1.10. 1. Si f est de classe C™ au voisinage d'un point 0, un D.L en 0 a 'ordre n est ’expression :
’ 0 17 O (n) O
f(x) = £(0) + —f1(| )x—l— EaC) 2(' >x2 +...+ /70 n'( ):v" +z"e(x).
2. fr~o P
f(x) — f(0)

3. Si f est définie au point 0, on a f(0) = ao, et =ai + asx + ... + apz™ ' + o(x"’l). Alors, f est

T
dérivable en 0 et on a f'(0) = a;.

Université de M’sila 7 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.3 Développements limités

Remarque 1.11. La formule de Mac-Laurin-Young exige I'existence de f(™(0), alors que le développement limité
peut exister sans que f soit dérivable en 0. En effet, considérons la fonction :

flx) =143z —2* +23In|z|.

On voit bien que f n’est pas définie au point 0, donc elle n’est pas dérivable en ce point. Par contre pour méme
fonction f olte(x) = zIn|z|,ona lin% ¢(z) = 0. Donc f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de
T—

0 et le polyndme régulier est P»(z) = 1 + 3z — 2°.

Théoréme 1.7. (L'unicité) Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors ce développement limité
est unique.

k=n
flx) = Z are® + a2y ()
k=0

Démonstration - Supposons que,

k=n
flx) = Z bra® + a"eo(x).
k=0
k=n
En effectuant la différence on obtient :Z(ak — bg)z® + 2" (e1(z) — ea(z)) = 0. Lorsque l'on fait 2 = 0 dans cette
k=0

égalité alors on trouve ag — by = 0, i.e, ag = by. Ensuite on peut diviser cette égalité par z, on trouve

k=n

Z(ak — b))zt 4 2" (1 (z) — e2(x)) = 0, en évaluant en 2 = 0 on obtient a; = by, ..., etc. Alors, on trouve
k=1

ar = by, pour tout k € {1, ...,n}. Les parties polynomiales sont égales et donc les restes aussi. |

Corollaire 1.3. Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son D.L en 0 ne contient que des mondmes de
degrés pairs (resp. impairs).

k=n
Démonstration - Posons f(z) = Z arz® + z"e(x). Si f est paire alors

k=0

f(=2) = f(z) = ap — a17 + agz® + ... + (—1)"z"™ + 2"¢(z). D’apres théoréme 1.7 (I'unicité du D.L en 0) on obtient
a = —ai1, a3 = —as, ..., et donc a;, = 0 pour tout k impair. [
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.4 Développements limités usuels

1.4 Développements limités usuels

En utilisant la formule de Mac-Laurin-Young, on obtient les développements limités des fonctions usuelles au
voisinage de 0.

" r  a? " n
e’ = 1+f+§+'“+ﬁ+x e(x).
IB I5 x2n+1
iz = - — — — 4.+ (=) + 22" 2(2).
sin z TS T + ...+ (-1) Gnr1) + " e (x)
.’1?2 .’II4 xQn
- 1= i —1)" 2n+1
oS ST TR AN o TR )
3 222 1 7
tane = T4+ = 4+ o 4 I + 28 ()
3 15 315
$3 z° x2n+l 9
— o4z n+2
shx = z+ 30 + =] +...+ @n 1) +x e(z).
2 4 2n
chr = 1+ ;, + Z, 4+t (2 I + 2" He(z)
3 22° 1727
thr = x— =+ - —— +2°
S I T TER
-1 -1 —2)(a— 1
1+xz)* = 1+ax+%x2+...+a(a )(a ') (a=n+ )x”+x”€(x).
! n!
1
T = L4z +a?+ ...+ 2™+ a"(z).
1
Tz = -z 42?4 ..+ (=1)"2™ + 2 e(z).
1 1 1
In(l—-2z) = —z-— 5952 - gx?’ — = Em" + z"e(x).
1 1 1
In(l+2z) = z-— 53:2 + gx?’ Fo (D) =g 2" (x).
n
2 1.1.3.5...(2n - 3
1+z = 1+g— %4—...4—(—1)”_1 2n§1!n )a:"—i—xns(m).
1 x 3 1.35..(2n — 1)
- 1-Z2_Z 2 . —1)" n n .
— 5 895 +...4+(-1) T + z"e(x)
_ 12  1.32° 1.3...(2n — 1) 2?7+l S
aesing. = w4 St o s Tt oo, @D T @)
77 la3  1.32° 1.3..2n — 1) a2+l Int2
MCCOST = 5Ty Taas T adian (asn 0 o)
3 5 2n+1
arctanx = x— %—&-%—&-...—f—(—l)”@iﬁ_’_l) + 22" 2 ().

1.5 Opérations sur les développements limités

Soient f et g ayant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0, i.e,

k=n k=n
fl@) =" apa® +o(a") = Py(x) + o(z"), g(z) =Y brz" +o(z") = Qu(x) + o(a").
k=0 k=0

Théoreme 1.8. (Troncature) Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n € N au point xo = 0, alors elle
admet un développement limité d’ordre p < n.

Exemple 1.11. Nous savons que, pour tout n € N

x 2 "

e :1+ﬂ+§+...+ﬂ+x e(x).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

Donc, pour tout p < n,on a
T x? P »
6—14’1'4’54’ +7+$€()

1.5.1 Développement limité d'une somme et dun produit
Proposition 1.5. Pour tous A, € R les fonctions Af + ug et fg admettent un développement limité a I’ordre n. Alors,

k=n

Af+pg)(z) = Z(/\ak + pby)z® + o(z™).
k=0

k=n
(f9)() > e + o(a"), tel que ¢, = Zazbk i
k=0

Exemples 1.3. Déterminons le développement limité a ’ordre 3 et 4 au voisinage de 0 de

In(1 + z)

- etk = [In(1 + x)]* respectivement.

h(z) =
1. Pour h, posons f(z) =1In(1 + z), et g(z) = L .Ona:

1 1
flx)=2— -2+ —2® + o(z®) et g(x) =z + 2 + 23 + o(2®).

2 3
In(1 + z) 1, 554 3
Donc, —= 8 22y .
onc, T x—i—Qa: +6x + o(z”)
2. Pour k,on a,
2 Lo 13 3\12
K@) = @) = [r— 30’ + 32+ oa”)]
11
_ .2 3 Ll 4 4
= " —=x —|—12x + o(z").

1.5.2 Développement limité d’un quotient

Proposition 1.6. Si le nombre g(0) = Q,,(0) # 0 est non nul, le développement limité de f a l'ordre n au point 0 est
)

L @) = (e + ota),
ot T), est le quotient a I'ordre n de la division de p,, par Q. selon les puissances croissantes.
Exemple 1.12. Déterminons le développement limité & 1’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction tan(z) = iy
cos

Au voisinage de 0, les développements limités de sin x et de cos x a ’ordre 5 s’écrivent comme suit

B R . . 22 gt
sinx = x7§+§+x5()e cos T f—JrEers()
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

La division suivant les puissances croissantes nous donne.

I‘g i 1’5 1 IQ 4 IA
61 1201 12 2%
—z 4 -1 — —2® |z 2+ =P
1 2 . 2 24 3 15
D'ow, tan(z) = z + —a® + —a° + o(z). 1 T
37 T 15 o R
3 30,
1, L 1:U5
—-x
3 6
2 5
— T
15

Remarque 1.12. On peut utiliser la méthode suinante pour calculer le dévelopement limité d'un quotient i, ol
)

1
nous utilisons le D.L de ——.
1+t
k=n
3 k n m . e . f 1
1. Siby =1, onposet = Z bra™ + o(z") = Qn(x) + o(z™), et le quotient s’écrit = = f x ——.
k=1 g 1+t
2. Siby # 1 est quelconque avec by # 0 alors on se ramene au cas précédent en écrivant
1 1 1 b1 b 1
—=—x——,out=14+—a+...+—z™+ —ox(").
g by 1+t bo bo bo ™)

3. Si by = 0 alors on factorise par z* (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents.

1.5.3 Développement limité d’'une composée

Proposition 1.7. Si limO g(x) = 0 (c’est-a-dire by = 0), alors f o g admet un développement limité d’ordre n dont la partie
z—

réguliere est obtenu en négligeant les termes de degré supérieur a n du polynéme (Q,, o Py,)(z), i.e,

k=n
o Ny = be((Pa(@)) +ofa”).
k=0

Exemple 1.13. Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction h(x) = cos(sin(z)).
Posons f(z) = cosz, et g(x) = sinz, comme lin% g(z) =0, et
z—
3 2 4
e =1 — o 4t =1 T s
sine =z — o +az%e(z) et cosx =1 51 + o + z’e(x).
Alors, on a

1 ZC3 3

- g(o-5) + (o= 5) +a%)

_ Lo D4, 5
= 1—im +gt te e(z).

>
—
0
Il
“\h
(o)
S
—
E
|

1.5.4 Développement limité d’une primitive

Proposition 1.8. Soit F' une primitive de f. Alors F' admet un développement limité d’ordre n + 1 en 0 qui s’écrit

O/ F(t)dt

k=n
= F(0)+ Z %xk“ + 2" e (x),
k=0
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

telle que ili% e1(t)=0

1

1+ 22
Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 2n + 1 de arctanz est

Exemple 1.14. On a: (arctanz) = =1—z? +a2* + . (=) + 2" Me(a).

x

arctanz = arctan0 + /(1 — 2t (D) 2 e () dt
0
R B 220+l
— _ i —1)" 2n+2 )
x 3+ 3 + ...+ (-1) 7(2n+1)+a? e(x)

Comme conséquence immédiate de ce théoreme, on déduit le corollaire suivant.

1.5.5 Développement limité d'une dérivée

Corollaire 1.4. Si f est dérivable en 0. Alors f" admet un développement limité d’ordre n — 1 au voisinage de 0, et nous
avons

f'(x) = ai+ 2+ ... +naz" 42" te(t)

k=n
= Z kagx" ™! 4+ 2" e(2).
k=1

Exemple 1.15. Le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 5 de sin est

3 5
L T z 6
szfa:ngrﬁer e(z).

Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 4 de cos est

2 ppov

— z 5
cosxflf§+ﬂ+a: e(x).

1.5.6 Développement limité en point quelconque z( # 0 et a I'infini oo

Définition 1.5. Soient f une fonction définie sur un voisinage d'un point z, sauf peut-étre en zy et n € N*. On dit
que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de z si :

f@)=ao+ a1(z — xp) + az(z — xo)2 + .. tan(z—x0)" + (x — z0)"e(x)
ol a;, 0 <1 < n, sont des nombres réels et € une fonction tendant vers 0 quand z tend vers .

Remarque 1.13. Pour développer une fonction f au voisinage d'un point zy # 0 on peut toujours se ramener a le
cas si zp = 0 en faisant le changement de variable ¢t = z — (. Dans ce cas la, on a

f(x) = f(t+x0) = ao + art + agt® + ... + ant™ + t"(x)

Définition 1.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, +c0] (ou bien de la forme | — 00, a]). On
1
dit que f admet un D.L en 400 a l'ordre n si la fonction g(t) = f (;) admet un développement limité d’ordre n au

voisinage de 0. Dans ce cas le développement limité d’ordre n au voisinage de +oc est donné par

n 1 1 . 1
flx) :ao+E +...—|—a—n+ —n€<7>, telle que lim 5(—) =0.
x x " \z z—too \T
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

Exemple 1.16. 1. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en 2 de la fonction

f(x) = e*. Posons, { f](?)x:_f%t +2), alors ¢t — 0si # — 2, donc au point 0 on a

2

t 3
e—l—s—1 + = +3'+o(t)

Dongc, on a

2 tj 3

o1 + = 30 + o(t?)

-2 (x-2)? (z—2)3
T TR

gty =" = [1+ + =

=e’ = 62{1+

+o((z — 2)3)]

T

2. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en +oo de la fonction f(z) = 1

Posons, x 1 dans cecaslat — 0siz — 400, donc au point 0 on a

1 f
g(t):l—t:1+t+t2+t3+o(t3).

Par suite donc le développement limité de f(x) au voisinage de +o0 est

1 1 1 1
f(x):1+;+ﬁ+ﬁ+o(ﬁ)

1.6 Applications des développements limités

1.6.1 Calcule des limites

Les développements limités sont trés utiles dans la recherche des limites de fonctions et 1'étude des formes
indéterminées.

t —
Exemples 1.4. 1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f définie par f(x) = M.

23
Au voisinage de 0, on a:
L 5 4 a’ 4
tcmx:x—&—gx +z%e(x) et sinz =1z — 5—1—1‘ e(x).
Donc . 1
x4+ §m3 —(x— g—?) + ze(x) 5553 + zle(x)
fla) = - - =
1
Ainsi lim f(z) = 7
2. Déterminer la limite en 0o de la fonction f définie par f(z \/ 24+ +1-— \/ 3+ — 2.
1
On posepourz >0, t = o avect > 0.0Ona
1 1 11 1
f(;) = SOttt 2142

Or au voisinage de 0,
1 1 z 1 2 2 3
(1+u)z = 1+2u+o() (I4+u)s = 1+3u+0( u), telle que u =t + =, ou u = t= — 2¢°.
Donc )
(1+t+t2)%=1+§t+o(t), (1412 =235 =1+ o(t).

Ainsif(%) :%(%t—l—o(t)):%—i— o(1),d’ott Brfmf( x) = ;
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

1.6.2 Détermination des branches infinies

Définition 1.7. Rappel Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]z, +oo[ (ou bien de la forme
] — 00, xo[) et (C) la courbe représentative de f (dans un repere du plan).

1. Si lim f(x) = +oo, (respctivement lim f(x) = +00), alors la droite (A) : = z( est asymptote verticale a
x;mcg xz}ﬁfo
(C) en z¢ (et idem a gauche ou a droite en ).

2. Si lirj? f(z) =1, 1 €R, alorsladroite (A) : y = [ est asymptote horizontale en +oc.
T—r 00

3. S’il existe deux réels a,b € R, (a # 0) telle que E?tl [f(z) — (ax 4+ b)] = 0, alors la droite (A) : y = ax + b

est asymptote oblique en +oo.

-
f" T T T T .

—

FIGURE 1.1 — Courbe représentative de (C') et son asymptote en +oc.

f(x)

Proposition 1.9. On suppose que la fonction x — ———= admet un D.L en +oo (oit —oo) telle que
xT

f(x)

a ar 1
7:a0+7+7k+0(7)
T T T T

oit k est le plus petit entier supérieur ou égal 2 tel que le coefficient de —- soit non nul. Alors hini [f(x)—(apx+a1)] =0
€T T— 00

(resp en —oo ). Donc la droite (A) : y = apx + ay est asymptote oblique a la courbe de f en 400 (resp en —oo).

Remarque 1.14. La position de (C) par rapport a (A) est donné par le signe de f(z) — y au voisinage +co.

. . . o ag 1 _
Démonstration- Ona Tgrinoo[f(m) — (agz +ar)] = Tll)lziloo [7;6’“*1 + O(Tkrfl )} =0.
Donc y = agx + a; est une asymptote a la courbe de f. u

2x

Exemple 1.17. Déterminer les asymptotes obliques (s'il existent) de la fonction f définie par f(z) = zez® — 1.
Au voisinage de 400 (resp —oc), ona:

f(x) :x+2+0(£).

Donc (A) : y = x + 2 est asymptote a C en +o0.
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