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Notation

Nous introduisons les notations et les dfinitions ncessaires qui sont utilises par la suite.

V(o) : voisinage de .

f=o0(g) :festngligeable devant g au voisinage de .
Z0

f=o0(g). :festngligeable devant g au voisinage de .

f ~z : f et g sont quivalentes au voisinage de x.

fec" (I R)La fonction f de classe C" sur I, (n € N).

fa(xo), f,(zs)La drive droite et gauche en point z, (respectivement).

f : La fonction rciproque de f.

D.L : Dveloppements limits.

R, (x) : Le reste dans la formule de Taylor d’ordre n.

P,(x) : Fonction polyndme d’ordre n.

arcsin : Fonction arcsinus.

arccos : Fonction arccosinus.

arctan : Fonction arctangente.

sh, ch et th : Fonctions sinus, cosinus et tangente hyperboliques(respectivement).
argsh, argch: Fonctions argument (sinus, cosinus) hyperboliques,(respectivement).
argth : Fonctions argument tangente hyperboliques.
deg(P) : dgr d’un polynme P.
= (z1,)o<k<pubdivision finie du segment [a, b].
([ b],R) :L’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] valeurs relles.
fe B[a, b] : Les fonctions f est borne sur [a, b].
f € Rla,b] : Les fonctions f est Riemann-intgrable sur [a, b].

k=n
So(f) = Z my Az la somme de Darboux infrieure de f o m;, = [ inf ] f(z).
k 1 TE|TK_1,Tk
So(f) = Z M Az la somme de Darboux suprieurede f o M, = sup  f(z).
TE[TK—1,Tk]
R,+(f) = Z x, — x—1) f(t;) La somme de Riemann de f associe o 0t = (t;)1<k<, tels que

ti € [Tr—1, k).

f(z)dz = [F(z)]° = F(b) — F(a) l'intervalle limite de f o F une primitive de f sur [a, b].

/ f(z)dx := F(x)+ clintervalle illimite de f [a,b] 0 F une primitive de f et c est

une constante quelconque.
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(EDL) : Equation diffrentielle linaire.

(EH) : Equation diffrentielle homogne.
(EBr) : Equation diffrentielle de Bernoulli.
(ER) : Equation diffrentielle de Riccati .
(ELg) : Equation diffrentielle de Lagrange.
PPCM(.,.) : Le plus petit commun multiple.
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Introduction

L'ouvrage suivant est une présentation du cours d’analyse 2 pour le deuxieme semestre,
pour les étudiants de premiere année une licence en mathématiques et en informatique.
J'espére aussi que c’est une référence pour les étudiants des classes préparatoires des écoles
supérieures et des ingénieurs comme un rappel au moins des concepts de base et des outils
d’analyse 2.

Dans le premier chapitre, nous présenterons le concept d’équivalence des fonctions, ainsi que
le développements limités des fonctions numériques d'une variable réelle aux voisinage de
zéro, d’un point différent de zéro et au voisinage de l'infini, et nous donner aussi le reste de
le développements limités aux sense de (Lagrange, Cauchy ...) Nous essayons également de
fournir quelques des applications pour le développements limités. Dans le deuxiéme chapitre,
nous expliquerons le concept d’intégrale définie de Riemann et démontrerons les propriétés de
base de l'intégration des fonctions bornées aussi bien que continues, sur un intervalle borné et
fermé.

Ensuite, nous introduisons le concept des fonctions primitives, nous calculons les fonctions
primitives de certaines fonctions usuelles et nous donnons des méthodes pour calculer
certaines intégrales.

Dans le chapitre trois, nous étudierons les équations différentielles ordinaires et expliquerons
les méthodes de résolution de certaines équations équations différentielles linéaires du premier
et du deuxieme ordre. Notez également que nous fournirons quelques illustrations, ainsi que
de nombreux exemples qui ont été résolus. Nous fournirons également a la fin de chaque
chapitre une série d’exercices et de probléemes non résolus, aidant peut-étre les éleves a
comprendre 1'unité.



CHAPITRE 1

FORMULES DE TAYLOR ET
DEVELOPPEMENTS LIMITES

Sommaire
1.1 Comparaison des fonctions au voisinaged'unpoint . . ... ... ........ 2
1.1.1 Linfiniment petit et l'infinimentgrand . . . . ... ... ... ... ... .. 3
1.1.2 Fonctions négligeables . . . . . .. ... ... ... .. ... . ... ... .. 3
1.1.3 Fonctions équivalentes . . . . . . ... ... ... .. Lo o L 3
1.1.4 Limites et équivalents des fonctions ~ . . . . . .. ... ... .. ... ... 5
1.2 Formule de Taylor et développements limités. . . . . .. ... ........... 6
1.2.1 Laformule de Taylor avec resteintégral . . . . . ... ... ... .. .... 6
1.2.2 Formule de Taylor-Lagrange . . . .. ... ... ... ............ 8
1.2.3 Formule de Taylor-Cauchy . ... ... ... ... .............. 9
124 Formulede Taylor-Young . . . ... ... ................... 10
1.2.5 Formule de Taylor-Mac-Laurin . . . . . ... ... ... ........... 10
1.3 Développementslimités. . . ... ... .... ... .. ... . oo, 11
1.4 Développements limitésusuels . ... ... ... ..... ... . ... ... 13
1.5 Opérations sur les développements limités . . . .. ... ... .......... 14
1.5.1 Développement limité d'une somme et dun produit . . . . ... ... ... 14
1.5.2 Développement limité d'unquotient . . . . . ... ... ... . ... ... 15
1.5.3 Développement limité d'une composée . . . . .. ... ... . ... ... 15
154 Développement limité d'une primitive . . ... ... ... ... .. ... .. 16
1.5.5 Développement limité d'une dérivée. . . . . ... ... ... .. ... ... 16
1.5.6 Développement limité en point quelconque zp # O etal'infinico . .. .. 17
1.6 Applications des développements limités . ... ... ............... 18
1.6.1 Calculedeslimites . . . .. ... ... ... .. ... . .. . . 18
1.6.2 Détermination des branches infinies . . . . . ... ... ... ... ... .. 18
1.7 Exercicesetproblémes . . ... ... ... ... . . . i oo, 20

1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d'un point

Dans ce section, on considére les voisinages V,,; C R de z, suivants (selon le cas étudie)
|zo — a, o + a[—{z0}, Jx0, 0 + f, JT0 — @, 20[ | — 00, 2] €t |20, +00], tel que a > 0.



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

1.1.1 L’infiniment petit et I'infiniment grand

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur V,, un voisinage de z,. Alors, on dit que :

1. La fonctions f est un infiniment petit au voisinage de z( si lim f(x) = 0.
Tr—T0

2. La fonctions f est un infiniment grand au voisinage de z si lim f(z) = +oo.
Tr—xQ

Exemple 1.1. 1. La fonctions f définie sur R* par f = 1 — ST est un infiniment petit au
i

voisinage de 0 car lir% f(z) =0.
T—

2. La fonctions f définie sur R* par f = — est un infiniment grand au voisinage de 0 car
T

ili)r(l) f(x) = +o0.

1.1.2 Fonctions négligeables

Définition 1.2. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x, s’il existe une fonction
e définie au voisinage de z telle que :

f(z) =¢e(z)g(x) et lim e(z)=0.

T—T0

On note f = o(g) ou plus simplement f = o(g).

)
Remarque 1.1. o est dit aussi le symbole de Landau.

Exemples 1.1. au voisinage de 0, on a

1. 2° = o(2?) 4. zlnx = o(1)
2. 2" =o(z™), n>m 5 z(ln|z])" =o(1), n € N
3. ¢ Tl = o(z"), n € Z 6. z"(In|z|)" = o(1), m,n € N.

Proposition 1.1. Si g ne s’annule pas au voisinage de x, (sauf peut-étre en x), alors

En particulier

1.1.3 Fonctions équivalentes

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de z,. On dit que les
fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de z, s'il existe une fonction h définie sur un
voisinage de x telle que :

f(z) =g(x)h(z) et lim h(z)=1.

T—T0

On écrira dans ce cas f ~,, g.

Université de M’sila 3 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Remarque 1.2. Si g # 0 dans un voisinage de z, alors

[~ g lim 1)

=1.
T—x0 g(ﬂj‘)

1
Exemple 1.2. Au voisinagede Oona 1 — cosz ~ §x2. Car

. 1—coszx ) sin % 2
lim — = lim T = 1.
z—0 §x2 z—0 5;['

Exemple 1.3. Soit f une fonction dérivable au point x,. La fonction f s’écrit au voisinage de z
sous la forme

f(x) = f(xo) ~ (x — x0) f'(xo) lorsque z — x.

Si on applique ¢a au voisinage de 0 aux fonctions usuelles, on obtient :

1. sinx ~g x 3. " —1~gpx 5. In(14z) ~yz

2. cosT ~g 1 4. tanx ~g T
Exemple 1.4. Soit f un polynome de degré n qui s’écrit sous la forme
f(2) = anz™ + ap12" 7+ ... Fax+ay  tel que a,, # 0.

Alors, f(z) ~io0 anz". En effet, on a

Qo

Ay
f(:v):anx"(1+ L+
Apn X Ap "™

) =ap,z"h(z) et lim h(z)=1.

T—+00

Proposition 1.2. Si f| ~,, faet g1 ~u, g2 alors figy ~u, fago. En particulier f|' ~,, f3, (n € N¥).
Side plus fo # 0 et go # 0 au voisinage de x, alors f—l ~zo g

2 g2
Remarque 1.3. La relation ~ est incompatible avec I’addition, c’est-a-dire, si fi ~, f2 et g1 ~z,

g2 onn’a pas en généralement fi + g1 ~y, fo+ g2, Ni fi — g1 ~ay f2 — 9o

Exemple 1.5. 1. 2+ 22® ~y = + 2! et ¥ ~; = mais (v + 22%) — x n’est pas équivalente a
(z + 2*) — 7 au voisinage de 0.
2.Si f(r) = 22° —x +4etglx) = —2°+2* — 1, Alors, on a f(z) ~,o fi(z) = 22° et
9(7) ~ 1o g1(x) = —2*. Mais f(z) + g(x) = 2* + 2° — v — L et fi(x) + g:(x) = 0 ne sont pas
équivalentes.

Proposition 1.3. Si f tend vers une limite | en x, (I finie ou non) et si f ~,, g alors g tend vers [ en

xo.

Démonstration - Supposons lim f(z) =let f ~,, g, alors il existe une fonction h définie sur
T—T0

un voisinage de z telle que :

f(z) = g(x)h(z) et lim h(z) =1.

T—T0
Donc I l
. . xr
Jim g(w) = lim 5728 =7 =1

Université de M’sila 4 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

T ot g(x) = P27 Ona f ~o g, car f(z) = g(0)h(a),

1
h(z) = et lim A(x) = 1. Comme lim f(z) = 1, donc on obtient lim g(z) = 1.
cosT 0 20 20

Exemple 1.6. Soient les fonction f(z) =

Théoreme 1.1. On a I'équivalence suivante f ~,, g < f—g=o0(g9) < f =g+ o(g).
x0 x0

Propriétes 1.1. La relation ~ au voisinage de xz( est une relation d’équivalence entre les fonc-
tions : elle est symétrique, réflexive et transitive i.e, pour toutes les fonctions f, g, h, on a.

1. f~f 2. f~g=>g~f 3. f~getg~h=f~h.

1.1.4 Limites et équivalents des fonctions ~

Il est possible d’appliquer la relation d’équivalence des fonctions ~ afin de calculer des
limites, notamment pour lever les cas d’indéterminations.

2

, 1—cosz , o , 9
Exemples 1.2. 1. glnlir(l) 2@ —7)tan 2z = ilir(l) 592" & (Ici, 1 — cosx ~ 535 ).
1 —¢e*)si —).
PR L A N ) Y
x—0 2 + 3 z—0 2

Université de M’sila 5 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2 Formule de Taylor et développements limités.

La formule de Taylor et ses variables, est une écriture approximative d’une fonction qui
est généralement du type C" (au moins), sous forme de polyndmes plus un reste, cependant
localement au voisinage d'un point, ce dernier dont on sait mesurer avec précision son erreur.

1.2.1 La formule de Taylor avec reste intégral

Motivation 1.1. Une fonction f continue sur [a,b] et dérivable en z, €|a,b[ peut s’écrire au
voisinage de x¢ : f(z) = f(z0) + (x — x0) f'(x0) + (z — x)e(x), avec lim e(z) = 0. Cela revient a
Tr—T0

dire que f est approximée par un polynome P de degré 1 tel que.

P(x) = f(xo) + (x — o) f'(x0),

avec un reste R(z) = (v — wo)e(z) et qui’est tend vers 0 quand = tend vers z,. La formule de
Taylor généralise ce résultat a des fonctions n fois dérivables qui peuvent étre approximées (au
voisinage de z,) par des polynomes de degré n.

Théoréme 1.2. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"*', (n € N) sur [a, b] et soit x,zy € [a,b],
alors :

T

’ " (n) (n 1)

f(z) = f(xo)+ (19:70) ($—$0)+%($—$0)2+.“+JC n(!xo)(a:—xo)"+/%(m—t}"dt. (1.1)
’ T 7 T (n) "

Remarque 1.4. 1. P,(x) = f(xo) + / <1|0) (x —xo) + / ; o) (x —20)* + ... + / n(' )(x — z0)"

est la partie polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de 7, f et 2
K f(n+1) (t)
2. Lereste R,(x) = / —'(x — t)"dt de Laplace (ou reste inrégral).
n.
zo

3. La formule (1.1), est écrire aussi comme suit

xT

=160 (2, (n-+1)
f(z) sz ( )(m—xo)kﬁL/f—(t)(x—t)”dt.

k! n!
k=0

o

4. Par le changement de variable z = zy + h (et donc h = = — () la formule de Taylor (1.1)
précédente devient pour tout z, et xy + h de [a, b] :

/ " (n) (n+1)
f(xo+h)=f(xo)+f§T°)h+f ;TO)h2+...+f (xo)h”nt/%l!(t)(h—t)”dt.

n!

0

Démonstration - Montrons le théoreme 1.2, par récurrence sur k < n:

' " (k) k)
f(x1> = f(l'o)‘i‘@(xl _33'0)"’%(1’1_%0)24‘...4— f k('x(]) (%1—$o)k—|—/ fk—'(t)(l'l—t)kdt
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

(Pour éviter les confusions entre ce qui varie et ce qui est fixe dans cette preuve on remplace x
par x1).

Initialisation : Pour n = 0, une primitive de f'(¢) est f(¢) donc / f(t)dt = f(x1)— f(xzo), et puis

f(z1) = flx) + /f’(t)dt. Sachant que (z; — 1)’ = 1et 0! = 1.

Zo
Hérédité : Supposons la formule vraie au rang k — 1. Elle s’écrit

1

' " (k=1) (k)
f(l’l) = f(l'o)+f (1‘7';0) (:Ul—xo)—i-#(x1—$0)2+...+%%?)(x1—x0)k1—1—/ <J; _(i; (%1—t)k71dt.
téarat . . A0
On effectue une intégration par parties dans l'intégrale / m(m —t)" "dt. En posant
u) =190 (1) = FE
, (1 — )"~ dong, on a, — )¢ alors
v'(t) = ﬁ v(t) = _%
T T )
/(i —(3!(““ —i)f e = | =100 (xlk;! . } +/f k! - (= )"t
(k) )
_ f k:('x()) (xl . l’o)k + / f o (t) (xl . t)kdt

Ainsi lorsque 1’on remplace cette expression dans la formule au rang k — 1 on obtient la formule
aurang k.

Alors, on conclus, d’aprs le principe de récurrence la formule de Taylor est vraie pour tous les
entiers n pour lesquels f € C"*1. =

x

Exemple 1.7. Soit f(z) = €%, comme pour tout n € N, on a f est de classe C"! et f™(z) = ¢”.
Alors, si zy = 1, nous avons que

o) = =i B Cgih g EO o [T e

1

Corollaire 1.1. Si f est une fonction polynome, de degré inférieur ou égal a n, donc, f™ ) = 0, et nous
avons

Vr € [a,b] : f(I):f(%)"'f

Université de M’sila 7 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2.2 Formule de Taylor-Lagrange

Théoreme 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ (n € N) sur [a, b et f" est dérivable sur
la, b] et soit xy € [a,b], alors Vx € [a,b] \ {x0}, 3c €]a, b] telle que :

' " (n) (n+1)
@) = fan+ 2 )+ g bt T g . 12
f(n+1)(c)
C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange R, (x) = m(x — Zo).

Remarque 1.5. 1. P,(z) = f(x0) + @(x ~ o) + %@ S S | (n;('%) (z — 0)"

est la partie polynomiale de la formule de Taylor (elle dépend de n, f et x

2. La formule (1.2), est écrire aussi comme suit

k

i)=Y

k

0

fr ()
(n+1)!

)n-i—l'

) (2o
<! )(x—xo)k—i- (x — g

k

3. Le nombre c est souvent désigné par ¢ = z + §(x — ) avec 0 < § < 1.

4. Par le changement de variable z = zy + h (et donc h = x — z() la formule de Taylor (1.2)
précédente devient pour tout zg et o + h de [a, b] :

f,(%’o)h J (o)
21

f (o), [ (o + 6h)
1 h" +

R
n! (n+ 1)!

h? + ...+

_I_

f(zo+h) = flxo) +

Démonstration- La démonstration de théoreme 1.3 prcdente consiste a appliquer le théoreme
des accroissements finis a une fonction convenablement choisie. (Pour éviter les confusions
entre ce qui varie et ce qui est fixe dans cette preuve on remplace = par z; € [a,b] olt 1 > ).
On pose

(f(l’l) - kzn %(1’1 - xo)k>;

k=0

(n+1)!
(z1 — )"t

A:

de sorte que

k= o)
fa) = 3 T gyt
k=0 '

(w1 — @)™
(n+1)!

Il s’agit maintenant de démontrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que A = "V (c).
Pour z €]a, b], on pose

20 () (17 — x)"
@) = 2, @ =+ e

A
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

On remarque que g(zo) = f(x1) (grace au choix de A) et g(x1) = f(x1). La fonction g est déri-
vable sur |a, b| et on a, pour tout = €]a, b]

k=n—1 r(k41) k=n e(k+1) —x)"
gx) = - % fk—!m(f”l —a)t ar fk—!(x)(“’l ) %‘4
_ —f(nﬂ)(x) (ry — )" — (21 = x)nA
! !
(@~ 2)" '

_ (n+1) _

= —— (") - 4)
Comme La fonction g est satisfait tout les condition de théoréeme de Rolle. Car g est continue
sur [z, 1], dérivable sur |z, x1] et g(xg) = g(z1). Alors Il existe donc ¢ €]z, x1[ tel que ¢'(c) = 0,
ce qui donne A = ™" (¢). On en déduit bien

k=n
J® (o) (z1 — 20)"*! i
flz1) = kZ:O o (21 — @o)F + T(i)!f( e).

Remarque 1.6. Le théoreme reste vraie méme si 7 < (. En effet, la démonstration précédente
ne fait intervenir aucune des conditions x; < g ou x; > xy.

Exemple 1.8. Soit f(z) = sinz, comme f € C'" ([—g, g]), (n e N), et

Vn € N: f®(z) = sin (x + %)
Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en zy = 0 a 'ordre 5, pour certain c entre 0 et x

devient,

x> x° af

smx:x——!—ka—asma

1.2.3 Formule de Taylor-Cauchy

Théoreme 1.4. f : [a,b] — R une fonction de classe C™ (n € N) sur [a, ] et ™) est dérivable sur]a, b]
et soit xy € [a,b], alors Va € [a,b] \ {zo}, 30 €0, 1] telle que :

J (o) J (o)

21 n!

(x — z0)" (1 —0O)"

oy Fr) (z04+0(x—10))

(1.3)

(z—m0)2 ..+

(l’—l’0>n+

—(I‘—$0)+

C’est la formule de Taylor-Cauchy d’ordre n avec reste de Cauchy

Ro(x) = E 20" =0 oy g — ).

n!
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2.4 Formule de Taylor-Young

Théoreme 1.5. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" (n € N) sur [a,b] et zy € [a,b]. Alors
pour tout © € V(xg), ona:

f/(ﬂUo)
1!

f”(ﬂfo)

9 - (x —x0)" + (x — x0)"e(z). (1.4)

f(x) = f(xo) + (x — o) + (x—20)* + ...+

ol € est une fonction définie sur [a, b] telle que lim e(z) = 0.

Tr—xQ

Démonstration - Appliquons la formule de Taylor d’ordre n a la fonction f sur [z, z] (on
suppose = < z ). Alors il existe ¢, €]z, x|, tel que

k=n

F®) (o) FOE)

o) = 30 ) )
k=n+1

(k $0 k n+l
-3 LU0) () 4 (1 — ) ™).

f(n+1)(cl’) _ f(n+1)<x0)
(n+1)! '
On abien lim e(z) = 0, car lim f™*V(c,) = fOF (z). n

T—T0 T—T0

avec:c, = w9+ 0(x —xp),0< 0 < lete(x) =

Exemple 1.9. Soit f(z) = cosz, comme f € C™([0,]), (n € N), et

L) () — nr
Vn e N: f"(x) cos(x+2>.

Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en z, = 0 a 'ordre 4, et devient,

2 1'4

cosx—l—g—l—g—i-m e(x).
Remarque 1.7. La différence essentielle entre les formules est que la formule de Taylor-Young
est utilisé localement (c’est a dire sur des intevalles [z, 7o + h] et h petit), alors que la formule

de Taylor-Lagrange est utilisable sur le segment [z, zo + k]| méme si h n’est pas petit.

1.2.5 Formule de Taylor-Mac-Laurin

Les formules de Mac-Laurin s’obtiennent a partir de celles de Taylor pour le cas particulier
Ty = 0.

Théoreme 1.6. Soit f une fonction de classe C™ (n € N) sur [0,z et f™ est dérivable sur |0, x|, alors
360 €0, 1] telle que :

_ f’(o) f//(o) 2 f(n) (0> n f (n+1) (01’) n+1
f(z) = f(0) + TR TR S iy CESI " (1.5)
Démonstration - On applique le théoréme 1.3 ci dessus avec xy = 0. n
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.3 Développements limités

Remarque 1.8. La formule 1.5 est donnée par le reste de Cauchy, en peut changer le reste pour
donner les différentes formules suivantes :

L f(z) = f(0) + fl(?)w + f2<'0) 2+t f(:jl(o)m” + f(”+;)|(9x) (1 —@)"z"*! (avec reste de
Cauchy). ' ' ' '
/ " (n)
2. f(z) = f(0)+ fl(‘o)x + / 2(|0)x2 + ...+ f nl(o)x” + o(z"), (avec reste de Peano-Young).

Exemple 1.10. Soit f(x) = ¢*, alors, pour tout n € N, ona f™(z) = ¢”. Donc en peut appliquant
la formule de Mac-Laurin au voisinage de 0 pour n = 3, il vient que

2 ZL’3 l‘4

€ :1+x+§+§+ze

telle que 0 < ¢ < z. Pour approximation de e*!, (C’est dire » = 0, 1) dans la formule précédante.
Le reste étant petit on trouve alors,

(0,001)
6

"' ~140,14+0,05+ ~ 1.150166666666667.

Corollaire 1.2. Supposons que la fonction ™) est majorée sur [a, ] par un réel M, alors pour tout
xo, T € [a,b], ona
|Zlf _ x0|n+1
- P, <M——-
() = Pulo)] < M

1.3 Développements limités

Définition 1.4. Soient I un intervalle, f : I — R une fonction définie au voisinage d'un point
zo € I (sauf pout-étre au point zy). On dit que f admet un développement limité a 'ordre
n (n € N) en z, s'il existe un polyndéme

P(l’) = Qo —+ al(m — x[)) + CLQ(QZ’ — .1'0)2 4+ ...+ an(x — x())n
de degré inférieur ou égale n et une fonction ¢ : I — R tels que

Veel: f(x)=P(z)+ (x — xo)"e(x), et lim e(z)=0.

T—T0

On dit alors que P(x) est la partie réguliere du D.L et (x — z)"<(x) est le reste du D.L. On écrit

le reste sous la forme o((x - xo)”) :

Remarque 1.9. La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développe-

_ f(k) (i’fo)_

ments limités en posant a;, = o

Proposition 1.4. Si f est de classe C™ au voisinage d'un point x, alors f admet un D.L au point x, a
'ordre n, qui provient de la formule de Taylor-Young :

S (xo) f (o)
1! 21

f(”)(xo)

(x —20)* + ... + o

f(@) = flzo) +

(x —zo) + (x — x0)" + (x — z9)"e(x).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.3 Développements limités

Remarque 1.10. 1. Si f est de class/e C" au V”()isinage d’un point 0, un D.L en 0 a l'ordre n
est 'expression : f(z) = f(0) + fl('o)x + / 2('0)x2 + ...+ %x” + 2"e(z).
2. frog P ' ' '
3. Si f est définie au point 0, on a f(0) = ay, et M =a;+ayr+ ... +a,z" t Ho(z" Y.

Alors, f est dérivableen O etona f'(0) = a;.

Remarque 1.11. La formule de Mac-Laurin-Young exige 'existence de f™(0), alors que le dé-
veloppement limité peut exister sans que f soit dérivable en 0. En effet, considérons la fonction :

fx)=1+32 — 2>+ 2°In|a|.

On voit bien que f n’est pas définie au point 0, donc elle n’est pas dérivable en ce point. Par

contre pour méme fonction f ot (z) = zIn|z|,on a liH(l) g(z) = 0. Donc f admet un développe-
x—

ment limité d’ordre 2 au voisinage de 0 et le polynme rgulir est P(z) = 1 + 3z — z°.

Théoréme 1.7. (L'unicit) Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors ce
développement limité est unique.

k=n
f(z) = Zakx + 2"eq ()
Démonstration - Supposons que, r=0
fla) =) ba* + 2"ey(x)
k=0
k=n
En effectuant la différence on obtient :Z(ak — bp)z® + 2™ (e1(x) — £2(x)) = 0. Lorsque l'on fait
k=0
r = 0 dans cette égalité alors on trouve ay — by = 0, i.e, ap = by. Ensuite on peut diviser cette
k=n
égalité par x, on trouve Z(ak —b)a" a2 () (v) —e2(x)) = 0, en évaluant en + = 0 on obtient
k=1
ai; = by, ..., etc. Alors, on trouve a;, = b, pour tout k € {1,...,n}. Les parties polynomiales sont
égales et donc les restes aussi. n

Corollaire 1.3. Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son D.L en 0 ne contient que
des mondmes de degrés pairs (resp. impairs).

k=n
Démonstration - Posons f(z) = Z arz"™ 4+ 2"e(z). Si f est paire alors
k=0

f(=2) = f(x) = ag — a1z + aga® + ... + (=1)"z" + 2" (x). D’apres théoréme 1.7 ('unicité du D.L
en 0) on obtient a; = —ay, as = —as, ..., et donc a; = 0 pour tout £ impair. [
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.4 Développements limités usuels

1.4 Développements limités usuels

En utilisant la formule de Mac-Laurin-Young, on obtient les développements limités des
fonctions usuelles au voisinage de 0.

o o " z? x" "
e’ = +ﬁ+§+...+m+$€($).
) $3 .TS . I’2n+1 ot
1'2 .Z'4 " :L.2n _—
cosx = 1—§+I+...+(—1) o) + " e(x).

tanr = x+ - +—+

3 15 315
I 2+ -
2 ZL‘4 1,271 _—
_ n+

chx = 1—}-2' +4! + +(2 )|—i—x e(x)
3 22 1727

thr = -+ — — 8

L e TR TR

ala—1 ala—1)(a—2)...(a—n—+1
P R | N Rt [t ) g 4+ ae(a).

lix = l+z+a>+...+2" +2"(z).
1ix = l—z+2*+... +(=D"2" + z"().
In(l—z) = —x— %:f — %x?’ - = %x" + 2"e(x).
In(l+z) = z— %xz + %xS + ..+ (—1)”_1%x" + a"e(x).
l+z = 1+g —%2+...—I—(—1)"‘11'1'3'55;;7(7}2!71_3)x”+x"5(:p).
\/11—i——x = 1- g — ng + ..+ (—1)"1'3'5"2'757217 - 1)37” + 2"e(z).
arccosr = g —x— %%3 — 5%5 — = 132512n2; D) (;::11) + 2" 2e ().
arctanr = x — %3 - %5 + ..+ (—1)”% + 2222 ().
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

1.5 Opérations sur les développements limités

Soient f et g ayant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0, i.e,

r) = 3w +oa") = Pafa) + ofa"), }:mx+w> = Qula) +ofa™).

Théoreme 1.8. (Troncature) Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n € N au point
xo = 0, alors elle admet un développement limité d’ordre p < n.

Exemple 1.11. Nous savons que, pour toutn € N

P x? "
e’ +1|+—2|+ +—+9€€()
Dong, pour tout p < n,ona
_1 x l’2 D
e’ +1'+§—|— +F+IE€()

1.5.1 Développement limité d'une somme et dun produit

Proposition 1.5. Pour tous A\, u € R les fonctions \f + pg et fg admettent un développement limité a
Uordre n. Alors,

k=n

A +n9)(x) = D (Aax + pby)a® + o(a").
k=0

k=n
(fg)(x) = Z crx® 4 o(z™), tel que ¢, = Z a;by_;.
k=0

Exemples 1.3. Déterminons le développement limité a I’ordre 3 et 4 au voisinage de 0 de

In(1+ 2)

1 et k = [In(1 + x)]* respectivement.
— X

h(z) =

1. Pour h, posons f(z) =In(1 + ), et g(z) = ﬁ.Ona:

1 1
—2? 4 —2® +o(z?) et g(x) =1+ 2° + 2° + o(z?).

fl@) =z -2+

In(1 1 5
nif—i_;) =z + §$2 + 6353 + o(z?).
2. Pour k, on a,

Donc,

1 1
Hw) = @) = o - 5o+ 30 4 ofad)]
11
— 2_ 3 4 4
= =7 +—12I + o(x?).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

1.5.2 Développement limité d’un quotient

Proposition 1.6. Si le nombre g(0) = Q,,(0) # 0 est non nul, le développement limité de / al'ordren
g

au point 0 est

! = x)+o(x"
j@—ﬂ(ﬂ-(%

ot T, est le quotient a I'ordre n de la division de p,, par (), selon les puissances croissantes.

Exemple 1.12. Déterminons le développement limité a 1’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction
sin

tan(z) = :
.. cosx ) L _ o L.
Au voisinage de 0, les développements limités de sin z et de cos z a 'ordre 5 s’écrivent comme

suit
3 5 2 ol

. . 6 g 5
sing =2 — o + = + 2%(x) et cosx =1 51 + 1 + z°¢(z).
La division suivant les puissances croissantes nous donne.
3 N z° ] z? N zt
61 1201 12 2%
—x+ -2 — —2° | v+ S2* + —=2°
, o 1 5 2 5 6 2 24 3 15
D'ol, tan(z) =z + s2° + —a° 4 o(2”). I, 1
3 15 3 g
3 30,
Ly L
3 6
2 5
—
15

Remarque 1.12. On peut utiliser la méthode suinante pour calculer le dévelopement limité d'un

quotient =, ot nous utilisons le D.L de
9

1+t
k=n
1 k n m . 7z . f 1
1. Siby =1, onposet = Z bpx® 4+ o(z") = Qn(x) +o(z™), et le quotient s’écrit = = f x ——.
— g 1+t
2. Si by # 1 est quelconque avec by # 0 alors on se raméne au cas précédent en écrivant
L SO B R SO )
- = Pa——— ut = —X —X —OoX .
g by 1+t bo bo bo

3. Siby = 0alors on factorise par ¥ (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents.

1.5.3 Développement limité d'une composée

Proposition 1.7. Si lirr(l) g(x) = 0 (c’est-a-dire by = 0), alors f o g admet un développement limité
T—
d’ordre n dont la partie réquliere est obtenu en négligeant les termes de degré supérieur a n du polynome

(Qn o P,)(x),ie, ~
(g0 @)= Y be((Pu@) +o0(a").
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

Exemple 1.13. Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction h(z) =
cos(sin(x)). Posons f(z) = cosz, et g(x) = sinz, comme lirr(l) g(x) =0, et
T—
3 2 4
Ty 1T T s
§+x g(x) et cosx =1 5 +4! + x’e(x).

sinx =x —
Alors, on a
1 2\2 1 3\ 4
ha)=(fog)a) = 1-5(o-5) +5(c—%) +a%@)
_ 4Lt o 2 4 5
=1 T +4!x + z°¢(z).

1.5.4 Développement limité d’une primitive

Proposition 1.8. Soit F' une primitive de f. Alors I’ admet un développement limité d’ordren+ 1en 0
qui s’écrit

F(z) = / F(t)dt

k=n
_ Ak k41 nl
— F(O)+Zk+1x + 2" ey (x),
k=0
telle que }:13(1) e1(t) =0
1
Exemple 1.14. On a: (arctanz) = ke 1—2® + 2%+ . (=Da® + 2" Me(n).
X

Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 2n + 1 de arctanz est

T

arctanx = arctan( + /(1 — 2t (=) 2 e (2))dt

0
3 5 x2n+1

3 x
e T (c)r (),
T += +(=1) (2n+1)+x e(x)

3

Comme conséquence immédiate de ce théoreme, on déduit le corollaire suivant.

1.5.5 Développement limité d'une dérivée

Corollaire 1.4. Si f est dérivable en 0. Alors f' admet un développement limité d’ordre n — 1 au
voisinage de 0, et nous avons

fl(x) = ay+2a2+ ... +na,a™ '+ 2" e (t)

k=n
= Z kapx" ™t 4 2" te(x).
k=1
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

Exemple 1.15. Le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 5 de sin est

3 ab

T 6
sing =2 — + 5 + 2°e(x).
Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 4 de cos est

22 4
cost =1— "+ +2°(z).

1.5.6 Développement limité en point quelconque z( # 0 et a I'infini co

Définition 1.5. Soient f une fonction définie sur un voisinage d"un point z,, sauf peut-étre en
zo et n € N*. On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de z si :

f(z) = aog+ ai(z — 20) + az(z — 20)* + ... +an(x — 20)" + (T — 20)"(T)
ol a;, 0 <1 < n, sont des nombres réels et ¢ une fonction tendant vers 0 quand x tend vers .

Remarque 1.13. Pour développer une fonction f au voisinage d’un point z, # 0 on peut tou-
jours se ramener a le cas si zy = 0 en faisant le changement de variable t = 2 — zy. Dans ce cas
la,on a

f(z) = f(t+x0) = ap + art + ast® + ... + a,t" + t"e(x)

Définition 1.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, +0o0[ (ou bien de la

1
forme | — 00, a]). On dit que f admet un D.L en 400 a l'ordre n si la fonction g(t) = f <¥> admet

un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Dans ce cas le développement limité
d’ordre n au voisinage de +oo est donné par
n 1 /1 . 1
flz) =ao+ D+ —5(—), telle que lim 5(—) = 0.
X xn " \x z—+o00 \ZI
Exemple 1.16. 1. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en 2 de la fonction

t=x—2
) = €. Posons, alorst — 0si z — 2, donc au point 0 on a
flz) { g(t) = f(t+2), P

t :
t __ - z z 3
e —1+1!+2!+3!+0(t).
Donc, on a
t
g(t) =et? = 62[1+ﬂ+§+§+0(t3)
e _ o[22 (-2? (2-2) 3
St = e {1+ o e Fol(@ - 2]
2. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en +oo de la fonction f(z) = ° T
x R
f 1
Posons, z 1 dans ce caslat — 0 si x — +oo, donc au point 0 on a
90 = £(5):
1 2, 3 3
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

Par suite donc le développement limité de f(x) au voisinage de +oo est
1 1 1 1
f(x):1+g+ﬁ+;+o<ﬁ>.
1.6 Applications des développements limités

1.6.1 Calcule des limites

Les développements limités sont trés utiles dans la recherche des limites de fonctions et
I'étude des formes indéterminées.
. .. ) L tanx — sin(x
Exemples 1.4. 1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f définie par f(z) = —3()
T
Au voisinage de 0, on a :

1. 3
tanx = x + gxd +a'e(z) et sinz =2 — % + zte(2).
Donc 1
—(z— L) +ate(x) =ad+ xte(x)
fla) = — ' =2
x3 a3
Ainsi lim f(z) = .
insi xlg(l)f r) =5
2. Déterminer la limite en +oo de la fonction f définie par f(z) = Va2 +z + 1— Va3 +z — 2.

1
On pose pour z > 0,t = —avect > 0.On a
x

(1+2—2t%)3

| =

f(%) :%(1+t+t2)5—

Or au voisinage de 0,

Wl

1
:1+§u+0(u), (1+u)

N|=

1
(14 w) :1—|—gu—l—o(u),tellequeu:t+t2,ouu:t2—2t3.

Donc

1 .
(1+t4+62)7 =1+ St olt), (1+ —2%)3 =1+ o(t).

Ainsi f(%) - 1(1t + o(t)) - % +o(1), dott lim f(z) = %

t\2 z—r+00

1.6.2 Détermination des branches infinies

Définition 1.7. Rappel Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |z, +oo[ (ou
bien de la forme | — 0o, z¢[) et (C) la courbe représentative de f (dans un repere du plan).

1. Si lim f(z) = +o0, (respctivement lim f(z) = +o0), alors la droite (A) : © = z, est
Tr—x0 T—T0

asymptote verticale a (C') en z, (et idem a gauche ou a droite en ).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

2. Si lim f(x) =1, [€R,alorsladroite (A) : y = [ est asymptote horizontale en +oo.

T—Fo00
3. S'il existe deux réels a,b € R, (a # 0) telle que liljltl [f(z) — (ax 4+ b)] = 0, alors la droite
T—>L00
(A) : y = ax + b est asymptote oblique en +oo.

X
-’_.-' T T T T .

—]

FIGURE 1.1 — Courbe représentative de (C') et son asymptote en +oc.

f(z)

Proposition 1.9. On suppose que la fonction x — “———= admet un D.L en +oc (o1t —oo) telle que
T

x a a 1
M:ao+—1+_’;+0<—k>
x r x
. . . . I
oit k est le plus petit entier supérieur ou égal 2 tel que le coefficient de —- soit non nul. Alors

lim [f(z) — (apx + a1)] = 0 (resp en —oo ). Donc la droite (A) : y = aogx + a1 est asymptote

z—++o00
oblique a la courbe de f en +o0 (resp en —o0).

Remarque 1.14. La position de (C) par rapport a (A) est donné par le signe de f(z) — y au
voisinage 4-00.

Qg 1
z—too Lk—1 * O(x’“—lﬂ =0
Donc y = apx + a; est une asymptote a la courbe de f. n

Démonstration - On a lilil [f(x) — (apz + a1)] = lim [
T—>L00

Exemple 1.17. Déterminer les asymptotes obliques (s’il existent) de la fonction f définie par
2x

f(x) = zex* — 1.
Au voisinage de +oo (resp —oc), on a:

f(zx) :x+2+0(1>.

Xz

Donc (A) : y = x + 2 est asymptote a C' en +o0.
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1.7 Exercices et problemes

1

Exercice 1.1. La fonction f définie par f(z) = 1 + 2z + 32° + 42® + 52° sin <—> possedent-elle
x

des développements limités au voisinage de 0 a I’ordre 3, 4, 57.

1
f(x):1+2x+3x2+4x3+5x5sin(—> si x#0
T
flz)=1 si z=0,

1. Montrer que f admet en 0 un développement limité d’ordre 2.

Exercice 1.2. Soit La fonction f définie par

2. Montrer que f est dérivable sur R.

3. Montrer que f’' n’admet en 0 aucun développement limité d’aucun ordre que ce soit.

Exercice 1.3. Donner un développement limité des fonctions suivantes a 1’ordre n au voisinage
de 0

1. f(z) = n=3. f(x)—sm:l: n = 5.
f(x)—cosx n=4. 4. f(z) = n=3.

Exercice 1.4. 1. Soit a > 0. Donner un développement limité a 1’ordre 4 au voisinage de 0 de
fonction f définie par f(z) = (1 + x)°.

2. En déduire le D.L a I’'ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions suivantes

@ fla)= Vit © o) = . © flr)= 1
1 2
(b) f(z) = V1+=. (d) f(z)= T2 () flz)=(1+x)3

Exercice 1.5. Donner la formule de Taylor-Mac-Laurent des fonctions suivantes a 1’ordre n au
voisinage de 0

1. f : 4. f(x) =sh3z, n=>5.
2. f(z) = cos(4z), n=4. 5. f(z) =In(2 —2%), n=4.
3. f 6. f(z) =sin(2 +2?), n=23.

1
Exercice 1.6. On définit f sur | — oo, 1| par : f(z) = arctan (1 — x)

Donner le développement limité a 1’ordre 3 de f en point zy = 0.

Exercice 1.7. 1. Montrer que (1 + z + 7*) ~ 2% en +o0.

2. Soit @ > 0. Montrer que ((1 + x)* — 1) ~ z en point 0.

Exercice 1.8. Donner le D.L d’ordre 3 en point z;, = 0 des fonctions suivantes
1 f(z) = (1+V1+2%)2. 5. f(x) = In(1 + z)
sinx

2. f(z) = €7,
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1 2sinx — arctanx
J@) = 6 1) = — i
5. f(z) = In(sinx + cos ).

Exercice 1.9. Donner le D.L a l'ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions suivantes

L f(z) =e"In(1+2). 3. f(x)zexx_l.
2. f(z) = \/164_—:6' 4. f(x) = tanx.

Exercice 1.10. Donner le D.L d’ordre 4 en point x, = 0 des fonctions suivantes

1 f(z)= (14 V1+22)2. 6. f(z) =In(1 + shx).

2. flz) =™ 7. f(x) = arcsin(chz).

3. (2) = sin(e®). f(x) (ch)

4 fla) = 1 8. flx) =vV1+z—+V1-—u.
1+x+x2 ln(l—i—x)

Exercice 1.11. Donner un développement limité a 1’ordre n au voisinage de z, des fonctions
suivantes

1. f(z) =vx, n=3, z=1 3. f(z) =sinz, n:5,x0:g.

NE

2. f(z)=ev", n=3, zo=1. 4. f(z) =tanz, 1z =

Exercice 1.12. Calculer les limites suivantes en utilisant soit les fonctions équivalente ou le D.L

V3 F cosa — T 1) si
1 Tim 3+ cosx 2. 3 lim (e )sin s
20 72 z—0 1 —cosx
2. lim (2% + 1)61%. 4. lim M
T——+00 z—0 12

Exercice 1.13. Trouver les limites en 0 des fonctions suivantes, définies par :

1 1 e’ —cosx —sinw
1. f(a:)z;(l_i_mz—cosx). 3. h(z) = o .
arctanz — @ e’ —cosx
2. =— ) i
9(@) sinz —x 4 k() 2
-1
Exercice 1.14. Soit la fonction f définie sur | — oo, —1[U]1, +oo] par f(z) = x 1
x

1. Donner le D.L a I'ordre 4 au voisinage de +oo (respectivement —oo ) de f.

2. Montrer que la courbe représentative de f admet une asymptote oblique quand z trnd
vers £0o.

3. Préciser sa position relative par rapport a cette asymptote.
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),
T+ 2

Exercice 1.15. Calculer le développement limité a I’ordre 3 au point 0 de f(z) = arctan (
de deux fagons :
1. (a) Par composition de développements limités.
(b) En commengant par calculer le développement limité de f'.

2. En déduire f(0), f'(0), f"(0) et f®(0).

4
Exercice 1.16. Soit f la fonction définie sur | — 4, —2|, par f(z) = (z° + 3z + 62 — 10) In (x 1 2)
T
1. Montrer qu’elle admet un développement asymptotique lorsque x tend vers 1'infini, de la
forme

f(l‘):ax+5+%,

ou «, [ et vy sont des réels non nuls.

2. En déduire le comportement de la courbe représentative de f a +oo et a —oo. (Asymptote,
position par rapport a I'asymptote et dessin).

1
Exercice 1.17. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = T
633

1. Donner un développement limité de f a 'ordre 3 en zéro.

2. En déduire que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0,
dont on précisera 1’équation.

3. Prouver que la courbe traverse la tangente en 0. Un tel point est appelé point d’inflexion.

Exercice 1.18. On considére, pour tout n € N*, I'équation e” + x — n = 0.
1. Montrer que 1’équation admet une unique solution que 1’on notera w,,.
2. Montrer que la suite (u,,) tend vers +oo.
3. Montrer que u,, ~4 Inx.
4. En étudiant v,, = u,, — Inn, montrer que

Inn Inn
U, =1nn — ——|—0(—>
n n
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.1 Intégrale de Riemann

2.11.5 Intégrale de type / sin”xcos"wdx. . ... 61
2.11.6 Intégrale de type / sh™zch™xdx. . . . . ..o L oL 62
2.12 Exercicesetprobléemes . . . . . . . . ... L L i e e 64

2.1 Intégrale de Riemann

Motivation 2.1. Dans ce chapitre nous présenterons le concept d’intégration de Riemann pour
des fonctions finies ainsi que continues sur un intervalle compact (borné et fermé [a, b]), mais
avant cela Nous essaierons de expliquer le debut de I'idée de ce concept mathématique impor-
tant.

1. On divisons l'intervalle [a, b] en n sous-intervalle égaux, et pour chaque sous-intervalle,
nous construisons un rectangle s’étendant de 1’axe zz' a tout point de la courbe y = f(z)
au-dessus du sous-intervalle. Peu importe un point particulier (voir figure 2.1).

2. Pour chaque n, I'aire totale des rectangles peut étre présentée comme une approximation
de l'aire exacte sous la courbe a travers l'intervalla [a,b]. De plus, il est intuitivement
évident qu’avec une augmentation de n, ces approximations s’amélioreront mieux et l'aire
exacte se rapprochera d’'un maximum (voir figure 2.2).

\ N
Pg=-xt3 \
C =
2 Ry
M N .
6
1+ 1+ B \'\.
:\ | \
j 03 T A 3 33 05 075 12515 175 32 25 N
FIGURE 2.1 — Une subdivision moins fine FIGURE 2.2 — Une subdivision plus fine

Pour illustrer davantage cette idée, nous donnons une approximation de l’aire sous la courbe

1 1
y = —x + 3 sur l'intervalle [5, 2]. Nous allons commencer par diviser 1'intervalle b, 2} et
1 3 13 .537
ivisi = _717_72} 7:{_7_717_7_7_72}/ ’
prendll‘e c5es deuxSSubd1V151on o 1 {92 5 i et30 : 51 33 51 alors, on a
SETGHPIN | SRR P T
Sy 2{2-1- +2 3,etS 44+ +4+2+2+ 16

21
=g donc, on obtient
2

2
1 2
Comme S = /f(x)dx = [— §x2 + Sx}

39 21
= —~244 = — ~ 2. = 3.
S 16 <S8 g 63 <SS, =3
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.2 Intégrales de fonctions en escalier.

2.2 Intégrales de fonctions en escalier.

Nous allons tout d’abord donner la définition d’une subdivision associée a un intervalle
fermé borné [a, b].

2.3 Subdivision d’un segment

Définition 2.1. On appelle subdivision du segment [a, b] toute suite o = (xy)o<k<, finie stricte-
ment croissante tels que
a=2x0,<x <..<Tp_1<x,=">

On appelle le pas de la subdivision ¢ la quantité donné par §(/) = sup {zx41 — 2}
0<k<n—1

Remarque 2.1. Une subdivision de [a, b] est réguliére si tous les x;,; — =, sont égaux, et dons ce

—aQa X
est le pas uniforme de cette

b—
casla,onax, =a+ k:—a, k €{0,1,...,n}. Le nombre § =
n

subdivision.

FIGURE 2.3 — Subdivision de [a, b].

Exemple 2.1. Soit l'intervalle I = [0, 1], alors

1 1 2 113 ... .
1. 01 = {0,57 1}, 09 = {O, §’§’1} et o3 = {0, 7 5,11} sont des sulidlwsmnslde I etil est

claire que elle sont uniformes de pas respectivement §; = 2 9y = 3 et s = 1
1

2. 09 = {—}, (oun € N*, n > 2) est une autre subdivision, mais cette fois le pas est égale a
n

1
§=-=.
n

2.4 Subdivision plus fine qu'une autre

Définition 2.2. Soit 0 et 0, deux subdivisions d'un segment [a, b]. On dit que o, est plus fine
que o, si et seulement si tout élément de la famille o, est élément de la famille o4, c’est-a-dire
o9 C 01.

Exemple 2.2. Dans I'exemple 2.1, on a o3 est plus fine que 0.
Proposition 2.1. Soient o, et o5 deux subdivisions d'un segment [a, b|. 1l existe une subdivision de [a, b]

plus fine que o, et o».

Démonstration - 1 suffit de considérer la famille 0 = (z)o<x<ny dont les éléments sont ceux
de o, et ceux de 0, ordonnés dans 1’ordre croissant et ot NV est le cardinal de la famille ainsi
construite. o est plus fine que o, et 0. n
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2.4.1 Fonction en escalier

Définition 2.3. Soit f est une fonction définie sur l'intervalla I = [a, b]. On dit f en escalier sur
la, b] sil existe une subdivision o : a = zp,< 71 < ... < T,_1 < z,, = b. du [a, ] telle que f est
constante sur chaque intervalle |z, z41[, i.e.,

Vk € {O, 1, ..,n}, Ele c R’ T E]ij,karl[: f(x) = ¢y

On dit alors que la subdivision o est associée a f.
On notera £([a, b], R) 'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles

Exemple 2.3. La fonction f définie sur l'intervalle [—1, 3] par f(x) = [z], (partie entiere de z),
est une fonction en escalier.

Proposition 2.2. Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et A € R. Alors | f |, f + g, A\f et
fg sont des fonctions en escalier sur |a, b].

Remarque 2.2. 1. Si o est une subdivision associée a f alors toute subdivision plus fine est
encore associée a f.

2. Une fonction constante est une fonction en escalier.

Proposition 2.3. Toute fonction ¢ € {la, b] est bornée sur |a, b].

Démonstration - Soient ¢ une fonction en escaliereto : a = zg, < 21 < ... < 1,1 < x, = b.
une subdivision qui lui est associée. On a donc

Vk € {0, 1, ..,n}, dep € R, E]l’k,mk+1[: (p(x) = ¢p.

En posant M; = Ogrkngaic_lﬂ e |} et M = Ogrkngaic_l{Ml,| o(xo) |,-..,| w(zn) |}, alors, nous avons
que Vz € [a,b] :  ¢(z) < M. n

2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

Définition 2.4. Soit une fonction en escalier ¢ € {[a,bjeto :a =2, < 21 < ... < X1 < x, = b.
une subdivision associée a . Soient ¢, € R, (k € {1,....,n — 1}) tels que:

Vo €lxg, xpl @) = ¢, On définit I'intégrale de la fonction ¢ entre a et b comme étant le
nombre réel

Exemple 2.4. Pour ¢(x) = [z]. Alors /gp(a:)da: =—-1x14+0x1+1x14+2x1=2.
-1

Théoreme 2.1. Soient ¢ une fonction en escalier sur [a;bletet o : a = x9, < x; < ... < Tp_1 < T, = b.
une subdivision associée a o, et que sur |xy; xy1|, @ prenne la valeur ¢, (k € {1,...,n — 1}). Le réel
k=n—1
I, = Z cx(Tp41 — o) est indépendant du choix de la subdivision o associée a .
k=0
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Démonstration - Soit o et o’ deux subdivisions associées a ¢. On suppose pour commencer
que o’ est plus fine que o Soit o : a = 29, < 21 < ... < T,.1 < x, = b, 'on pouvait écrire o’
sous la forme 0 : a = 209 < o1 < . Togy < T11 < olpo11 < oo < Tpo1 g, , < Tnp = bavec
Tk, = Tr+1 Maintenant, puisque ¢ prend la valeur ¢, sur l'intervalle |zy; z441], ¢ prend aussi la

valeur ¢ sur les intervalles |z;_1, ., Tk1[, |Tk1, T12[, -0 | Thip—1, Thi, [ EN posant zy 0 = xp_14,_,,
on a donc
k=n—1 i k=n—1 i in
Ip= > clarg —ahjm) = > Y _(Thg — Trjo1) = Y cxl@par — a3) = L.
k=0 j=1 k=0 j=1 =1

Soient maintenant ¢ et o’ deux subdivisions associées a ¢ quelconques. On sait que o U o’ est
plus fine que o et ¢’. D’apres ce qui précede, on a donc [, = I,uo = I, [ ]

Remarque 2.3. 1. Si ¢ est la fonction constante égale a 1 (sauf en un nombre fini de points),
b

alors I(p) = /gp(m)dm =b—a.

a

2. Si p est la fonction identiquement nulle sauf en un nombre fini de points, alors
b

I1t9) = [ ela)dz=0.

a

Propriétes 2.1. Soient f,g € {[a,b] et \,n € R, on a
b

1. Si f est positive, alors I(f) = /f(x)dx > 0.

a

b b
2. (Linéarité) /()\f + pg)(z)de = )\/f(x)dx +u/g(x)dm.

Démonstration -
1. Ceci résulte directement de la définition, car tous les termes de la somme sont positifs.

2. Si oy une subdivision adaptée a f et o, une subdivision adaptée a g, il e clair que
b

o = oy Uo, adaptée a A\f + pg. La calcul de /()\f + pg)(z)dr a partir de o, donne

a

immédiatement le résultat.

On générale, on a les propriétés suivantes,

Propriétes 2.2. Soient f, g € Rla, b], et A € R. Alors,
1. \f e R.
2. f+geR.
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b
3.Sif>0,alors I(f) = /f(x)dx > 0.

4. Si f < galors /bf(:c)da: < /bg(:c)d:c.

I/abf(w)dx\g /ab!f(x)\d:c.

Démonstration - On montre 4. Comme g — f est positive, alors, par linéarité, on a

En particulier, on a

b b b
/ (9 — f)(z)dr = / g(z)dx — / f(x)dx > 0, d’ou le résultat.

D’apres l'inégalité — | f(z) |< f(z) <| f(z) | pour tout x € [a,b]. On en déduit

[ eas @i [

On a dong,

I/abf(w)dx\g /ab!f(x)\d:c.

Proposition 2.4. (Relation de Chasles) Soit f une fonction en escalier sur le segment [a; b] et ¢ €]a, b].

Alors, b C b
/f(x)dxz /f(l')der/f(x)dx.

Démonstration - Soit o une subdivision associée a f. On prend o, la subdivision définie par
0. = o U{c}. Par le théoreme 2.1, et avec cette subdivision le résultat est immédiat. |

2.6 Intégrale d'une fonction bornée sur segment |a, 0]

Dans ce qui suit, f désigne une fonction définie sur un intervalle fermé borné I = [a, )] et a
valeurs réelles. On note les fonctions bornée sur [a, b] par B|a, b].
Soit f € Bla,b], on pose :

§-fa, bl ={y €&la,b]: Vo € a,b], P(x) < f(z)},

E+la, 0] = {p € &la,b] - Vo € fa,b], f(z) < p(2)}.

Les deux ensembles & [a, b] et {_[a, b] ne sont pas vides. En effet, puisque f est bornée sur [a, b],
donc il existe m, M € R vérifiant,

Vo € [a,b]: m < f(z) < M.
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Alors, on peut choisir les fonctions en escalier ¢ et ¢ comme suit
Vo € [a,b] : p(z) = M ety(z) =m.

Donc ce cas 1a, ona p(z) € {4[a,b] et ¢ € £_]a, b].
On pose aussi :
L= () petfabl}etly={I(p): ¢e&labl]}.
D’autre part, pour toute ¢ € {_[a,b] et p € {,[a,b], ona
Vo € [a,b] : h(x) < p(x) = 1(¢) < I(p)

c’est-a-dire la partie I; n’est pas vide et est majorée, elle admet, donc une borne supérieure, et
également en cequi concerne la partie /5, elle n’est pas vide et minorée, don elle accepte une
borne inférieure. Par conséquent, nous posons :

I_=supl;etl, =infl.

Définition 2.5. Soit f € Bla,b]. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur l'intervalle
la, b] si et seulementsi I = I,. On note

1(f) = / fx)de =1 =1I..

On note I'ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann par deCauchy.

Remarque 2.4. Il est utile de noter que si f est une fonction intégrable sur I alors f est bornée.

2.6.1 Critere d'intégrabilité de Cauchy

Théoreme 2.2. Soit f € Bla,b]. Alors f est intégrable sur [a,b] si et seulement si il existe des suites
(¢n) et (1) de fonctions en escalier telles que :

b
VneN:y, < f<p,et lim / (pn — Un)(z)dz = 0.
n— a

+oo

Démonstration -

1. Si f est intégrable alors I_ = I, = I(f). Par la caractérisation du borne supérieure, il
existe une suite ¢ € {_[a,b] et ¢ € {[a,b] telles que

b b
lim on(r)dr = lim /@Z)n(x)dx

n—-+o0o a n—-+o0o

D’ou1 le résultat dans un sens.
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2. Inversement, si il existe des suites (p,,) et (¢,,) de fonctions en escalier telles que :

VneN:, < f<g,et nl_l}I_Pm /ab(wn — ) (x)dx = 0.
Alors comme on a
Vn e N : bwn(x)da: <I <Ii< /b on(x)dz,
on en déduit que

I -1 < / (0 — n)(2)dz

Ce qui prouve que I, = I_. De plus on a aussi

b b
VneN: L= [ b,@)s < [ o) - dul@)ds

et . ,
WmNt/%mm—us/wwwwwmm

On conclut facilement maintenant.

Remarque 2.5. le théoréme 2.2 est équivalente a la condition suivante
Ve >0, Jo., ¢ € €la,b], Vrela,bl: ¢. < f <1

b
feRablen o [ o= vty <

Propriétes 2.3. Soient f, g € Rla,b], et A € R. Alors,
1. \f € R[a,b].
2. f+g€R[ab]

3. Sif>0,alors I(f /f Ydx > 0.

4. S1f<galors/ f(z dx</ g(x)dx.
5. fg € R[a,b]. ’

Démonstration - Comme f, g € R. Alors, il existe des suites (¢,), (¢n), (0,) et (¥,) de
fonctions en escalier telles que

VneN: ¢, < f<p, et 0, <g<d,, (2.1)

b
s [ [t [

lim Op(x)dx = lim 19n( )dx—/ g(x)dx.

d’apres (2.1), on a

n—-+00 a n——+oo a
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1. (@) SiA > 0,alors Vn € N: Ay, < Af < Ap,, on passe a la limite, on obtient

b b b
lim )w,/;n(x)dx:/ Af(x)dx = lim //\gpn(x)dx.

n—-+o0o a n—-+00
Donc, Af € RJa, b].
Mais, d’apres propriéte 2.1, on a vu que lim / A (z)dr = X lim / U (x)de et

n—-+o00 n—-+0o
b

b
A lim on(x)dr = lim / Ay, (x)dz, on obtient donc,

n—-+o0o a n—-+0o a

/ab)\f(x)dx = )\/abf(x)dx

(b) Si A > 0, on inverse les inégalités, mais les arguments sont les mémes.
(c) Pour A = 0 est évident.

2. On utilisant (2.1), nous avons que
VneN: Y, +0,< f+9<¢p,+7,. (2.2)

Si on passe a la limite dans (2.2), on a

lim /b[wn +60,)(z)dx = lim /b Yp(z)dr + lim /b 0, (x)dx

n——+o0o a n—-+oo a n—-+o0o a
b b
— [ tada s [ g
b b b
nl_lgloo i [on + U] (z)dx = n1_1£100 i gon(x)dx+nl_1>rfoo U (x)dx

_ /abf(x)dx—i—/abg(x)dx

3. Soit la fonction en escalier ¢ défine par Vz € [a,b] : ¢(z) = 0. Alors, on obtient
0<TI =1,.

4. Montrons 5. Supposons que f et g sont positives. D’apres (2.1), et comme f, g sont bor-
nées, il existe M € R tel que

On conclut facilement maintenant.

meN:0<¢, < f<p, <M et0<0,<g<9, <M. (2.3)
b b e
L( wn)d$<m et /C;(ﬁn 0 )dl’< m (24:)

Comme tous les mombres des inégalités (2.3) sont positives, alors, on a

VneN:0<y,b0, < fg<p,t,,
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et

0< ol —Ynbn = ©n(Vn — 0n) + On(0n — ¥n)
MV, — 0,) + M(p, — ).

/ab( wnnd:v<M/ dm+M/ — )z < .

Ceci montre que fg est intégrable.

Dans le cas général, comme f, g sont bornées il existe A € R’ tel que les fonctions A + f
et A + g soient positives. Alors, selon ce qui précede le produit (A + f)(A + g) € Rla,b].
Commeona fg= (A+ f)(A+g) = fg+ A(f +9) + A% et A(f + g), A® € R[a,b]. Alors,
par conséquant, fg l'est aussi.

IN

Donc,

n
Exemple 2.5. Soit la fonction f défine par f(z) = 2z sur [0,1]. On considere la subdivision

uniformme o : (—), k € {0,1,...,n, } et on définit les fonctions en escalier v, ¢,, sur chaque
n

intervalle |z, x541[, (k=0,1,...,n — 1) par ¢, (z) = %7 Un(x) = Q(k; 1)

©n < f <1b,. Calculons les intégrales maintenant

,eton a donc

1 k=n—1
21 2(n—1)
| ontare= 30 S0 =
0 k=0
1 k=n—1
21 2 1
vy =y L2
0 — nn 2n
Donc on a en particulier
2(n—1 2 1
wnen: 2=l ;o 2ntD) 2.5)
2n 2n

On passe a la limite dans (2.5), on obtient
L=1,=1=I()

Exemple 2.6. (Une fonction bornée, non intégrable) Considérons la fonction f définie sur [0, 1]
par

[0 sizeQn]o0,1]
f(‘”)_{1 sizel0,1]-Q

Il est clair que f est bornée, car Vx € [0,1] : 0 < f < 1. Posons
L ={I(p):pe&[01]} et L ={I(¥): ¢ € &[0, 1]}

Alors,onap € £ [0,1] = p < 0etv € £,.[0,1] = ¢ > 1. Si on choisir les fonctions en escalier
wo=0ety =1,0onadonc

[ et < [Cae=oet [ vinr> [C> 1

Donc I_ =supl; =0et [, =infl, = 1. Comme /_ # I, alors f n’est pas intégrable au sens de
Riemann.
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2.7 Sommes de Darboux.

Soit f une fonction dans Ba, b]. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonc-
tions en escalier. Donc, on a posin a une subdivision ¢ : @ = 2y < 71 < ... < x, = bde [a,})].
Puis, on pose

VEel,.,n: my= inf f(x)et M= sup f(z).

Ie[mkflvmk xe[xk—lyxk

On définit les fonctions en escalier pour tout = € [z, z;] et Vk € 1,...,n par,

my = inf  f(z), (2.6)

€[TR _1,Tk]

et
M, = sup f(x). (2.7)

T€[Tg_1,2]

Alors, nous avons dong, les définitions suivantes

Définition 2.6. (Sommes de Darboux) On appelle somme de Darboux inférieure de f associée
a o l'intégrale de la fonction en escalier (2.6) tel que

k=n

So(f) = Z(xk — xp—1) M,

que

So(f) = i(:ﬁk = Tpp—1) My,
AT f TS f

e
—

( b a b

FIGURE 2.4 — Approximation de l'intégrale de ~ FIGURE 2.5 — Approximation de I'intégrale de
f par une somme de Darboux inférieure f par une somme de Darboux supérieure

—
-

Proposition 2.5. Si o et o’ sont deux subdivisions de [a, b] telle que o’ soit plus fine que o, alors, on a

SU(f) < Scr’(f> < So(f) SSG’<f)'
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Proposition 2.6. la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur l'intérvalle [a,b] si et seulement
pour tout € > 0 il existe une subdivisions o de |a, b] tel que

Sa(f) - Sa(f) <E.

1
Exemple 2.7. Soit la fonction f(x) = 22, et [a, b] = [0, 1], on calcule / f(z)dx.
0

k 1
Posons o : (z) = (=), Az = (z3_1 — x)) = — etk € {1,...,n}, alors,on a
n n

k—1) k2
my =  inf :z;2:( 5 ) , et M, = sup x2:—2
TE[TK_1,Tk] n TE€[Tp_1,2k] n

Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f associée a o sont

k=n k=n
1 n(n—1)(2n —1)
(f) = Ar = — k—1)*=
5o(f) ;mk r= g k:1( ) n3

= 1 n(n +1)(2n + 1)

_ _ 2 _

S,(N) =D Mdw=—3 k= i
k=1 k=1
Donc, on a

i (8= o) = i (5) =0

Par conséquence f est intégrable sur [0, 1], et on a

1
1

/QJQdSC: lim S, = lim s, =
0 3

n—-+o0o n—-+0o

2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

2.8.1 Les fonctions monotones

Théoreme 2.3. Chaque fonction monotone sur l'intervalle [a, b), elle est intégrable au sens de Riemann
sur |a, bl.

Démonstration -
1. Si f = 0 sur [a,b], donc f est en escalier, c’est-a-dire f € R|a, b].

2. Si f € R|a,b] alors on a aussi —f € R|a,b]. Dong, il suffit de prouver le théorie pour les
fonctions croissante et bornée sur [a, b].

3. Posons f € Bla,bl, et croissante. Soit la subdivision o : a = 2y < 21 < ... < z, = bde [a, b],
on a don

Ve {l,...n}: f(rpg_1) <mp= inf < My= sup < f(ag).

xe[zkflvzk] a xe[xk._l,xk]
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Alors on a
Solf) = 5o(1) < S (1 — )My — ) < S (i — 201) (F () — F ().

e . b—a
Pour tout € > 0, en prenant la subdivision uniforme o = <a + k—) Alors, on peut

(b—a)(f(b) — f(a)

< e. Par conséquent,
n

choisir n a la forme qui vérifie I'inégalité suivante
d’apres l'inégalité précédente, on a

k=n
Solf) = so(f) < S (@n — 2o ) (flan) — Flann)) = (b—a)(f(b) = fla) _

e
Il
—

Exemple 2.8. Voir I'exemple 2.7.

2.8.2 Les fonctions continues
Théoreme 2.4. Chaque fonction continue sur l'intervalle [a, ], elle est intégrable au sens de Riemann
sur |a, bl.
Démonstration - Comme f € Ba,b| est continue, alors elle est uniformément continue sur
la, b], c’est-a-dire

Ve > 0,3a > 0,Vz,2’ € [a,b] : |z — 2| > a=]| f(z)— f(a) |<e.

b—a

n

Pour tout € > 0, en prenant la subdivision uniforme o = <a +k ) On définit les fonctions

en escalier 1) et ¢ par
Vo €lag_q, xks ¥(x) = f(zr) — &, Y(xg) = f(xg),

Vo €lzp-1, zi[t o(z) = flzx) +e, p(ar) = flaw).
Cela donne Vx € [a,b] : ¢(z) < f(x) < ¢(z). Dutre part on a

/ab(go(a:) —(a))da = 2 /ab dr = 2¢(b — a).

Ce qui signifie que f est intégrable. n

(e

Exemple 2.9. Soit f(z) = sinz, [a,b] = |0, 2} eto: <];—7T), (k€ {1,...,n}). Alors, on a
n
n

™

So(f) = 5o(f) = 5= = 0.

n—-+00

b
Par conséquent / f(x)dx = lim S,(f)=1
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2.9 Sommes de Riemann

Soit f une fonction dans Ba, b]. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonc-
tions en escalier. Donc, on a posin a une subdivision o : a = 2y < 21 < ... < z,, = bde [a,b] etla
famaille t = (tx)1<k<n tels que ty € [xg_1, k).

Définition 2.7. On appelle somme de Riemann de f associée a o le réel

k=n

Roo(f) =D (wn — 1) f(ta).

k=1

Remarque 2.6. Si on pose ¢(z) = f(ty), Vo € [z4_1,xi]. Alors la somme de Riemann R, ,(f)
devient l'intégrale de la fonction en escalier ¢.

De la propriété 2.2 pour les fonctions en escalier, on déduit que ces sommes vérifient la
propsition suivantes

Proposition 2.7.

$o(f) < Rou(f) < So(f)-

Démonstration - Ceci résulte du fait que sio : a = 2y < 21 < ... < z,, = bde [a, b], alors pour
toutk=1,...,n,ona
inf  f(x) < f(ty) < sup  f(x).

T€[Tp_1,T] TE€[TK_1,Tk]

Théoreme 2.5. Soit f € Bla,b|. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur l'intérvalle [a, b] si et
seulement s’il existe un réel | vérifié

Ve >0, In, Yo de |a,b]: 0(c) <n=|R(f)—1]|<e.

b
Dans cecaslal = / f(x)dx.

Corollaire 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue, alors les deux suites suivantes :

b—a 5

n

nf(a+k;(b_a)

)

Up =

_Z f(HkM) et =70
n n n
k=0 k=1

sont convérgentes vers la méme limite, et on a :

b
lim u, = lim vn:/ f(x)dx.

n—-+o0o n—-+o0o
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-
-
-

i

FIGURE 2.6 — Approximation de I'intégrale de ~ FIGURE 2.7 — Approximation de I'intégrale de
f par u, J par v,

Remarque 2.7. (Cas particulier) Si [a, b] = [0, 1], alors, on a

knl k=n

Z ) etun=—"F(5).

k=1

\/_+\/_+ Vi

Exemples 2.1. 1. On calcule la limite de la suite suivante : u,, =

On peut écrire u,, comme suit u,, = \/7 \/7 + ...+ \/7 Alors u,, est une suite de

Riemann associée la fonction f(z) \/_ x sur et [0, 1], donc, on a

li 1 d 2 '
n—lgloou”_/o Vade = [gx x]o__

k=n 1
1 1
2. La somme — E — tend vers / xdx
0

n n
k=1

2.9.1 Propriétés de I'intégrale de Riemann

Propriétés des fonctions intégrables au sens de Riemann est dérivée des propriétés des fonc-
tions en escalier intégrables.

Propriétes 2.4. Soient f, g € Rla,b], et A € R. Alors,
1. Af € Rla,b).
2. f4+g€ Rla,b], et fg € Ra,b].

3. Sif>0,alors I(f /f Ydx > 0.

4, Slf<galors/ f(z d:c</ g(x)dx.

|/f d:c|</|f )| da.
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b c b
6. Pour tout ¢ €]a, bl on a /f(x)da: = /f(x)dx + /f(x)dx (Relation de Chasle).

a

7. /bf(x)dx:—/af(x)dx.

b
8. Si f continue et positive, alors / flz)dr =0< f=0.

C

9. Pour touta € Rona /f(x)da: = 0.

Nous allons démontrer certaines de ces propriétés et laisser le reste au lecteur

Démonstration -

b k=n k=n b
1. / (Af)(z)dz = lim (g — xp—1)(Af)(tr) = A lim Z(mk —x1) f(tg) = )\/ f(z)dz

a n—>+00 Pt n—+00 st a

2.
b k=n
[Ura@ds = lim Y- me)(f +0)(6)
k:n k=n
= lim Y (o — ) f(t) + lim ;(xk — 2x-1)g(tr)

= /ab f(x)_dx + /abg(x)dx

b
4. Si f > 0,alors g — f > 0, donc / (9 — f)(x)dxz > 0, par conséquent, d’apres la propriété 3,

b b
on Obtient/ f(x)dxg/ g(z)dx.
b
8. (a) Si f=0,alors /f(x)dx = 0 (évident).
b
(b) (Inversement) Si f = 0, / f(z)dx = 0. Supposons qu’il existe zy € |[a,b] tel que

f(zo) # 0 dans ce cas 1a, on af(zy) > 0 et comme f est continue, alors

Ve >0, Ja > 0:|z — xo|< a =|f(z) — f(zo)|< e
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1
Cela donne f(zg) — e < f(z) < f(xo) + €, on choisir ¢ = Ef(x()) donc, on obtient
Vo € [a,b] :|z — xo|< 0= f(z) > %f(xo). Par conséquant

/ab f(x)dz > /x0+a f(z)dx > %f(xo) >0

Zo

Ce qui est une contradiction.

Proposition 2.8. Soient f une fonction continue et itégrable au sens de Riemann sur l'intervalle |a, b],
Alors, il existe m, M € R tel que

m(b—a)g/ f(z)dx < M(b—a).

Démonstration - Sion posem = inf f(x), et M = sup f(z). Alors, d’apres la propriété 4,

z€la,b] z€la,b]

b b
ona m/ dr < / f(x)dx < M/ dx, c’est-a-dire m(b — a) < / f(x)dx < M(b— a). |

2.9.2 Premiere formule de la moyenne

Théoréme 2.6. Soient f une fonction continue sur |a, b, la fonction g € R[a, b] et positive. On désigne
par m (resp. M) la borne inférieure (vesp. supérieure) de f sur |a,b]. Alors il existe k € [m, M| tel que

/f dx—k:/ab()dx.

Démonstration - Par 'hypothese g > 0,onamg < fg < Mg et donc

/ z)dr < / f(z)g(z)dz < /abg(x)dx. (2.8)

b b
Si / g(x)dz = 0, alors I'encadrement précédent assure que / f(z)g(z)dx = 0, et k arbitraire,
a m M a
5
b b
Si / g(x)dz # 0, alors on divise (2.8) par / g(z)dz, on obtient

donc on peut prendre k =

m < /f x)dx < M,

a

est un élément de [m, M|. Comme f est continue, on conclut par le théoreme des valeurs inter-
médiaires pour trouver c. |
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Corollaire 2.2. Si pour tout = € [a,b] on a g(x) = 1. Alors, il existe ¢ € [a, b] vérifiant

R

1
b—a
Remarque 2.8. (Illustration graphique) Dans le cas ol est positive sur [a, b], la valeur moyenne

f(c) de la fonction est la hauteur du rectangle ABC'D de base (b — a) ayant la méme aire que
l'aire sous la courbe représentative de f entre a et b (voir le figure au-dessus)

Le réel

b
/ f(z)dx est dit valeur moyenne de la fonction f sur |a, b].

(C)
D i
-A- E I E
a M= x=k

Exemple 2.10. Soit f(z) = 32* sur [0,1]. Alors, la valeur moyenne de f est

2 = 1.

1 1
/3x2:
1-0J,

2.9.3 Deuxieme formule de la moyenne

Théoréme 2.7. Soit f une fonction positive décroissante de [a,b] et g € R]a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b]
tel que

[ sy = 5@ [ gy

Démonstration - On distingue deux cas

1. Sila fonction f en escalier, il existe donc une subdivision o :a =29 < z; < ... < x, = bde
[a, b] et des constantes ¢4, ..., ¢,, telles que

Vo ey, anl, (k€ {1,.,m}) : f(z) = o
¢ b
Posons G(t) = / g(z)dzx. Maintenant, on montre que / f(z)g(x)dz est une valeur inter-

a

médiaire pour ia fonction H (t) = f(a)G(t). Alors, on

/ f(z)g(x)dx = i(G(l‘k) — G(zg—1))ck
= _zf (e — ck—1)G(zR) = G(zn)cn — G(w0)cr = G(x,)cn
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Sion note m et M respectivement 1'inf et le sup de la fonction G sur [a, b], alors

mey < Z G(rp_1))er < Mcy.

Commme lim f(z) = f(a) = c1, Nous avons donc bien prouvé que / f(z)g(x)dz est

a
une valeur intermédiaire de la fonction H. La conclusion découle aisément.

2. Si f n’est pas en escalier, on considere la subdivision uniforme

a’ (k € {0,...,n}) de [a, b] et les deux fonctions en escalier ¢, et 1, définies

par
Vo €le, e, (K €4{0,..,n = 1}) : pn() = f(xr), Yu(®) = f(ckr)-
b
Nous allons établir que / n(z)g(z)dr tend vers / f(x)g(z)dz, et le fait que
/ f(x)g(x)dz soit une valeur intermédiaire résultera de la méme propriété pour ¢, qui

est cette f01s -ci en escalier. Plus précisément, ona: ¢, < f < 1), par conséquant

b—a
n

/ (f(2) — vn(a))de < / (6a(x) — pu(@))dz = “=2(f(a) - F(D).

Si on note M’ un majorant de |g| sur [a, b], alors

b—a

n

[ 1#@9(@) ~ enl@lg@lds < 21" [ (1(a) = eulw)do < M7 0) - FO).

La limite a droite de a pour la fonction ¢, étant égale a la limite a droite de a pour la
fonction f, par passage a la limite, on aura bien

/f 2)ds < Mf(a).

Théoreme 2.8. Toute fonction bornée continue par morceaux sur un intervalle borné [a, b] est intégrable
sur |a, b].

2.9.4 Inégalité de Cauchy Schwartz
Théoreme 2.9. Soit f, g € Rla,b]. Alors

(/ @) < / P ( / 'gla)as).

Démonstration - Soit A € Retcomme f, g € R]a, b]. Alors, d’apres la positivité dde l'intégrale,

ona \
(/G(/\f(x)—l—g(x >0<:>/\2/f —1—2)\/ fg+/g > 0.
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Ce trindme en \ étant toujours positif, son discriminant A est donc négatif. C’est-a-dire

A= 4[(/; f(x)g(w)dm)Q - </ab fQ(x)dx> (/abg(x)dx>] <0.

D’ot le résultat. n
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210 Calcul de primitives et d’intégrales

Définition 2.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle /. On appelle primitive de f sur /
toute fonction F' définie et dérivable sur [ vérifiant

Veel: F'(z) = f(x).

Exemple 2.11. La fonction F' définie sur R par F(z) = sinz est une primitive de f(z) = cosz
sur R. Car F est dérivableetVz € R: F'(z) = f(z).

Théoreme 2.10. Si Fy, F, sont deux primitives de f sur un intervalle 1., alors

Ve el: F/(z)— Fy(x) =0.
Démonstration - OnVx € [ : F/(z) = f(x) et F; = f(x). Alors, Vo € I : F|(x) — Fy(z) =
f(x) = f(x) = 0. n

Théoreme 2.11. Toute fonction continue sur un intervalle I. Alors, elle admettant une infinité de pri-
mitives sur I.

Remarque 2.9. Si on connait une primitive /' de f sur un intervalle /. Alors, toutes les autres
primitives de f sont de la forme F' + c ot ¢, est une constante quelconque.

Exemple 2.12. La fonction = +— 2 + x est une primitive de z 3z2 + 1 sur R. Alors, toutes les
primitives sont z — 2° + x + ¢, oli ¢ € R.

Corollaire 2.3. Les fonctions dérivable sur un intervalle I et admet une primitive nulle sont les fonctions
constantes.

Démonstration- Soientz,y € I, (z < y), supposons que une fonction F dérivable sur [z, y] C
I. Donc elle est continue [z, y]. D’apres le théoreme d’accroissement finis, il existe 6 €|z, y| tel
que
Fy) = F(x) + (y = 2)F'(y + 0y — x)) = F(x).
n
Définition 2.9. On appelle intégrale indéfinie de f et on note / f(z)dx, toute expression de la

forme F(z) + c out F est la primitive de f.

1
Exemple 2.13. /(Cosx +x—1)de =sinz + §x2 — 1z + ¢, telle que c € R.

Théoreme 2.12. Soit f € Rla,b|, alors 'application F : x / f(t)dt, est continue.

Démonstration - f intégrable sur [a, b], alors elle est bornée sur [a, b], dong, il existe M € R,
tel que
Vo € [a,b] : | f(x) |< M.

Donc,

Fla) = F(xo) \/f dt—/ e dt\—|/f )dt| < Mz -z,

C’ést-a-dire F' est M —lipschitzienne sur [a, b], par concéquant, elle est continue sur |[a, b]. |
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Théoréme 2.13. Soient f une fonction continue sur un intervalle I et a € 1. Alors la fonction F' définie

sur I par :
a:r—>/ f(t)dt

est l'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Démonstration - Supposons que f soit continue en un point =, € [a, b]. Montrons que F est
dérivable en z, et que F'(xq) = f(z0) ’est a dire que :
— F(xo0)

v — 70 —f(l'o) < E.

Ve >0, da > 0: Vz € [a, ], |x—m0|:>‘

C’est-a-dire,

1

Ve >0,3da>0:V € [a,b], |x—x0|:>|x -
— T

/7ﬂw—ﬂ%»ﬁ<a

o

Soit ¢ > 0, alors pour tout = € [a,b] — {zo} vérifiant |z — 2| < a, on a
Vit € [xg, ] [t — a0 |<| 2 — 20 |< .
Donc

Ve ela,bl:|z—zo|<a = VteE |y x]:|t—z|<
= Yt € [zo, 2] :| f(t) — flo) [<e.

Par conséquant,

1

T — 2o

AmWﬁth< |/u F (o) dt

< $0|<€

- |J}
]az—x0|

Exemple 2.14. Le primitive de f définie sur R par f(z) = cos(2z + g) qui s’annule en 0 est

/ f(t) sm(2t + 3)] = %SiH(QZL‘ + g) — \/75

2.10.1 Théoreme fondamental de I’analyse

Théoreme 2.14. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et F' une primitive de f sur |a, b)].
Alors,

| #a)da = [F@) = FO) - Fla)

Démonstration -
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1. Soito : xy < 71 < ... < z,, une subdivision de [a, b]. Sur chaque segment [z, z411], (k €
{0,...n — 1}, la fonction F' est continuement dérivable. En vertu du théoréme des accrois-
sement finis, il existe t;, €]y, z411] tel que

F(xpq1) — F(op) = (2pg1 — 20) F'(tr) = (2pg1 — 2) f(tr)-

Donc, d’apres la proposition 2.7, nous avons s, (f) < Ry.(f) < S,(f), c'est-a-dire

k 1

ol < 3 (Pl = Fa) < 5,(6)

Comme Z <F(xk+1) — F(zy) = F(b) — F(a), alors

so(f) < F(b) — F(a) < 5:(f)

Ceci étant vrai pour toute subdivision o, et la fonction f étant, par hypothese, intégrable,
on déduit de la proposition 2.6 que

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

2. Soient z € [a,b] tel que z( + h, supposone que f soit continue en z,. Alors, on a

zo+h

F(wo +h) = F(xo) = /mo f(@)dr = f(zo)h + / (f(x) = f(zo))de.

o o

Tenez compte que f est continue en x,, donc on a pour i # 0

xo+h
[ U - s < sl = a0l < AI(f(@) = Flao)lIn
— sup | — a0 < Bl(f(2) ~ f(20)) =0,

lorsque h +— 0. Par conséquant,

lim &0t P) = Flwo) ) / " @) = feo))da = f(zo),

h—0 h h—0 %o
d’ou F,(l’o) = f(l'g) |
Exemple 2.15.

1
/ —dr = [Inz]} =In2.
LT

Corollaire 2.4. Si f une fonction dans C*[a, b], alors
b
| r@ae= 1) - r@.

Démonstration - Si f est dans C'[a, b] alors sa dérivée f’ est continue et f est une primitive de
f'.On applique alors le théoréme 2.14, ci-dessus. [ ]
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2.10.2 Fonctions paire et périodique

Théoreme 2.15. 1. Soit f une fonction continue sur [—a, a] avec a > 0. Alors

(a) /a f(z)dx =0, si f est impaire.

(b) /a f(x)dx = 2/a f(x)dz, si f est paire.
—a 0

2. Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T' Alors

VeeR: /:” f(a)de = /OT f(2)dz

2.10.3 Intégration par parties

Théoréme 2.16. Soient f et g deux fonctions de classe C" sur [a, b]. Alors :

/f(fﬂ)g’(x)de[f(x)g(x)]Z—/ f'(x)g(x)dx

Démonstration - Nous avons que (f(x)g(x))/ = f(x)g' (z) + f'(x)g(x), donc

[ (@) ar = @it + [ reg@as [ s

Remarque 2.10. Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule
d’intégration par parties s’écrit

[ (1@g@) tz = f@yg() = [ F@iglaldo+ [ o @i

Ty S f)=t alors [ f(
Exemple 2.16. On calule /1 te'dt. x € R posons : { g = et g(t

/ te'dt = [te']f — / e'dt
1 1

= e —e' —e" +el = (v —1)e"

Par conséquent,

D’autre part le primitive de x — ze” sur R est

/xexdx =(z—1)e"+¢, ouceR.
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Calcul intégral du type / P, (x)e"dx

Soit P, (x) un polyndme de dégré n, et k € R. Alors on peut calculer l'intégrale / P, (x)e" dx,

ou on utilisat l'intégrale par parties n fois. Mais comme on a vu que les primitives de =z —
P,(z)e™ sont les fonctions F : x — Q,(z)e" + ¢, tel que Q,(z) est un polyndme de dégré n.
Donc on peut calculer-le rapidement par comparaison F” avec P, (z)e".

Exemple 2.17. Calculer [ = / (22 —5x+T7)e “dx. Alors, les primitives sont F' : &+ (apz®+a,z+

ap)e ¥ + ¢, tels que ag, a1 etas dans R ottay # 0. F'(z) = ( — ayx® + (209 — ay)x + (ay — a0)>e_$.

Par comparaison F'(z) avec (z° — 5z + 7)e”*, on obtient

—CL2:1 CLQI—l
200 —a1 = -5 = ar =3 =
ap —ag =17 ap = —4.

Par conséquant [ = /(x2 — 51+ T)e "dr = (—2° + 3v —4)e " +c.

Calcul intégral du type /e’“ cos(pz)dz, /ekx sin(pz)dz, k,p € R.

On integre par parties deux foins, nous trouvons donc que les primitives sont F' : =

e* (X cos(pr) + psin(pr)) + c ot A, p € R. On peut calculer \ et ; par comparaison £’ avec

e** cos(px) ou e sin(pz).

Exemple 2.18. Calculer [ = / e~ sin zdx. Alors, les primitives sont F : z +— e~ *(\ cos(pz) +
psin(pr)) +c. Comme F'(z) = e >* ((,u —2)) cos(px) — (A +2u) sin(px)) . Par comparaison F'(x)

avec e % sin z, on trouve

w—222=0 = /\:?
“A—2u=1 —2

Par conséquant / = /(x2 — 5+ T)e "dr = (—2° + 3x — 4)e™ " +c.

2.10.4 Intégration par changement de variables

Théoréme 2.17. Soient f : [a,b] — R continue et ¢ : o, 8] — [a,b] une fonction de classe C'" avec
ola) =aet p(B) =0b:Alors

/abf(:c)da: = /:(ﬁ) f(x)dr = /j Flo(®)e' (t)dt

(@)

La transformation x = ¢'(t) s’appelle changement de variable.
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Démonstration - Si F est une primitive de f alors

(F o) (t)=F'(pt)¢'(t) = fle(t)#'(t)-
Donc

o(

B B
/ Fle(t))@'(t)dt = / (Fop)(t)dt = [(Fop)t): = /

[0

B) b
r)dxr = r)dx
@) | 1@

(a

1
Exemple 2.19. Calculons / V1 — 2%dx en utilisant le changement de variable = = sint, donc
0
on a

1 s
/\/1—x2dm = /2 V1 —sin®t cos tdt
0 0
3 ) 1 [2
= / cos tdtzé/ (14 cos2t)dt
0

0
[t sin2t]’£ T

2 4

o 4
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2.10 Calcul de primitives et d’intégrales

2.10.5 Primitives usuelles

Fonction Primitive | L'intervalle
% a e R a# -1 Lot 10, +o0]
) Y o + 1 Y
1
— In |z| R*
T
1
e (a#0) —e* R
a
. 1
sinar (a #0) ——cosax R
a
1.
cosar (a#0) —sinax R
a
1+ tan’z = ! tan }—EZ[
 cos?x 272
9 1
1 + cotan"z = —— —cotanx 10, 7]
sin®
Université de M’sila 49 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES

2.10 Calcul de primitives et d’intégrales

Fonction Primitive L'intervalle
1
arcsin (z), a>0 | —a,a|
02 _ 12 a
1
— arccos <E>, a>0 | —a,a|
02 _ 12 a
1 1
—_— — arctan (f) R
a? + 22 a a
1
sh(ax), (a # 0) —ch(ax) R
a
1
ch(az), (a # 0) —sh(ax) R
a
1
—_— argshx =1In(z + V1 + 22 R
V1422 g ( )
1
— argchx =In(x + Va2 —1) | | — oo, —1[U]1, +00]
2 —

2.10.6 Aire d’un fonction positive

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé (O, 7, j), f une fonction continue et positive
sur un intervalle [a, b] et (C') sa courbe représentative dans (P).

Définition 2.10. Soit On appelle intégrale de a a b de la fonction f la mesure de l'aire en unité
d’aire de la partie A = {M(z,y) € (P) :a <2z <b, 0 <y < f(z)} du plan (P). On note

b
S(A):/ f(z)dx
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(e

Il
o

x=a X

FIGURE 2.8 — L'aire S(A) sous la courbe (C) et entre les droitesy = 0, z = a etz = b.

b
Remarque 2.11. Si f change la signe sur [a, b], alors S(A) = / |f(z)|dz.

Exemple 2.20. Soit la fonction f(z) = 2> — 2z. Calculer l'aire de domaine
A={M(z,y) € (P):0<x <3, 0<y< f(x)}.
On a f change la signe dans [0, 3] (voir le figure 2.9 ), donc
3 2 3
s = [ @i = [ (=s@)de+ [ oy
0 0 2
1 3

_ 1 4 2}2 [ 3 2} 8
= [ 3$ +x O+ 3[E T -t

FIGURE 2.9 — L"aire S(A) sous la courbe (C|y|) et entre les droites y = 0, x = 0 et z = 3.

211 Téchniques de calcule d’intégrale

dans la suite on va donner quelques de méthodes pour calculer une intégrale ou primitive
concérnant certaines classe de fonctions.
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2.11.1 Intégrale de fractions rationnelles

P(x)
Q(x)

Définition 2.11. On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f de la forme: f(z) =

ou P et () sont deux polyndmes a coefficients réels.

Définition 2.12. Soient A(x) et B(x) deux polyndmes réels. On appelle division euclidienne (ou
division selon les puissances décroissantes) de A(x) par B(x) I'unique couple (@, R) tel que :
A(z) = B(2)Q(z) + R(z) avec R = 0 ou bien deg(R) < deg(B). Les polynémes () et R sont
appelés respectivement quotient et reste de la division euclidienne.

Exemple 2.21. Soient A(x) = 22* + 2° — 32° + 2 — 1 et B(x) = 2> + o + 1. Pour effectuer

la division euclidienne de A(z) par B(x) pratiquement on peut utilisant la division selon les
puissances croissantes comme suit

20 4+ a® =322 +ax -1zt +a+1
— 22t — 223 — 222 202 —x —4
— 23 =52 4
2 +27 4
—42® + 22— 1
4o® +4x + 4

6x + 3

Propriétes 2.5. Tout polyndme non nul P(z) a coefficients dans R s’écrit sous la forme
P(x) = c(x — )™ (x — 19)™...(x — 7)™ (2% + by + 1) (2% + bow + ¢2)"*...(2% + byw + c,)"
P(r)=c (Hz=1<x —7)"™*) (HZ:1(372 + bpx + Ck)nk)
avec b2 —4c, <0, my, n, € Npour1 <k <netc#0.
Définition 2.13. Soient a, b, c et d des nombres réels, et n € N*. Alors

1. On dit d’éléments simples de premiere especes les fractions rationnelle de type ﬁ
xr — n

tel que a # 0.
2. On dit d’éléments simples de deuxiéme especes les fractions rationnelle de type
ar +b

2
@+t dr avec ¢® — 4d < 0.

P(x)
Q(x)

Théoréme 2.18. (Décomposition en éléments simples) Soit f(x) = une fraction rationnelle telle

que P(x) et Q(x) n’ont aucune racine commune. Si
Q) = cllP_ (z — 7)™ I_, (2 + b + )™,

avec by — 4cp < 0et ¢ # 0 alors la décomposition en éléments simples de f(x) s’écrit d’une maniére
unique sous la forme :

z + Ci,'

1<i<p 1<g<ml 1<i<q 1<5<n;

ot A, j, B; j et C; ; sont des constantes réelles, et E(x) est un polyndme appelé partie entiere de la fraction
rationnelle f(x).
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Remarque 2.12. La partie entiere E(x) de la fraction rationnelle f(z) n’est autre que le quotient
de la division euclidienne de P(z) par Q(x).

Onadonc P(z) = Q(z)E(x) + R(z) avec deg(R(x)) < deg(Q(z)) ou bien R(z) = 0.

On en déduit que :

P(z)

x)=E(x)+ .

f@) = B@) + 5

Remarque 2.13. Pour calculer une primitive de f(z) il suffit alors de calculer les primitives de

ar +b
(22 + cx + d)"

E(z), n>1 et ., n>1 & —4d <0.

(z—b)"’

Intégrale d’éléments simples

Intégrations fractions simples de 1" espece :

On Calcule l'intégrale I = / ( ¢ ) dx. Alors,on a:
xr — n
aln |z —b| +c sin=1
I= -1 a ,
> 2.
n—1(z—br! e sz

Intégrations fractions simples de 2™ espéce :

o ar +b
Calculons l'intégrale I = / (22 + cx + )"

ar +b
I = d
/(ZE2+CI‘+d)" v

= 2/ e dm+(—gc+b)/ d
2] (@2 +cx+a) 2 (22 + cx +d)"

dx. Alors, nous avons que

2
(@) On calcule I'intégrale I = / TEC g On a, donc:
(22 + cx + d)"
In|o? +cx+d| +c sin=1
I= 1 :
— > 2.
(n—1)(22 4 cx +d)"! e sz
d
(b) Calculons l'intégrale I = / e Ci s Ona:

I:/(az2+cclj+d)” :/ [($+§)2ix(d_§”m

posons u = x + g eta® = (d— CZ) > 0, car A > 0, on obtient

1 du
I(x) = a2n—1/a|:(2)2+1i|n
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dx

(c) Enfin pour calculer I il suffit de calculer /,, = / A+ a2

1. Sin=1ona: [, = arctanz + c.

2. Sin > 2 nous avons la relation de récurrence suivante :

1 T n 2n—1
2n (1 + 22) 2n

/ dx _ x +2n/ x2dx

(14 22)" (1+ 22)" (1 —l—a?Q)"H
_ LHR/L_%/d_x
(142 (1+a22)n (1 + z2)ntl

T

]n+1 - -[n

En effet

d 1
Exemple 2.22. Calculons J(z) = /m On pose u = x + 3 on obtient : J(x) =
d
/ —(u2 —fl)Q' D’apres le résultat précedent on a :

1 u 3
J(z) = L(u) = Zm—l—zarctanu—kc
1 z+3 3 et (Jr1)+
= - —arctan(z + =) + c.
A (C RS ERR Ve 2
P +4r—1

Exemple 2.23. Calculons l'intégrale I = dz. Donc on pose P(z) = x° + 4x — 1 et

x?—1
Q(z) = 2° — 1, la division euclidienne de P(x) par Q(z) donne :

P(z) = 2Q(z) + 5z — 1,
alors, d’apres le théoréme 2.18, on a :

P(z) br —1 B a b
0 "Ta-nery TTioitier
Il existe plusieurs methodes pour calculer les constantes a et b. La méthode générale consiste
a réduire au méme dénominateur les deux membres de 1'égalité (2.9), puis identifier les coeffi-
cients des numérateurs. Une autre methode simple dans ce cas est la suivante :

Pour calculer a on multiplie les deux membres de 'égalité (2.9) par x — 1 puis on donne a x la
valeur 1 on obtient a = 2.

Pour calculer b on multiplie les deux membres de 1'égalité (2.9) par = + 1 puis on donne a x la
valeur -1 on obtient b = 3.

P(x) 2dx 3dx
dr = xdx
Q() ! / +/x—1 /m—l—l
éx >+2In|z— 1|+ 3|z + 1| +c

(2.9)
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322 —3xr—1
(x —2)(x2+1)

Exemple 2.24. Calculons [ = / dx. D’apres, le théoreme 2.18, la fraction ration-
nelle F'(x) s’écrit
322 —3x—1 aq bix + ¢4
F = = )
@) = =) r—2 " i

Par identification on obtient

322 — 31 — 1 = (a1 + by)2* + (e1 — 2by)x + (a3 — 2¢1),

ay + b1 =3 a; = 1
on en déduit que ¢ ¢, —2b; = -3 = b = Donc
a1—201:—1 61:1.
1 2x +1
F(z) =
(z) r—2 x2+1

Par suiteon a :

322 -3z —1 1 2x 1
dz = d d d
/(:c—Q)(xz—l—l)x /x—2 $+/5L’2+1x+/1:2+1$

= In|z — 2|+ In(z* + 1) + arctan x + c.

Intégrale de type / f(sinz, cos x)dx

Considerons / f(sinz, cosx)dr ou f est une fraction rationnelle en sin z et cosz. Le chan-

ement de variables, ¢t = t L - i 2t 2dt En remplacant
,t=tan—, cosxt = ——, sinr = ——, T = )
& 2 1+ 14 2 1+ 2 pras

dans l'intégrale, on trouve

. 20 1—1t*\ 2dt
/f(sma:,cos:c)d:cz/f(1+t271+t2)1+t2’

ce changement revenir le calcul de cette primitive a celui d"une fraction rationnelle en ¢.

inzd
Exemple 2.25. Calculons l'intégrale I = / 2T e
1+ cosx

) ) x
On fait le changement de variables ¢t = tan 5 alors on trouve

1—¢2 ) 2t q 2t
S E—— SIMMy —= —— €r = .
1+ t2’ 1+ ¢2’ 1+1¢2

COST =

Par conséquant :

sin zdx 2t dt T
I= [ — = [ = —1In(l+¢ = In(1 + tan® = )
/1+cosx /1+t2 n(l+¢°) + ¢ =In(1 + tan 2)—1—0

Remarque 2.14. Il existe des méthodes plus efficaces et plus simples pour calculer ces intégrales
si la fonction f possede certaines propriétés. Comme des cas particuliers suinantes
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1. (a) Si / f(=sinz, cosx)dr = — / f(sinz, cos z)dx, on peut poser t = cos .
b) Si / f(sinz, — cosx)dr = — / f(sinz, cos z)dx, on peut poser ¢t = sin z.
) Si / f(=sinz, — cosx)dx = /f(sin x, cos x)dx, on peut poser t = tan .

2. Ce dernier cas est valable aussi pour l'intégrale de type / f(sin® x, cos® x)d.

t d
Exemple 2.26. Calculons l'intégrale I = / 2811—3.132:13 x.
— S1in- T
On fait le changement de variables ¢t = cos x, donc dt = —sin z, alors on trouve

/ sin zdx / / dt / tdt
I = ——dr = — =
cos (2 — sin® x) 14 12) 1412

1
= §ln(1+t2) ln\t|—|—c—2ln(1+cos x)—In|cosz | +c

Remarque 2.15. 1. Pour l'intégrale de type / f(sinx) cos zdx on utilisant le changement ¢ =

sin x.

2. Pour l'intégrale de type / f(cos x) sin zdx on utilisant le changement ¢ = cos z.

3. Pour l'intégrale de type / f(tanz)dx on utilisant le changement ¢ = tan x.

Intégrale de type /f(shx,chx)dm

2t
On utilise le changement de variable ¢t = th% on a donc, x = 2argtht, shr = T
1+1¢2 2
hx = td
che = —petdv=1—03

L+t2 11—t 2dt
/f(shm,chx)dxz/f( 55 o >1—t2’

qui est I'intégrale d"une fraction rationnelle.
Remarque 2.16. 1. On peut utilisant le changement de variable ¢t = e”.

2. Pour l'intégrale de type / f(shx)chxdx on utilisant le changement t = sha.
3. Pour l'intégrale de type / f(chz)shxdx on utilisant le changement t = chx.

4. Pour l'intégrale de type / f(thz)dz on utilisant le changement ¢ = tha.

Exemple 2.27. Calculer les intégrales suivnantes
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shx 1
1. I, —/2+Chxdx. 2. I :/%daz. 3. I, = /sh?’:vchxdx.
T 2t 1+1¢2
e Calculons I, posons t = th§ on a donc, x = 2argtht, shxr = 1 chx = g et
2
dx = dt. Alors,
1 —¢2

I_/sh:vd_/ At _/dt_/dt+/2dt
Y ovene™ T a0y J1-t Ji+t )11

= In|1—¢|—In|1+4¢t]|+42arctan(t) +c
= In|1 —thg | —In | 1—i—th§ | +2arctan(th§) +c.

dt
e Pour 5, posons ¢t = e*, donc z = Int et dv = —. alors,

1 4t 2
[ = _— —= f— -
2 / shxdm / (1—=t)(1+1?) / er — e*xdz

/th/dt _/dt
N 2—1 J t—1 t+1

= In|t—1|-In|t+1|4+c=In|e*—1]|—-In|e"+1]+c

e On faisant le changement ¢t = shx , on se trouve le résultat facilement.

Intégrale de type / f(e®)dx

On peut utilisant le changement de variable ¢t = ¢*. On trouve

[ ttean= [ s,

qui est I'intégrale d"une fraction rationnelle.

xT

Exemple 2.28. Calculer I = / ;"
1+e%

dt
On fait le changement ¢ = e”, donc dt = e"dz, donc dz = e Alors on obtient

7 / e’ J / t dt / dt
pr :L‘ — _— = [
14 e2® 14+¢t2¢ 14+¢2

= arctant + ¢ = arctan(e”) + c.

, .jax +0b

2.11.2 Intégrale de type / R(x, )d:p, ad — bc # 0.
cr+d

. o .jar +b X
La fonction R est irrationnelle en . le changement ¢ = rd On trouve, apres calcul
n __ _ n—1
n_ a:c—i—b, . dt b’ of d — n(ad — be)t "
cx +d a— ctn (@ — ctm)?
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alors, on obtient

.jax +b dt" —b \n(ad — be)t" /
R dr= | R t dt = t)dt

ou f est une fraction rationnelle en ¢.

1—
Exemple 2.29. Calculer I = / 1/ " da.
1 +x

1—¢? —4t
En faisant le changement * = ", donc, on z = et dv = ——dt. Alors, on obtient
1+’ 1+ ¢2 (14 12)2
1 /1—2 —4¢? 2
= [ —/ de = dt = dt ——dt
/x 11z /(1—t2)(1+t2) /1—752 +/14—1&2
11—z

1+x

1 N/
+ 1+ 2

Remarque 2.17. La méthode précédente peut se généraliser aux intégrales de type :

ar + b\ nr sax + b\ W2 ar + b\ ==
Rz, ( ) ( )% ( )™ )da.
cr+d cr+d cr+d

1—=z
’+2arctan< )—l—c.

—t
’+2arctant+c:ln‘
t 1+2x

1
= ln)
1

b
en posant, t¥ = axi o p = PPCM(ny,ny, ..., ng), c'est-a-dire le plus petit commun multiple
CIT
de ny, ng, ..., ny.
4 1
Exemple 2.30. Calculer I = / Mal:z:.
x

Posons t? = x + 4, donc, on a = = t*> — 4 et dx = 2tdt. Alors, on obtient

t2
I_2/t2_4dt = 2/(1+

2 + 21 ‘t_2‘+
et n C.
t+2

dt

=2 [ dt+8

Exemple 2.31. Calculer les intégrales suivnantes

1. :/wwx 2. Iy :/mdx

e Calculons I, posons t> =z +4,donc, ona z = t? — 4 et dr = 2tdt. Alors, on obtient

12 dt
[t =2 [ (1 s [ 2

£ 9
— 9 21‘ ) .
-+ nt+2 +c

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.
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2.11.3 Intégrale de type / R(x, Vax? + br + c) dz, a # 0.

A

by VA
2a

1. Sia<0,etA>O,ona:ax2+bx+c:—a[ﬁQ—(x—a)Q].

On utilisant le changement de variable = a 4 3 cost. On obtient
az® + bz + ¢ = a[(x — ) + %] = —aB*sin®t. Alors

/R(x,\/M)dx: /R1<sint7cost>dt.

Soit le discriminant A = b — 4ac, o = —

2.Sia>0,etA>0,0na:azr’+br+c=al(r—a) -3
On utilisant le changement de variable v = « + Scht. On obtient
azr® + br + ¢ = a[(r — a)® + B% = aB*sh’t. Alors

/ R(a:,\/m>dx _ / Ry (sht,cht)dt.

3.Sia>0,etA<0,0ona:azr’+br+c=al(r—a)+ 5%
On utilisant le changement de variable x = o + $sht. On obtient
az® + bz + ¢ = a(xr — a)® + B% = aB*ch’t. Alors

/R(x,\/M)dx = /Rg <sht,cht>dt.

Remarque 2.18. (Méthodes de substitution d’Euler) On a une méthode générale d'intégration
pour calculer ce type d’intégrale qu’on peut transformer en une intégrale d"une fraction ration-
nelle par des changements de variable de trois types.

1. Sia > 0. On pose alors Vaz? + bx + ¢ = t + \/ax.
Dans le cas ot Vaz? + bz + ¢ = t + v/az, on obtient apres calcule

2 2 2
2\/at +b 2\/at +b 2\/at +b

En remplacgant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

/R(m, Vax? + bx + c) dr = / (23—;j b \/aé\jaf:l—b)c;/—) \/_752\‘;_5:—:‘;\/_

2. Sic > 0.On pose alors, Var? + bxr + ¢ = xt + +/c.
Dans le cas ott Vaz? + bz + ¢ = zt + /c, on obtient apres calcule

p 2 _ -
r=—- \/— \/aa:2+bx+0—\/_t bt+\/_, dsz\/_ bt—i—a\/_

a—12 —¢2 (a? — t2)2

En remplagant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

/R(m,M)dmz/ <2\/_t—b7\/_t2—bt+ > \/_t2—6t+a\/_dt

— 12 2 __ 42 ( )
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3. Si A > 0, c'est-a-dire le polynéme az® + bx + ¢ admet deux racines réelles distinctes
r #ryetonaazr® +bxr +c=alx —r)(z — ).
On pose alors az’® + bz + ¢ = t(z — 1), out +t(z —ry).
Dans le cas ot Vax? + bx + ¢ = t(x — ), on obtient apres calcule

—ary + rit? Ny — a(ry — o)t a(ry — o)t
J]:ﬁa a$2+bl’+czﬂa dIZQWdt

En remplagant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

— tz _ t _ t
/R(x,w/a:ﬁ +—bx+c)dx:/Rl< arg + 11 a(rl 7’2) >2a(r1 7’2) Ji

2—a = t?—a (12 — a)?

4a? b
Remarque 2.19. On peut utilisant le changement de variable ¢ = ﬁ (m + 2—) .
—4ac a

Exemple 2.32. Calculer les intégrales suivnantes

dx
1. [ = ) 3. Iy = /\/932 1dz.
! /(x+1)\/x2+a:+1 °

2. Igz/\/4—x2d:c. 4. 14:/\/x2—3x+2d:c.

e Comme a > 0, alors, on a la premiére cas d’Euler en posant t — z = Va? + x + 1, aprés
calcule, on obtient donc

2 —1 P+t+1 P+t+1
_ Vildtr+l=-a_'"1" qe=92—"""T "
Ty VU TET 2t +1 0 T T2t

En remplagant ces expressions dans l’intégrale I, nous avons

L= = 2/ /
t+2 t+2

= 21n|t| In|t+2| +c.

b VIA|
2

° Pourlg,commea>0,etA:16,onadonca:—2—:0,5:

= 2. Alors, faisons
a a
le changement de variable x = o + S cost = 2 cost, apres calcule, on obtient donc

t= arccos(g), V4 — 22 = 2sint, dr = —2sintdt.
En remplagant ces expressions dans l'intégrale I;, nous avons
L= = —4/sin2tdt = /(2cos2t —2)dt =2sin2t — 2t + ¢
= sin (2 arccos(g)) —2 arccos(Q) + c.
e Pour I3 on pose x = cht. On a donc dv = shtdt. Alors, on trouve

/\/x2 —ldz = = —4/sh2tdt = /(cth — 1)dt

1 1 1
= —sh2t— —t*+c=-
1° 1 Te= g
e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.

N | —

1
sh(2argchz) — Z—largch% +c.
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2.11.4 Intégrales de types / sin px cos qrdzx, / sin px sin gxrdz, / cos px cos qrdx.

Dans ce cas, on applique les formules de trigonométrie suivantes

1

sinacosb = 5 [Sin(a + b) + sin(a — b)} (2.10)
—1

sinasinb = 5 [cos(a +b) — cos(a — b)] (2.11)
1

cosacosb = 5 [cos(a +b) + cos(a — b)} (2.12)

Exemple 2.33. Calculer I; = / sin 3z sin 2z. Alors, d’apres les formules précédentes, on a

—1
L = 7/(cos5m—cosx)dx
-1 1

= Esin5x+§sinx+c.

2.11.5 Intégrale de type / sin™ x cos" xdx.

Ot n, m deux nombres entiers naturels.
1. Si m est pair faisons le changement de variable ¢ = cos .

2. Sin est pair faisons le changement de variable ¢t = sin x.
Dans le cas par exemple ottm = 2p +1,0on a

/ sin™ x cos™ xdr = /(1 — cos® )P cos” x sin xdx.
Posons t = cos z, donc dt = — sin xdx, alors on trouve
/sinm xcos" xdr = — /(1 — )Pt du.

C’est-a-dire un intégrale rationnel.

3. Sin, m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2¢. On utilisant les formules
(2.10),(2.11) et (2.12) avec les formules suinantes

1 1
sin2x = 2sinx cosx, sin‘c = 3 (1 — Cos 2x>, cos’ T = 3 (1 + cos 23:). (2.13)

Remarque 2.20. Dans le cas 3, on peut utiliser les formules (2.13) avec le changement de variable
t=tanwx.

Exemple 2.34. Calculer les intégrales suivnantes
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1. I = /COSS.ttsin2 zdx. 3. I3 = /sir12:l:cos.4 rdx.
2. I, = /cos5 zdr.

e Pour /; on pose z = sint. On a donc dz = costdt. Alors, on trouve

IIZ =

/
= /(1 — ?)*¢7dt = /(t2 — 2t +1%)dt

1 2 1
gt Tl TRt T

= lsi1r13:16—gsin5m+—sin7m—|—c
3 5 7 ’

e Pour I; on pose z = sint. On a donc dx = costdt. Alors, on trouve

L= = /Cos4xcosxdx = /(1 — sin® x)? cos vdw

1 2
= 1—2dt==-t — =t +t+c
Ja-epa— e
1. 2 4 .
= —sin x—gsm x4+ sz + c.

bt

e Pour /3 on utilisant (2.13) et (2.12) respectivement, on obtient, donc

cos? z cos z sin® xdr = /(1 — sin® )2 cos w sin? zdx

1
sinzcos*x = sin?xcos?xcos*?r = §(1 — cos2x)(1 + cos 2x)(1 + cos 2z)

1 1
= g(l —cosdz)(1 + cos2z) = §<1 + cos 2z — cos 4z — cos 2z cos 4x)

1
= —(1+ - cos2z — cosdx — 5 cos 6).

Remarque 2.21. On peut linéariser les fonctions sin™ z et cos™ z, ot on utilisent la formule du

bindme de Newton et les formules suivants

) em _ e—ix em + e—iac
Smyr = ——— COS = ————
20 2

2.11.6 Intégrale de type / sh™xch"xdz.

Ol n, m deux nombres entiers naturels.

1. Si m est pair faisons le changement de variable ¢ = cha.

Université de M’sila 62 Dr

: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.11 Téchniques de calcule d’intégrale

2. Sin est pair faisons le changement de variable ¢t = shax.
Dans le cas par exemple otim =2p+1,0ona

/shmxch"a:da: = /(cth — 1)Pch™zshxdx.
Posons t = chz, donc dt = shxdzx, alors on trouve
/shmwchnxdx = /(t2 — 1)Pt"dt.

C’est-a-dire un intégrale rationnel.

3. Sin, m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2¢. On utilisant les formules

suinantes
sh2x = 2shxchx (2.14)
1
ch*r = §(ch2x +1) (2.15)
1
sh’r = §(ch2:c —1) (2.16)
ch*x — shz =1. (2.17)

Puis, on faisant le changement de variable ¢ = thax.

Exemple 2.35. Calculer les intégrales suivnantes
1. I, = /sh%ch%dw. 2. I, = /ch%dm.

e Pour [;, on m = 3 est impair. Alors on peut utilisant (2.17) et le changement de variable
t = chx, on obtient, donc

L, = /sh%ch%dm = /shzxch%shxd:c
= /sh%ch%shxdm = /(ch% — 1)ch*xshadx
1 1
= 2 — D?dt = —t° — =3
JIGER S

1 1 .
= /(t2 — 1)t?dt = gch5x — gchsx + c.

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.
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2.12 Exercices et problemes

Exercice 2.1. En utilisant les sommes de Riemann, calculer les intégrales suivantes

1 1 1 1
1. /xdaﬁ 2. /xQd:c 3. /:c3da: 4. /exdx
0 0 0 0

On rappelle que
k=n k=n
n(n+ 1) 5, nn+1)2n+1) 5 +1)\2
N I S D N CE
k=1 k=1
Exercice 2.2. Calculer les limites, lorsque n — +oo des suites (définies pourn € N*).
k=n 1 1 k=n 1 1 k=n
1. 4. — 7. — \ 1 2)... .
> NI =D VD +2).(n+n)
k=1 k=1 k=1
k=n k=n
n+k 1 k
2 . In (1)
;n2+k2 ’ k:1k+nn "
k=n k=n
k mk 1 k?
3 — sin ( — 6. = —F—m——.
kz:; n? ( n ) vn — n2v/n? + k2

1
Exercice 2.3. Soit [,, = /x”exdx, n € N.
0

1. Calculer I,

2. Calculer I, en fonction de I,,_; pour n € N*.
1

3. Application : Calculer J = /(3953 — 227 + 2+ 1)e “dax.
0
4. Recalculer cette intégrale en charchant directement une primitive de
f(z) = (32° — 22° + x + 1)e " sous la forme F(x) = (az® + bx* + cx + d)e ", olia,b,cetd
sont quatre réels a déterminer.

Exercice 2.4. En utilisant changement de variable approprié, calculer les intégrales suivantes

1. /siancosxd:c. 5. /de. 9. \/_
Nierr T+ v

2/ dx 6/ dx

?i v A+ 30 10. /3x2(1+x3)3d:v.
3./ ——dx. 7. /sin2xcos3xdx.

sin® x
4 /&dm 8. /xQ\/x—ldx. 11./

1+ cos?z
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Exercice 2.5. Calculer les les intégrales suivantes

2 4
1. /[x]da:. 2. / |2* — 3z + 2|dx.
-1 -3

Exercice 2.6. Calculer les les intégrales suivantes

1. /:Earctanxda:. 3. /(lnas)zdx.

2. /arcsinxdm. 4. /cosxln(l—i—cosx)dx.

Exercice 2.7. Calculer les primitives

1. /cos xdz. 6. /€m+1 x. 11. /xzx_——;g_2dx

2. /1—1—953 7. /sh%dm 12. /\/%

3. /arcsmxd:v 8. /1—|—cosa: 13. /(56_2)(12_4@61:6.

4 /:”3 52 A /%daz. 14. /(:c2 izl_ilydx.

5. /mdx. 10. /%d:p 15. /(:c—i—Z)(x?l—i— 3x+1)2dx

Exercice 2.8. Calculer les intégrales suivantes en effectuant le changement de variables recom-
mandé

1. 1 /—dx osert = ta (a:) 4. | / du oser ta (g;)
) = =tan (= ). . = u=rtan (= ].
! 24 cosz’ P 2 4 sinz’ P 2
0 3
3 5 10 i
sin” x cos x T
2. Iy = | ———dx, oseru =sinxz. 9. I :/—, oser r = tant.
2 / 1+ cos?2x SR U= sm ° V1 + 22 P
V3

1

1
/62”” In(1+e")dr, poseru=-e". 6. 5= /\/1 — 22dx, poser x =sint.
0

0

Exercice 2.9. Pour n € N on définit [, = [ sin" zdz, (Intégrales de Wallis)

S —
vl

1. Calculer Iy, I et I

2. Montrer que la suite (/,,) est décroissante. Estéelle convergente ?
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3. ATlaide d'une intégration par parties, montrer que
VneN: (n+2),0=(Mn+1)1,
4. En déduire que pour p € N,

(2p)! _(phye

m
Iy = 5 —ohmy In= 2.
9 (phy22ze (2p+1)!

5. Calculer (n +1)I,1,,_1, pour n > 1.

I, I,
6. Montrer que pour n > 2, < <1
In—l In—l
En déduire que lim =1
n——+oo n—1

7. Trouver un équivalent de (/,,) au voisinage de +o0.

Exercice 2.10. 1. Soit f : [a,b] — R continue, g positive et continue par morceaux sur |a, b|.

b
Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que /f(x)g(x)dx = f(c) /g(x)dx.

3a
2. Calculer la limite lim cos xdx

=0t J, X
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3.1 Généralités

En raison de I'importance des équations différentielles dans la résolution de nombreux phé-

nomenes en physique, mathématiques, chimie, biologie et dans d’autres domaines, les cher-
cheurs y ont prété beaucoup d’attention au cours des siecles passés et au présent. Cependant,
ils ne sont pas parvenus a la solution de beaucoup d’entre eux en utilisant les méthodes exce-
plicites. Cela restera un champ ouvert pour la recherche. Nous sommes dans ce chapitre nous
présentons des terminologies et des concepts de base concernant les équations différentielles
du prémier et du scond orde. Nous discuterons également de l'idée générale de résolutios de
ces équations différentielles et ainssi quelques cas particuliers.
D’une manire gnrale, nous prsenterons dans ce chapitre les dfinitions, les thormes, et les pro-
prits les plus importantes, ainsi que quelques mthodes de rsolution des quations diffrentielles
ordinaires du premier et du second ordre, ou celles qui peuvent remonter au premier ordre
comme des quations du Bernoulli et Riccati.

Définition 3.1. On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de la forme

F(z,y,9") =0, (3.1)
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ot y la fonction inconnue et y' est sa dérivée par rapport a x et F une fonction numérique de 3
variables définie sur un domaine D C R?.

Exemple 3.1.
1. v/ =" + 22 — 3, 2.y =y+ax

sont des équations différentielles du premier ordre, D = R®.

Définition 3.2. On appelle équation différentielle du deuxiéme ordre une relation de la forme

F(z,y,y,y") =0, (3.2)

ot ¢ et y” sont les dérivées du premier et du second ordres respectivement de y par rapport a
z et F une fonction numérique de 4 variables définie sur un domaine D C R*.
Exemple3.2. 1. ¢+ (2> + 1)y —y = (v — 3)e™,

2.y +y =2y=a+2—2,

sont des équations différentielles du second ordre sur D = R*.

Définition 3.3. 1. Une équation différentielle du premier ordre est dite mise sous forme nor-
male lorsqu’elle s’écrit

y = flz,y)
ou f représente une foncyion réelle de 2 variables.
2. Une équation différentielle du second ordre est dite mise sous forme normale lorsqu’elle
s’écrit
y' = fx,y.9)
ou f représente une foncyion réelle de 3 variables.

Définition 3.4. 1. Une solution (ou intégrale) de 1'équation différentielle (3.1) est une fonc-
tion numé rique y, définie sur un intervalle réel /, dérivable et telle que, on ait

Veel: F(x,y,y)=0,et(z,y,y) € D.

2. Une solution (ou intégrale) de 1’équation différentielle (3.2) est une fonction numé rique
y, définie sur un intervalle réel 7, dérivable deux fois et telle que, on ait

Veel: F(zx,y,y,y")=0,et(z,y,9,y") € D.

Remarque 3.1. Résoudre une équation différentielle, c’est en trouver toutes les solutions quand
elles existent. Le graphe d"une solution est appelé courbe intégrale de ’équation différentielle.

Exemple 3.3. 1. Les fonctions y = ¢ (¢ une constante) sont des solutions de y' = 0 définie sur
R.

2. Les fonctions y = \e®” sont des solutions de ' = ay définie sur R, tels que (a, A € R).

3. Les fonctions y = cos x et y = sin 2 sont des solutions de " + y = 0 définie sur R.
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3.2 Equation différentielle du premier ordre

3.2.1 Equation différenitelle a variables séparées

Définition 3.5. Une équation différentielle du premier ordre est dite a variables séparées si elle
peut s’écrire sous la forme :

fw)y' =g(x) (vs).

Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit y = d—y, puis,
X

symboliquement
fy)dy = g(x)dz < /f(y)dy = /g(as)da: +C.

On écrit ici explicitement la constante d’intégration arbitraire C' € R ( qui est déja implicite-
ment présente dans les intégrales indéfinies) pour ne pas 1’oublier. Il s’agit donc de trouver des
primitives F' et G de f et g, et ensuite d’exprimer y en terme de z et de C':

Fly)=G@)+C e y=F1G(x)+C).
C’est pour cette raison que 1’on dit aussi intégrer une équation différentielle.
Exemple 3.4. Résoudre sur / =|1, +oo[ I'équation différentielle
xy' In(z) = (3In(x) + 1)y. (1)

On peut séparer les variables (z et y) en divisant par yx In(z), ce qui est permis si et seulement
siy # 0 (car zIn(z) > 0) d’apres I'énoncé). On a,

! 1 1 1 1
(1)@?L 3lnx + / dy_/?)nx—l- L

Y Czlnr rlnx
31 1 3
avec C' € R. Comme ﬂ -+ ,alors, on a
zlnx T ZL‘lIl:L’

|yl =3|z| +In|lnz|+ K =In|z®Inz| + K.
Avec K € R. En prenant I’exponentielle de cette expression, on a finalement :
y=Chr3Inx

avec Cy € R : En effet, le signe de Cy (=7 ™) tient compte des deux possibilités pour |y|, et on
vérifie que Cy, = 0 = y = 0 est aussi solution ( mais pour laquelle le calcul précédent, a partir
de la division par y, n’est pas valable.)

Exemple 3.5. Résoudre I'quation
2uydy = (2* —y*)dz  (2)

Posons : f(x,y) = 22y, g(z,y) = 2* —y?, ona: f(2z,2y) = day = 2%xy et g(22,2y) = 2%(2* — 1/?)
donc f et g sont homogene de degré 2. On pose y = vx pour résoudre (1). dy = vdx + zdv et
(1) devient

2v dz

32V =
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Apres intégration on obtient
(1 - 30v*) = K, (K € R),

Détermination de la constante d’intégration

La constante d’intégration C' est fixée lorsqu’on demande que pour un = = z, donné, on ait
une valeur donnée de y(x) = y(z) = yo. On parle d’un probleme avec conditions initiales.

3.2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 3.6. Une équations différentielles linéaire (EDL) du premier ordre est une équation
différentielle qui peut s’écrire sous la forme :

a(z)y +b(z)y =c(z)  (E)

ol a, b et c sont des fonctions continues sur un méme intervalle / C R a valeurs dans K, K étant
I'un des corps R ou C, et on demandera Vx € [ : a(x) # 0.

Définition 3.7. (Equation homogene) On appelle équation homogene ou encore équation sans
second membre associée a (E), I'équation :

a@)y + by =0 (Ey).
On la note aussi (E},) ou (EH).

Remarque 3.2. Si dans ces définitions, le coefficient de ¥ vaut 1 : on dit alors que I"équation est
normalisée ou encore résolue en i)'

Résolution de I’équation homogéne associée

En effet, (EH) est une équation différentielle a variables séparées. En 1’écrivant

y _ b=)
y  az)
et en l'intégrant, on obtient :
b(@)
Injyl= [ ——=dz+C
a()
etavec K € {£+¢“ 0}, 0ona:
y=Kel'® K eR F(z) = /—b(x)d:c.
a()

Concernant 1'équation (E), on a:
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Propriétes 3.1. L'ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les solutions de
(EH) une solution particuliere de (E).

La section suivante est consacrée a la détermination de la solution particuliere de I’équation
(E) par la méthode de variation de la constante.
Solution particuliére par variation de la constante

On cherche la solution particuliére sous la forme y = K (x)e" ™, avec Kune fonction a dé-
terminer ("variation de la constante"). On trouve que y est solution si et seulement si

K'(z) = Zii; eI o K(z) = / 223 e F@dg.

(On peut intégrer car c’est la composée de fonctions continues, et on peut oublier la constante
car elle correspond a une solution de (EH) ). Une solution particuliere est donc

y(x) = el'(@) / Z((i; e F@dy.

et la solution générale est donc :

b(x)

a(x

dx

:l/(l') — eF(m) (K—|— / C((JI) efF(m)diL'),K c R,F(:C) _ /_

a(x)
Exemple 3.6. Résoudre sur I =|0, g[, ’équation différentielle

sin(x)y — cos(z)y = x
Résolvons d’abord sur I 1’équation homogene :
sin(x)y — cos(x)y =0

On obtient ,
¥y _ ‘{OS(QJ) = In|y| = In|sinz| + k, k € R.
y  sin(x)

La solution générale de (EH) est donc

y= Ksinz, K € R.

(avec K = 4¢" pour tenir compte des valeurs absolues, et K=0 étant solution aussi). Cherchons
ensuite une solution particuliére de (E) sous la forme

y = K(x)sinz, (K est continment dérivable).
On aalors y'(z) = K'(x) sinz + K (x) cos(x), ce qui donne dans (E) :

( sinz)[K'(z) sinx + K(z) cosz| — ( cosz)K(x) sinx = x
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et comme dans la théorie générale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste que le
terme en K'(x), soit :

K'(r)sin’z =1 & K'(z) = a; <:>K(x):/ *_da.

On integre par parties, en posant

ce qui donne :

K(z) = —— +/ L o= ®

tanx tan x tan x
T COSx T )
= — + — = — + In| sinx|.
tan x SN tanx

Sur I, sinz > 0; une solution particuliere est donc obtenue pour C' = 0.
Yy = —x cosx + sinx In sinx
et la solution générale de (E) est donnée par :
Yy = —T coSx + (K + sinz In sm:L‘),K € R.

Exemple 3.7. Si y;et y, sont deux solutions particulieres de (E), alors y; —y» est solution de (EH)
, et la solution générale de (E) est

y =11+ c(y1 —y2),c € R arbitraire.

3.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des
équations linéaires

3.3.1 Equation de Bernouilli

Définition 3.8. Une équation différentielle est dite de Bernouilli si elle est de la forme
v +p(@)y =qlx)y",neR (EBr)

Pour résoudre ’équation (EBr) on pose »z = y' ™. Cette substitution transforme 1’équation
(EBr) en une équation différentielle linéaire en la nouvelle variable z.

Remarque 3.3. Si n = 1, I'équation différentielle de Bernoulli est une équation différentielle
linéaire.
Exemple 3.8. Rsoudre les quations différentielles de Bernoulli suivantes

1. (2% + 1)y = 4oy + 42/

2. 2%y +ay =2(vVx +1)/y. tel que = > 0.

Université de M’sila 72 Dr : Dahmane Bouafia



CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des équations linéaires

Dong, les solutions d’quations diffrentielles de Bernoulli sont immdiatement.Pour 1’'qua-
tion (z° + 1)y’ = 4zy+4z,/y. (1) On suppose y > 0 et on utilise le changement d’inconnue
z=./y.Onadoncy = 2% ety = 222. En reportant dans 1Squation (1), on obtient

(2% +1)z2' = 222* + 222,
qui se simplifie en
(22 + 1) =222 + 22. (2)

Cette dernire quation est linaire ( coefficients non constants). C’est une quation variables
sparables
7z 2
z+1 2241

Par consquent

d 2xd
/ : :/ SN Injz+1=In(z*+1)+C, C >0
z+1 2+ 1

= z=K(@*+1) -1, K =4,

Finalement, on fait le changement d’inconnue en sens inverse y = z* pour trouver les so-
lutions y positives de I'quation (1) Il laisse au lecteur de vrifier que la solution de 1’quation

2%y + 2y = 2(vVx +1)3/y, © > 0 est
1 2 2
= (1 _—>,K6R.
Y x(nx Vr+ K

3.3.2 Equations de Riccati

Définition 3.9. Les équations de Riccati sont des équations différentielles de la forme :

Y = a(2)y” + b(x)y + c(z) (ER)

3.3.3 Méthode de résolution

Si y; est une solution particuliére alors on pose le changement de fonction suivant :

1
y=uy+ .
z

Cette substitution transforme 1’équation (ER) en une équation linéaire en z.
Exemple 3.9. Soit I'quation différentielle de Riccati suivante
2y  cosx — 2ysina = 2y* + 2cosx — sin*z, (ER).

1. Vrifier que y, = sin x est une solution particulire de (E'R)
2. Rsoudre I'quation (E'R), en utilisant le changement de variable u = y — yj.

Les solutions est respectivement au dessous,
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X

1. Onremplace dans'quation (ER) par y, = sin z, on aura facilement que y, est une solution
de (E'R). Donc yy = sinz est une solution particulire de (ER).

2. En utilisant le changement de variable u = y — y, rendre lquation (E'R) sous la forme
2u/ cosx — 2usinz = u? (1).

C’est une quation diffrentielle de Bernoulli avec n = 2. On remarque que u = 0 est une
solution de (1) si u # 0. On divise I'quation (1) par u*, on obtient 2u'u” cos z — 2u™ ' sinx =
1, (2).Onpose z =u"",donc, 2’ = —u'u’. On remplace dans I'quation (2) on trouve

—272 cosz — 2zsinz =1, (E).

C’est une quation diffrentielle linaire d’ordre 1 et on rsoud facilement cette quation, et on
otient

1
z:—ésinx—kCcosx, C eR.

D’o ) 5

2z —sinz+acosz’

Donc la solution gnrale d quation (E'R) est donne d’aprs la relation y = u + y par

2 .
= - + s x.
—SsInx + acosx

3.3.4 Equations de Lagrange

Définition 3.10. Les équations de Lagrange sont des équations différentielles de la forme :
y=zf(y)+9) (ELg)

d
Pour intégrer les équations de Lagrange, on pose y = p = d_y’ (Lag) devient :y = xf(p) +
x
g(p), et on differentie :

dy = f(p)dx +xf'(p)dp + ¢'(p)dp
pdx = f(p)dx + 2 f'(p)dp + ¢'(p)dp
(p— f(p))de = [zf'(p) + ¢'(p)] dp.

d
On transformé (ELg) en une équation différentielle linéaire en d_x =1

p

3.4 Equations de typey/ = f (g>

i

Pour rsoudre d” quations différentielles variabbles homognes, alors, on pose y = tz.

Exemple 3.10. Rsoudre les quations différentielles variabbles homognes suivantes
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1. oy =2 —y. 3. 2y —y=ua(x+y).
2. xyy = a® + >

Maintenant on donne les solutions.

1. Pour I'quation 2y’ = & — y. (1) En divisant par = (z # 0), puis posons y = tx, on obtient
y =t -+t et
Moy —1-Yottar —1-te 1 !
= —_ = T = —_ = ——,
Y v 2-1  «

Par intgration des deux membres, on trouve
1 —2
§1n(2t—1):—lnx+C’(:)1n(2t—1):lnx +2C.

. P Ke?2+1 .
Onendduitque2t — 1= Kz *, dot = — et finalement, puisque y = tx, on a

2+ K
2¢

y:

2. La solution de I'quation zyy’ = * + y?, est donner par
y=+Vinz?+C.

3. L'quation zy' —y = z(z+y), n’est pas homogne proprement dit mais, par chance, se rsout
au moyen du mme changement dSinconnue y = tx. Par un calcule, on obtient

y =xz(Ce” —1).

3.5 Equation différentielles linéaires du second ordre a coeffi-
cients constants

On s’interesse maintenant aux équations différentielles du deuxiéme ordre, mais seulement
aux EDL o les coefficients aq, ai, as sont des constantes réelles.

Définition 3.11. Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants est une
équation différentielle de la forme

ay" +by +ey=f (E)

o a,b,c € R, a # 0, et f une fonction continue sur I ouvert de R. L’'équation homogene (ou
sans second membre) associée est

ay” +by +cy=0 (EH)

Remarque 3.4. D’apres les résultats généraux on sait que 1’ensemble des solutions de (EH) est
un espace vectoriel et que la solution générale de (E) est la forme y = y, + y, o y, est une
solution particuliére de (E) et y;, est une solution de (EH).
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Nous admettons les résultats supplémentaires :
Propriétes 3.2. 1. Pour tout 7 € I et (o, 8) € R?, (E) admet une unique solution y telle que
y(xo) = a, y/'(wo) = 5.

2. Les solutions de (EH) sur I forment un espace vectoriel de dimension 2 sur R, noté Sy ().

3. Si y1, y» sont deux solutions indépendantes de (EH), alors y;,y2 est une base de Sy(1),
c’est a dire SQ(I) = {ayl + ﬂyg}

4. Pour yy,ys € Sa(I), on définit le wronskien w : I — R

v s w(z) = ' g \ = (@) — ¥, () (@)

Si w(xg) # 0 pour un zy € I, alors w(xz) # 0 pour tout x € I, et c’est une condition

nécessaire et suffisante pour que {yi, y»} soit linéairement indépendant et donc une base
de SQ ([) .

3.5.1 Résolution de I’équation homogene associée (EH)

On cherche la solution sous la forme y = €™, r € R. On a donc i/ = 7y et y” = r’y, donc (E)
devient : y.(ar? + br +¢) = 0.

Définition 3.12. L'équation
ar*+br+c=0 (E.O)

se nomme équation caractéristique de (EH).

Propriétes 3.3. Suivant le signe de A = b” — 4ac, on a les résultats suivants :

1. A > 0 L’équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes r; # 7, et

rox

yi(z) = "% p(x) =€

est une base de S»(/).

2. A = 0 L'équation caratéristique admet une racine réelle double r, et

rr

yi (@) = €7, ya() = we

est une base de S»(!).

3. A < 0L’équation caratéristique admet deux racines complexes conjugués r; = a+if, 7, =

a—if(a, B €R, B #0), et

y1(x) = e cos Bz, yz(x) = e sin fx
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est une base de S»(/).
Dans chacun des cas, la solution générale de (EH) est donc

y = Ay, + Byp,

avec A, B € R.

Démonstration - Il est claire que dans chaque cas y;(z), y2(x) sont solutions de (EH). Pour
vérifier qu’ils sont indépendantes il suffit d’apres la proposition (1.4.1) de vérifier que leur
wronskien est non nul. Par exemple dans le cas ot A > 0, le wronskien de y; (), y2(x) est

= (rg — 1)1 L 0,

Il est conseillé de trater les deux autres cas a titre d’exercice. ]

3.5.2 Recherche d'une solution particuliere de (E)

On distingue deux cas particuliers et une méthode générale :

Cas particuliers

Premier cas particulier: le second memebre de I'équation (E) est de la forme : f(z) =
eP(z), ou a€cR et P(zr)eR[X].
On cherche la solution particuliere sous la forme y(z) = e**2°Q(x), ot  est un polynéme du
méme degré que le polyndme P, et I'entier s est choisi de la fagon suivante.
s = 0 si a n’est pas racine de I’équation caractéristique.
s = 1 si a est I'une des racines de I'équation caractéristique.
s = 2 si a est racine double de I'équation caractéristique .
Les coefficients du polynome () sont déterminés par identification.

Remarque 3.5. Cette méthode s’applique notamment pour a = 0, c’est a dire lorsque f(x) =
P(z).

Deuxiéme cas particulier : le second membre de 1’équation (E) est de la forme :f(z) =

P(x)e®® coswz, ol w,a € R, P est un polyndme réel de degré n.
On cherche la solution particuliere sous la forme y(z) = e**2* {Q(x) cos fz + R(z)sin Sz}, o1 ()
et R sont deux polynémes ayant le méme degré que le polyndme P, et I’entier s est choisi de la
fagon suivante.

s = 0si @ + i n’est pas racine de I'équation caractéristique.

s = 1si o + if est une racine de I'équation caractéristique. ( alors o — i3 est aussi
racine del’équation cartéristique). Les polyndmes () et R sont déterminés par identification.

Remarque 3.6. Toute solution de (EF'H ) nulle en un point de [ est identiquement nulle sur /.

Remarque 3.7. Deux solutions de (£ H) qui concident en un point de I, sont identiques sur /.
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Méthode de variation des constantes.

Si {y1, 92} est une base de solutions de I'équation homogne , on cherche une solution parti-
culiere sous la forme 1y, = A\y; + py», mais cette fois A et i sont deux fonctions vérifiant

Nyp+u'ys = 0

fz)

)\/ /+ !/ — 17
Y1 T 1Yo a

Résoudre I'équation suivante, sur l'intervalle | — g, +g[ :

1
y' +y =

COS X

Les solutions de I'équation homogene y” + y = 0 sont Acosz + psinz avec A, i € R.
On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre sous la forme

yo(r) = M) cosw + p(x)sinx
avec cette fois A\(x), u(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient

{)\’y1+u’y2 =0 { Ncosz+ p/'sine = 0
donc

X
Nyy+ 1y = %}

1
coST

—Nsinz + p'cosz =
En multipliant la premiere ligne par sin z et la seconde par cos x, on obtient

donc par somme ' = 1.

Ncoswsing + p/(sinz)? =
~XNcoszsing + p(cosz)? = 1

sinx

Ainsi u(z) = x et la premiere ligne des équations devient \' = — donc A\(z) = In(cos z).

coS T
donc les solutions sont de la forme :

Yn + yp = Acosx + psinz + In(cos ) cosz + rsinx

quels que soient A, 1 € R.

Principe de superposition
Proposition 3.1. Si f(x) = fi(x) + fo(x), une solution particuliere est donnée par y = yy + ya, 001 y;
est une solution de ay” + by’ + cy = f;(x).(pour i = 1,2.)

Exemple 3.11. Résoudre
y'+y=x+cosdx sur [ =R

a.) L'équation Homogene : L'équation caractéristique est r* + 1. La solution générale de (EH)
esty = Acosx + Bsinuz.

b.) solution particuliere associée a y” + y = x, = convient.

c.) solution particuliere associée a y” + y = cos 3z, : En remplagant y = A cos 3z + Bsin 3z dans

1
I’équation, on trouve (A — 9A) cos 3z + (B — 9B) sin 3z = cos 3z, donc A = ~3 et B=0.

1
d.) conclusion : La solution générale est y = = — §3x + Acosx + Bsinz.
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3.6 Exercices et probléemes

Exercice 3.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. ¢ + zln(z) = 0. 4. v —y=(x+1)e".
2.y +2y=2”
3.y +y=2sinx. 5.y +y=3r—¢", (%)

Exercice 3.2. Résoudre I'équation différentielle de Bernoulli suivante

L oy +y = 2%y 2. —y + 2y2 =e"y, (x).
X

Exercice 3.3. Vrifier que y1 est une solution particulire de I'quation de Ricatti indiquer. Puis
rsoudre cette quation , dans toutes les cas suivante

1. ¢ — 22y +y* = 2 — 2%, (y1 = = + 1 est une solution particuliere ).
1
2. 2%y +ay + 2*y = 1, (y) = — est une solution particuliere ), (x).
x
Exercice 3.4. Résoudre les équations différentielles suivantes sur des intervalles appropriés

1oy —y =227 y(1)=5. 3. ¥ +ytanz = cos’z, y(0) = —1.
2.y +y=e", y(l)=2. 4. (z+ 1)y +y=Inz, y(1)=10.

Exercice 3.5. Résoudre les équations différentielles suivantes

Ly =3y +2y=0. 4. y" =2y + 5y = 0. 7. 9"+ 4y +13y = 0. ()
2. y" =5y + 6y = 0. 5.y" =6y +9y =0
3. y"—y' =0. 6. y'+4y +4y=0. (x)

Exercice 3.6. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1.

(@ y" =3y +2y = 42, @y +y=a+e ¥ (%)

b 1 2 / :4 x‘

(b) y” i :/y Ty fzce () v — 3y + 2y = sha — 2xchz. (%)
() ¥"+y — 2y =sinx.
)

(d) " = shw. (g) v — 2y = ch2z.

2. Dans les équations @ et (), donner la solution qui satisfait les conditions y(0) = 1 et

/
y'(0) = 2.
Indication : pour I'équation @), chercher la solution perticuliere sous la forme yy(z) =
azx® +br +c, a #0.

Exercice 3.7. Donner I'ensemble des solutions des équations différentielles suivantes
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1.y —4y=3, (zeR).(») 3.y = y%—x, (z e RY).
, , T .
2.y —ytanz = sinz, (SBG} —§,§D(*) 4. (2 + 1)y +2y=0, (z€R).

Exercice 3.8. Résoudre les équations différentielles variables spares suivantes
1. V1—2%2 —y=0

2.y =y(y—1)cosx

3.y —ay® =1 (%)
, x+1
4. y = "

5.y =", (x).
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