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CHAPITRE 1

FORMULES DE TAYLOR ET
DEVELOPPEMENTS LIMITES

1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d'un point

Dans ce section, on considere les voisinages V;, C R de zo, suivants (selon le cas étudie)
Jzo — a, zo + a[—{x0}, |T0, To + af, Jxo — e, z0[ ] — 00, zo] et Jzo, +00], tel que a > 0.

1.1.1 L’infiniment petit et I'infiniment grand

Définition 1.1. Soit f une fonction définie sur V,, un voisinage de z¢. Alors, on dit que :
1. La fonctions f est un infiniment petit au voisinage de zo si lim f(z) = 0.
T—xQ

2. Lafonctions f est un infiniment grand au voisinage de zo si lim f(z) = %o0.
r—xQ

sinx

Exemple 1.1. 1. Lafonctions f définie sur R par f =1 — est un infiniment petit au voisinage de 0 car lin% f(x)=0.
xTr—

* 1 . . . . . .
2. La fonctions f définie sur R” par f = — est un infiniment grand au voisinage de 0 car hn% f(z) = +o0.
€T Tr—

1.1.2 Fonctions négligeables

Définition 1.2. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de zo, s'il existe une fonction ¢ définie au voisinage de xo
telle que :
f(x) =e(x)g(x) et lim e(x)=0.

T—xQ

On note f = o(g) ou plus simplement f = o(g).
z0

Remarque 1.1. o est dit aussi le symbole de Landau.

Exemples 1.1. au voisinage de 0, on a

1. z° = o(z® 4. zlnz =0(1)
2. 2" =o(z™), n>m 5. z(In|z))" = o(1), n € N
3, ¢ Bl = o(z™), neZ 6. z"(In|z])" = o(1), m,n € N.

Proposition 1.1. Si g ne s’annule pas au voisinage de xo (sauf peut-étre en o), alors

fIZOO(g)@*IEgIO%:O

En particulier
f=o0(1)« lim f(z)=0.

1) T—xQ

1.1.3 Fonctions équivalentes

Définition 1.3. Soient f et g deux fonctions définies sur un voisinage de zo. On dit que les fonctions f et g sont équivalentes
au voisinage de x, s'il existe une fonction h définie sur un voisinage de zg telle que :

f(z) = g(z)h(xz) et lim h(z)=1.

T—x0

On écrira dans ce cas f ~z, g.



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.1 Comparaison des fonctions au voisinage d’un point

Remarque 1.2. Si g # 0 dans un voisinage de xo, alors

1—cosz m (Sin%>2:1.

x2 z—0 %m

Exemple 1.3. Soit f une fonction dérivable au point zo. La fonction f s’écrit au voisinage de xo sous la forme
f(@) = f(zo) ~ (x — x0) f' (z0) lorsque z — zo.

Si on applique ca au voisinage de 0 aux fonctions usuelles, on obtient :

1. sinz ~¢ = 3. &£ —1~px 5 In(l14z) ~ox
2. cosx ~g 1 4. tanx ~o x

Exemple 1.4. Soit f un polynéme de degré n qui s’écrit sous la forme

f(@) = anz™ + an12" ' 4+ ...+ a1z 4 ao tel que an # 0.

Alors, f(z) ~4o0 anz”. En effet, on a

f(z) = apz™ (1 pon=ty 4% > =anz"h(z) et lim h(z)=1.

an® anx™ z—~400

Proposition 1.2. Si f1 ~u, f2 et g1 ~aq g2 alors figy ~z, f2g2. En particulier f" ~g, fo', (n € N"). Sideplus fa # 0 et g2 # 0 au

. 1 1
voisinage de o, alors ;— ~zo n

2 g2
Remarque 1.3. La relation ~ est incompatible avec ’addition, c’est-a-dire, si f1 ~z, f2 et g1 ~z, g2 onn’a pas en généralement
fi+g1 ~zp fo+ g2,ni fi — g1 ~ao f2 — go.
Exemple 1.5. 1. = +22° ~o z + z" et & ~o 2 mais (z 4 22°) — z n’est pas équivalente a (z + 2*) — x au voisinage de 0.
2. Sif(x) =22 —xz+4detg(x) = —z° +2° — 1, Alors, on a f(z) ~1oo fi(z) = 22° et g(2) ~yoo g1(z) = —2°. Mais
f(@) +g(x) = 2° + 2° —x — et fi(z) + g1(z) = 0 ne sont pas équivalentes.

Proposition 1.3. Si f tend vers une limite l en xo, (1 finie ou non) et si f ~., g alors g tend vers l en xo.

sin z

— etg(x)

Comme lim f(z) = 1, donc on obtient lim g(z) = 1.
z—0 x—0

= 1 Ona f ~o g, car f(v) = g(e)h(e), he) = —— et i h(z) =

Exemple 1.6. Soient les fonction f(z) = — )
z—

Théoreme 1.1. On a l'équivalence suivante f ~q, g < f — g = olg) & f =9 + o(g).

Propriétes 1.1. La relation ~ au voisinage de x¢ est une relation d’équivalence entre les fonctions : elle est symétrique, réflexive
et transitive i.e, pour toutes les fonctions f, g, h, on a.

1. f~f 2. frg=>g~f 3. f~getg~h=f~h.

1.1.4 Limites et équivalents des fonctions ~

Il est possible d’appliquer la relation d’équivalence des fonctions ~ afin de calculer des limites, notamment pour lever les
cas d’indéterminations.

2

. 1—cosz . 5 1 . 1,
Exemples 1.2. 1. ilino 2@ —2)tan2s i% 22928 (Ici, 1 — cosz ~o 5% )-
J— z 1 —_
2 fim U=eDsine ) GO
=0 x?2 423 =0 2
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2 Formule de Taylor et développements limités.

1.2.1 La formule de Taylor avec reste intégral

Motivation 1.1. Une fonction f continue sur [a, b] et dérivable en = €]a, b] peut s’écrire au voisinage de o : f(z) = f(zo) +

(x — z0)f'(x0) + (¥ — x0)e(x), avec lim e(z) = 0. Cela revient a dire que f est approximée par un polyndéme P de degré 1 tel
T—xQ

que.

P(x) = f(w0) + (x — z0) f' (x0),

avec un reste R(z) = (z — z0)e(z) et qui’est tend vers 0 quand x tend vers zy. La formule de Taylor généralise ce résultat a des
fonctions n fois dérivables qui peuvent étre approximées (au voisinage de xo) par des polynémes de degré n.

Théoreme 1.2. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™ "', (n € N) sur [a, b] et soit z, zo € [a, b], alors :

! " n e n+1
@) = fao) + 0D 0 )+ L (o L0 (e / 0 gy
z0
Remarque 1.4. 1. Po(z) = f(zo) + % (z — o) + %(m —z0) 4. + f(”;('mo) (x — o)™ est la partie polynomiale
de la formule de Taylor (elle dépend de n, f et zo
f(n+1)(t . o
2. Lereste Ry ( / — t)"dt de Laplace (ou reste inrégral).

3. Laformule (1.1), est écrire aussi comme suit

om0 (g Tt
Z f xfmo)kJr/fT'(t)(xft)"dt,
k=0 @0 '

4. Par le changement de variable x = xo + h (et donc h = = — x¢) la formule de Taylor (1.1) précédente devient pour tout
zo et xo + h de [a,b] :

/ " (n) T et
Soo+h) = fa) + LGy Loy L0 [0 g
0

Exemple 1.7. Soit f(x) = e*, comme pour tout n € N, on a f est de classe C""" et 7™ (z) = €. Alors, si zp = 1, nous avons
que

flz)=¢€"= e[lJr (JE; D + (2 ;!1) + ...+ (z 7—1!1)"] +/ (2 ;!t)netdt.

Corollaire 1.1. Si f est une fonction polynome, de degré inférieur ou égal a n, donc, f™+) = 0, et nous avons

’ " (’I’L)

Ve elab: fl@) = fwo)+ L (ﬁ") (2 — w0) + %(x P n(!"”“) (& — 20"
1.2.2 Formule de Taylor-Lagrange
Théoréme 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C™, (n € N) sur [a,b] et f™) est dérivable sur ]a, b[ et soit zo € [a, b, alors
vV € [a,b] \ {zo}, 3c €a, ] telle que :

f(m)—f(x)—|—f/(x0)(:c—m)—|—fﬂ($0)(:r—x)2—|— +f(n)(x0)(x_m)n+w(m_$)n+1 (12)
= JiTo 1! 0 21 o) T nl 0 (n+1)! o '
; ; [ (o)

C’est la formule de Taylor d’ordre n avec reste de Lagrange R, (x) = W(x — Zo).

’ 1" (n
Remarque 1.5. 1. Po(x) = f(zo) + / (1:;30) (z — o) + %(m —z0)’ 4 ...+ ! n('xo) (x — o)™ est la partie polynomiale
de la formule de Taylor, (elle dépend de 7, f et o ' '

Université de M’sila 3 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.2 Formule de Taylor et développements limités.

2. La formule (1.2), est écrire aussi comme suit

k

= (89 (3 (1), .
o= kZ:O ! k(' o0+ f(n+1()!)(x_“/’0) o

3. Le nombre c est souvent désigné par ¢ = x¢ + 6(z — x0) avec 0 < 6 < 1.

4. Par le changement de variable x = xo + h (et donc h = = — x¢) la formule de Taylor (1.2) précédente devient pour tout
zo et xg + h de [a,b] :

/ "

f(wo + ) = flwo) + LEDp 4 I ;TO)hQ ot

a f(n)(xo) B f(n+1)(m.0 +6!h) h”+1.

n! (n+ 1)

Remarque 1.6. Le théoréme reste vraie méme si 1 < xo. En effet, la démonstration précédente ne fait intervenir aucune des
conditions 1 < zo ou 1 > xo.

Exemple 1.8. Soit f(z) = sinz, comme f € C™ ([—g, g}), (n €N), et

. f(n) — nm
VneN: f (as)-sm(m—i— 2).

Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en xo = 0 a l’ordre 5, pour certain c entre 0 et x devient,

23 x5 xS

sintx =z — — + — — —sinc.

3156l

1.2.3 Formule de Taylor-Cauchy

Théoreme 1.4. f : [a,b] — R une fonction de classe C™, (n € N) sur [a,b] et f™) est dérivable sur |a, b] et soit zo € [a,b], alors
Vz € [a,b] \ {zo}, 30 €]0, 1] telle que :

/ "

(n) _ n+1 1—9)"
@) = 1o+ 0 o) + L ) E ) gy T OO 00 00—, 19
C’est la formule de Taylor-Cauchy d’ordre n avec reste de Cauchy
_ n+1 _ n
R = S 2 L0 0 (4 g — )

n!

1.2.4 Formule de Taylor-Young

Théoréme 1.5. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" (n € N) sur [a, ] et z¢ € [a, b]. Alors pour tout x € V(zo), ona:

I (%0)
1!

" o 2 ) o n n
%(x_m) - fTQ(x_m + (2 — z0)"e(x). (14)

f(@) = f(wo) + (z — o) +

ol € est une fonction définie sur [a, b] telle que lim e(x) = 0.
r—xQ

Exemple 1.9. Soit f(z) = cosz, comme f € C™ ([0, 7]), (n € N), et
. p(n) _ nm
VneN: f (m)-cos(az—i— 2).

Alors, la formule de Taylor-Lagrange ci-dessus en zo = 0 a l'ordre 4, et devient,

2 4
N T o8
cosz =1— 5 + 1 + z°e(x).

Remarque 1.7. La différence essentielle entre les formules est que la formule de Taylor-Young est utilisé localement (c’est a
dire sur des intevalles [xo, o + h] et h petit), alors que la formule de Taylor-Lagrange est utilisable sur le segment [zo, zo + h]
méme si h n’est pas petit.

Université de M’sila 4 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.3 Développements limités

1.2.5 Formule de Taylor-Mac-Laurin

Les formules de Mac-Laurin s’obtiennent a partir de celles de Taylor pour le cas particulier o = 0.

Théoreme 1.6. Soit f une fonction de classe C™ (n € N) sur [0, z] et ™ est dérivable sur 10, x], alors 30 €]0, 1[ telle que :
! ” (n) (n+1)

H@) =10+ = 2! Tl (n+1)!

(1.5)

Remarque 1.8. La formule 1.5 est donnée par le reste de Cauchy, en peut changer le reste pour donner les différentes formules
suivantes :

! " (n) (n+1)

1. f(z) = f(0)+ / I(P)x + ! 2(|0):1c2 + ..+ ! n'(O) "+ ! +:L'(0m) (1 —0)"z""", (avec reste de Cauchy).
! " (n)

2. f(z) = f(0) + / 1('0) T+ / ZSO)mQ + ..+ fT(O)x" + o(z™), (avec reste de Peano-Young).

Exemple 1.10. Soit f(x) = ¢, alors, pour tout n € N, on a " (z) = ¢”. Donc en peut appliquant la formule de Mac-Laurin
au voisinage de 0 pour n = 3, il vient que

2 3 4

N A
=ltat ooty
3!

telle que 0 < ¢ < z. Pour approximation de e”?t, (Cest a dire z = 0, 1) dans la formule précédante. Le reste étant petit on trouve
alors,

%01) ~ 1.150166666666667.

60*1:1+0,1+0,05+(

Corollaire 1.2. Supposons que la fonction f" ) est majorée sur [a, b] par un réel M, alors pour tout o,z € [a,b], ona

1.3 Développements limités

Définition 1.4. Soient I un intervalle, f : I — R une fonction définie au voisinage d'un point zo € I (sauf pout-étre au point
x0). On dit que f admet un développement limité a I’ordre n (n € N) en zo s'il existe un polynéme

P(x) = ao + a1 (x — z0) + az(z — 0)° + ... + an(z — 20)"

de degré inférieur ou égale n et une fonction € : I — R tels que

Vzel: f(z) = P(x)+ (x —x0)"e(z), et lim e(z)=0.

r—xQ

On dit alors que P(z) est la partie réguliere du D.L et (z — zo)"e(z) est le reste du D.L. On écrit le reste sous la forme
o((a: - xo)").
Remarque 1.9. La formule de Taylor-Young permet d’obtenir immédiatement des développements limités en posant ar =

£® (20)
k! ’

Proposition 1.4. Si f est de classe C™ au voisinage d’un point xo alors f admet un D.L au point xo a l'ordre n, qui provient de la formule
de Taylor-Young :

1 (TL)
7@ = o) + T @ gy 1 LI o gy g L0 gyt (@ wo)ete).
Remarque 1.10. 1. Si f est de classe C™ au voisinage d'un point 0, un D.L en 0 a l'ordre n est I'expression : f(z) =
’ O 1" 0 (n) N
f(0)+f1(')m f2() + .. +f () "+ a"e(x).
2. fr~oP.
i ¢fini ~ — ag, et 1®=FO) _ 1 (g i
3. Si f est définie au point 0, on a f(0) = ao, et = = a1+ a2x + ... + anx + o(z" ). Alors, f est dérivable

enOetona f'(0) = a.

Université de M’sila 5 Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.4 Développements limités usuels

Remarque 1.11. La formule de Mac-Laurin-Young exige I'existence de f™(0), alors que le développement limité peut exister
sans que f soit dérivable en 0. En effet, considérons la fonction :

f(x)=1+3z—2° +2°In|z.

On voit bien que f n’est pas définie au point 0, donc elle n’est pas dérivable en ce point. Par contre pour méme fonction f oit
e(x) =xln|z|,ona lin% e(z) = 0. Donc f admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 et le polynéme régulier
r—

est Py(x) =1+ 3z — z°.
Théoreme 1.7. (L'unicité) Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0, alors ce développement limité est unique.

Corollaire 1.3. Si f est paire (resp. impaire) alors la partie polynomiale de son D.L en 0 ne contient que des mondmes de degrés pairs
(resp. impairs).

1.4 Développements limités usuels

En utilisant la formule de Mac-Laurin-Young, on obtient les développements limités des fonctions usuelles au voisinage
de 0.

T 9 T fEQ z" n
et = +ﬁ+§+...+m+x e(x).
3 5 2n+1
. _ _ ‘7’.7 _ £ _1\n x 2n+42
sinz. =z - o5 — 4 + ...+ (-1) 2n 1) +x e(x)
2 4 2n
_ . ZEi £ _1\n z 2n+1
cosz = 1 51 + 1 + ...+ (-1) 2n)! + e(x)
tanz = z+ x—s + 27355 + 17a7 + z%e(x)
B 3 15 315
23 5 L2+l -
j— n
shx = x—‘,—g—i—a—i—...—i—m—l—x e(x).
2 4 2n
_ x x x 2n41
chx = 1+i+1+"'+(2n)!+x e(z).
3 2 5 1 7
the = o— 2 +25 e + 2%e(x).

3 15 315

—1 —1 —2)..(x— 1
(1+x)* = 1+am+%m2+...+a(a ) n') (a=nt )mn—i—w"s(m).
1
. = 1+az42°+ ... +a" +a"e(x).
1
Tz = -4z 4 ...+ (=1)"z" +2"e(z).
In(l—z) = -—-xz-— %xQ - %x?’ — = %x"er”s(x).
1 2 1 3 'n.—l1 n n
Inl+z) = z—zz"+-z°+...+ (1" —2" +z"=(z).
2 3 n
2
r x no11.1.3.5...2n = 3) , n
1 = 14-—-——+.. -1 _ .

+x to-3gt +(-1) Sl " + z"e(z)

1 r 3, L135.2n—1) . »

- 127 o (2B Z ) .
T 5~ g% + ..+ (-1) il " + z"e(x)

. 12®  1.32° 1.3...2n — 1) 2?"*! ant2
aresing = ot ot or s et o ey 7Y C@:
wecosg = g tzt 132 0 13.(@2n-1) 22" 22, ()

T2 23 245 24.2n  (2n+1)
3 5 2n+1
arctanz = T — % + % + oot (—1)"(2xn7+1) + 2°" e ().
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

1.5 Opérations sur les développements limités

Soient f et g ayant des développements limités d’ordre n au voisinage de 0, i.e,
k=n k=n
fl@) =" axa® +o(z") = Pa(z) +o(z"), g(x) =) brz" +o(z") = Qu(z) + o(z").
k=0 k=0
Théoreme 1.8. (Troncature) Si une fonction f admet un développement limité d'ordre n € N au point xo = 0, alors elle admet un
développement limité d’ordre p < n.

Exemple 1.11. Nous savons que, pour tout n € N

171 T 33'2 xn n
e’ = +ﬁ+§+...+m+x e(z).
Donc, pour tout p < n,ona
2 P
@ _ z T TP
e —1+1!+2!+...+p!+x e(z).

1.5.1 Développement limité d'une somme et dun produit

Proposition 1.5. Pour tous X, i € R les fonctions \f + pg et fg admettent un développement limité a I'ordre n. Alors,

k=p

Af+pg)(z) = Z(/\ak + Mbk)l’k + o(zP).
::: 1=k
(fo)(z) = Z cra® + o(xP), tel que ¢, = Z aibr—;.
k=0 i=0

Exemples 1.3. Déterminons le développement limité a I'ordre 3 et 4 au voisinage de 0 de

_ In(1+ z)

T et k = [In(1 + z)]* respectivement.

h(z)
1. Pour h, posons f(z) = In(1 + z), et g(z) = % Ona:

flz)=o— %x2 + %m‘n’ +o(z®) et g(z) =z +2° 4+ 2° + o(z”).

2. Pourk,ona,

Donc,

Ka)=12@) = [o— 52+ 3o+ o)

_ 2 3, 11 4 4
= o —x +12m + o(z%).

1.5.2 Développement limité d'un quotient

Proposition 1.6. Si le nombre g(0) = Qn(0) # 0 est non nul, le développement limité de / a l'ordre n au point 0 est
g

(z) = Tn(z) + o(z"),

ot T}, est le quotient a I'ordre n de la division de p,, par Q.. selon les puissances croissantes.
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

Exemple 1.12. Déterminons le développement limité & 1’ordre 5 au voisinage de 0 de la fonction tan(z) = ig;i
Au voisinage de 0, les développements limités de sin et de cos  a I'ordre 5 s’écrivent comme suit
. 1’3 1’5 6 :1’2 :174 5
smx:x—a—ka—!—x e(z) et cosle—ﬁ—kﬂ—kx e(x).
La division suivant les puissances croissantes nous donne.
1'3 i {ES 1 ZL’Q i CC4
6 120 2 24
1 1 1 2
—z+ -2 — —2° | v+ -2* + —=2°
I MY 37 115
Dow, tan(z) =z + =z° + —z° + o(x”). 1 1
3 15 Fa .
3 30
14 n 1
e
3 6
5
—T
15
Remarque 1.12. On peut utiliser la méthode suinante pour calculer le dévelopement limité d"un quotient 5, ot nous utilisons
leD.L de L .
1+t
k=n
: k n m . 4 f 1
1. Siby =1, onposet = Z brx” + o(z") = Qn(z) + o(z™), et le quotient s’écrit = = f x ——.
k=1 g 1+¢

2. Sibg # 1 est quelconque avec by # 0 alors on se rameéne au cas précédent en écrivant

1 1 1 . by by w1
— t=14+ — e+ — — .
7" b 1+t,ou —|—b0m+ + box —|—boom( )

. . k . . s 2
3. Sibo = 0 alors on factorise par =" (pour un certain k) afin de se ramener aux cas précédents.

1.5.3 Développement limité d’'une composée

Proposition 1.7. Si liHb g(x) = 0 (c’est-a-dire by = 0), alors f o g admet un développement limité d’ordre n dont la partie réguliere est
T—r

obtenu en négligeant les termes de degré supérieur a n du polynome (Qn o P,)(x), i.e,

k=n
(90 @) = 3 be((Pa@)) +oa™)..

Exemple 1.13. Déterminons le développement limité d’ordre 4 en 0 de la fonction h(z) = cos(sin(z)). Posons f(x) = cosz, et
g(z) = sinz, comme lin%) g(z) =0, et
z—

‘ 2, 22 4 .
smx:x—g—i-x e(w)etcosle—ﬁ—l—j—l—x e(z).
Alors, on a
1 2®\2 1 z®\4
ha) = (Foq)@) = 1-g(e-5) + (- 5) +o’=@
_ 1 2,5 4, 5
= l—jx +Ix + z’e(z).
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.5 Opérations sur les développements limités

1.5.4 Développement limité d’une primitive

Proposition 1.8. Soit F' une primitive de f. Alors F' admet un développement limité d’ordre n + 1 en O qui s’écrit

F(z) = /f(t)dt
0
k=n a
_ k k+1 n+1
= F(O)+Zk+1x +z" e (),
k=0
telle que ilg% e1(t) =0
Exemple 1.14. On a: (arctanz)’ = H;CEQ =1-—2"+z' +..(=1)2 + 2> e(x).

Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 2n + 1 de arctanx est

T

arctanz = arctanO—l—/(l—t2+t4+...(—l)t%—l—tQ"HE(a:))dt
0
3 5 2n+1
x> oz n T 2n+2
= -+ 4. -1) — .
T B oy R C))

Comme conséquence immédiate de ce théoreme, on déduit le corollaire suivant.

1.5.5 Développement limité d'une dérivée

Corollaire 1.4. Si f est dérivable en 0. Alors f' admet un développement limité d’ordre n — 1 au voisinage de 0, et nous avons

f(z) = a1+ 2ax+.. + nanz” "t + mnils(t)

k=n
Z karz" ' + 2" te(x).
k=1

Exemple 1.15. Le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 5 de sin est

. _ .’L'S .’L'5 6
sine = — §+E+x e(z).
Alors, le développement limité au voisinage de 0 d’ordre 4 de cos est

$2 4

— z 5
cosm—175+j+m e(z).

1.5.6 Développement limité en point quelconque z, # 0 et a I'infini oo

Définition 1.5. Soient f une fonction définie sur un voisinage d'un point o, sauf peut-étre en zo et n € N*. On dit que f admet
un développement limité d’ordre n au voisinage de xg si :

f(x) =ao+ai(zr — z0) +as(x — 1:0)2 + ot an(z—x0)" + (x — 20)"e(2)
ol a;, 0 <1 < n,sontdes nombres réels et € une fonction tendant vers 0 quand x tend vers .

Remarque 1.13. Pour développer une fonction f au voisinage d"un point zo # 0 on peut toujours se ramener a le cas si zg = 0
en faisant le changement de variable ¢ = = — . Dans ce cas 1a, on a

flz) = f(t+z0) =ao+art+ a2t2 + ot ant" + tns(x)

Définition 1.6. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a, +oo[ (ou bien de la forme | — oo, a]). On dit que f
admet un D.L en +oo a l'ordre n si la fonction g(t) = f (%) admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0. Dans

ce cas le développement limité d’ordre n au voisinage de +oo est donné par

n 1 1 . 1
f(m):ao—kﬂ—l—...—&—af—&-—a(f), telle que lim €<7> =0.
x x™ ™ \x z—+o0 \X
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

Exemple 1.16. 1. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en 2 de la fonction
f(x) = €. Posons, { Z(T)x:_f%t +2), alorst — 0six — 2, donc au point 0 on a
. t 28 3
e —1+ﬁ+g+§+0(t )
Dong, on a
t ,
g(t) =2 = ¢? [1 tatgtg T o(t“)]
= z—2 x —2)? x—2)° .
et = Sl + o L i b ol@—2)].
2. Déterminons le développement limité d’ordre 3 en +oco de la fonction f(z) = = f T
1
Posons, T 1 dans ce caslat — 0sixz — +oo, donc au point 0 on a
g(t) = f(7>7
t

1
g(t):m:1+t+t2+t3+o(t3).

Par suite donc le développement limité de f(x) au voisinage de +oco est

f(ﬂc)=1+%+i+%+o<1>.

1.6 Applications des développements limités

1.6.1 Calcule des limites

Les développements limités sont trés utiles dans la recherche des limites de fonctions et I’étude des formes indéterminées.

_ tanz —sin(x)

Exemples 1.4. 1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f définie par f(z) = s
Au voisinage de 0,on a:
1 3

tanz = x + gxs +z'e(x) et sinz=x— % + z'e(x).

Donc 1 1
z+ ga:‘5 — (z— Z—?) + zte(x) §:c3 + zte(x)

f(.l?) - 1’3 = $3

Ainsi liny /(2) = 3
insi lim f(z) = 5.

2. Déterminer la limite en +oco de la fonction f définie par f(z) = Vo2 +z + 1 — Va3 +x — 2.
1
On pose pour x >0, ¢ = P avect > 0.0Ona

f(%) - %(1 Lty - %(1 YO

Or au voisinage de 0,

o
+
£
(S
I
—
+
N —
IS
+
2
£
_
+
£
ol
I
—
+
Wl
IS
+
2
£
-
o,
o
Q
c
¢}
<
Il
~
+
~~
N
Q
c
IS
Il
~
N
|
[\
~
W

Donc

1y 141 1 o 1
Ainsi f(?) = Z(?H_ 0(t)> =3 +o(1),d’ou IETOO flz) = 5"
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CHAPITRE 1. FORMULES DE TAYLOR ET DEVELOPPEMENTS LIMITES 1.6 Applications des développements limités

1.6.2 Détermination des branches infinies

Définition 1.7. Rappel Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]z, +o0o[ (ou bien de la forme | — oo, zo[) et (C)
la courbe représentative de f (dans un repeére du plan).

1. Si lim f(z) = +oo, (respctivement lim f(x) = +00), alors la droite (A) : = zo est asymptote verticale a (C') en o
J,;NL(J LZNLO

(et idem a gauche ou a droite en zo).
2. Si lim f(x)=1, | €R,alorsladroite (A) : y =l est asymptote horizontale en +oc.

z—+oo

3. S’ilexiste deuxréelsa,b € R, (a # 0) telle que thIzl [f(z) — (ax+b)] = 0, alors la droite (A) : y = ax + b est asymptote
xTr— o0

oblique en +oo0.

f (@)

Proposition 1.9. On suppose que la fonction x — — admet un D.L en +o0 (0it —oo) telle que

1
@=a0+ﬂ+a—ﬁ+o(7)
x x €T x

ol k est le plus petit entier supérieur ou égal 2 tel que le coefficient de xik soit non nul. Alors lim [f(z) — (aox + a1)] = O (resp en

—++oo

—00 ). Donc la droite (A) : y = aox + a1 est asymptote oblique a la courbe de f en +oo (resp en —oo).
Remarque 1.14. La position de (C') par rapport a (A) est donné par le signe de f(x) — y au voisinage +oo.

2x

Exemple 1.17. Déterminer les asymptotes obliques (s'il existent) de la fonction f définie par f(z) = ze z? -1,
Au voisinage de +oo (resp —co), ona:

f(x) ::r—|—2—|—0<%).

Donc (A) : y = z + 2 est asymptote a C en +oo.
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CHAPITRE 2

INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE
PRIMITIVES

2.1 Intégrale de Riemann

Motivation 2.1. Dans ce chapitre nous présenterons le concept d’intégration de Riemann pour des fonctions finies ainsi que
continues sur un intervalle compact (borné et fermé [a, b]), mais avant cela Nous essaierons de expliquer le debut de 'idée de
ce concept mathématique important.

1. Ondivisons l'intervalle [a, b] en n sous-intervalle égaux, et pour chaque sous-intervalle, nous construisons un rectangle
s’étendant de l'axe x’ & tout point de la courbe y = f(x) au-dessus du sous-intervalle. Peu importe un point particulier
(voir figure 2.1).

2. Pour chaque n, 'aire totale des rectangles peut étre présentée comme une approximation de 1’aire exacte sous la courbe

a travers l'intervalla [a, b]. De plus, il est intuitivement évident qu’avec une augmentation de n, ces approximations
s’amélioreront mieux et Iaire exacte se rapprochera d’un maximum (voir figure 2.2).

Ty=-xt3

j 05 15 2 25 3wG3s e =<
FIGURE 2.1 — Une subdivision moins fine FIGURE 2.2 — Une subdivision plus fine
Pour illustrer davantage cette idée, nous donnons une approximation de l'aire sous la courbe y = —z + 3 sur l'intervalle
{%,2} Nous allons commencer par diviser l'intervalle {%72} et prendre ces deux subdivision oy = {%,17 %,2} et

_ = {%, %, 1, Z, g, Z, 2}, alors, on a
S+:%{g+2+g}:3, etS_:i{%+2+£+g+g+l}:%.

2
1 2 21
Comme, S = /f(m)dw = [ - 5:52 + 3:10] =3 dong, on obtient
1
2

1
2

39 21
S’_T6_2'44<S_§_2'63<S+_3'

2.2 Intégrales de fonctions en escalier.

Nous allons tout d’abord donner la définition d"une subdivision associée & un intervalle fermé borné [a, b].

12



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.3 Subdivision d'un segment

2.3 Subdivision d'un segment

Définition 2.1. On appelle subdivision du segment [a, b] toute suite 0 = (zx)o<k<n finie strictement croissante tels que
a=20,< 1 < ... < Tp—1<Tp =D>0.

On appelle le pas de la subdivision ¢ la quantité donné par (1) = sup {xrp4+1 — Tk}
0<k<n—1

- o i o ) 5 b—
Remarque 2.1. Une subdivision de [a, b] est réguliére si tous les xx+1 —x sont égaux, et dons ce cas 13, ona zj, = ath—2 ke
n

b—a

{0,1,...,n}. Le nombre § =

est le pas uniforme de cette subdivision.

FIGURE 2.3 — Subdivision de [a, b].

Exemple 2.1. Soit l'intervalle I = [0, 1], alors
1 12 113 s . . .
1. o1 = {0, > 1}, o9 = {O, 33 1} etos = {O, YAbL 11} sont des subdivisions de I et il est claire que elle sont uniformes

1
62:§et§3:4

1 x s . . ) 1
2. 02 = {f}, (ottn € N¥, n > 2) est une autre subdivision, mais cette fois le pas est égalea § = —.
n n

. 1
de pas respectivement 6; = 3

L] L] L] L] ,
2.4 Subdivision plus fine qu'une autre
Définition 2.2. Soit 01 et o2 deux subdivisions d"un segment [a, b]. On dit que o1 est plus fine que o2 si et seulement si tout
élément de la famille o2 est élément de la famille o1, ¢’est-a-dire o2 C o71.
Exemple 2.2. Dans I'exemple 2.1, on a o3 est plus fine que 0.
Proposition 2.1. Soient o et o2 deux subdivisions d'un segment [a, b]. Il existe une subdivision de [a, b] plus fine que o1 et 0.

Démonstration - 1l suffit de considérer la famille 0 = (z1)o<k<n dont les éléments sont ceux de o1 et ceux de o2 ordonnés
dans I’ordre croissant et ott V est le cardinal de la famille ainsi construite. o est plus fine que o, et 2. ]

2.4.1 Fonction en escalier

Définition 2.3. Soit f est une fonction définie sur l'intervalla I = [a, b]. On dit f en escalier sur [a, b] s'il existe une subdivision
0:a=20,<x1 <..<Zn-1<Zn=">.dua,b] telle que f est constante sur chaque intervalle |z, zr+1[, ie.,

vk € {0,1,..,n}, Jex €R, z €]k, vpy1[:  f(x) = ck.

On dit alors que la subdivision o est associée a f.
On notera £([a, b], R) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] a valeurs réelles

Exemple 2.3. La fonction f définie sur l'intervalle [—1, 3] par f(x) = [z], (partie entiére de x), est une fonction en escalier.

Proposition 2.2. Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et X € R. Alors | f |, f + g, Af et fg sont des fonctions en escalier
sur [a, b].
Remarque 2.2. 1. Si o est une subdivision associée a f alors toute subdivision plus fine est encore associée a f.

2. Une fonction constante est une fonction en escalier.

Proposition 2.3. Toute fonction ¢ € &[a, b] est bornée sur [a, b].

Démonstration - Soient ¢ une fonction en escalier et 0 : @ = 2o, < z1 < ... < Zn_1 < Tn = b. une subdivision qui lui est
associée. On a donc
Vk € {0,1,..,n}, ek €ER, z €lzi, zp41]:  p(T) = ck.

En posant M; = og%?i‘_l{‘ ck |}, et M = Ogr;lgic_l{MlJ @(x0) |, ..., | ¢(xn) |}, alors, nous avons que Vx € [a,b] :  ¢(z) < M.
(]
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

2.5 Intégrale de Riemann d’une fonction en escaliers

Définition 2.4. Soit une fonction en escalier ¢ € &[a, bl eto : a = o, < 1 < ... < Tn—1 < Tn = b. une subdivision associée a
@.Soient ¢y, € R, (k€ {1,...,n— 1}) tels que:
Vo €]rg, xr+1l: @(x) = ck. On définit I'intégrale de la fonction ¢ entre a et b comme étant le nombre réel

b —
1) = [ pladds = 3" erfann - o).

3
Exemple 2.4. Pour p(z) = [z]. Alors /Lp(:n)da: =—-1x14+0x14+1x14+2x1=2.
21

Théoreme 2.1. Soient o une fonction en escalier sur [a;bletet 0 : a = x0, < 1 < ... < Tp—1 < Tn = b. une subdivision associée a

k=n—1
p, et que sur |xy; Tr1[, © prenne la valeur ¢, (k € {1,...,n — 1}). Le réel I, = Z ek (1 — k) est indépendant du choix de la
k=0
subdivision o associée a .
b
Remarque 2.3. 1. Siy estla fonction constante égale a 1 (sauf en un nombre fini de points), alors I(p) = / p(z)dr = b—a.

2. Si @ est la fonction identiquement nulle sauf en un nombre fini de points, alors
b

1) = [ playts =o.

a

Propriétes 2.1. Soient f,g € &[a,b] et \, u € R, on a

1. Si f est positive, alors I(f / f(z)dz > 0.

b
2. (Lmeante)/ M+ pg)(z)de = X /f dx+u/ (z)dx.

On générale, on a les propriétés suivantes,

Propriétes 2.2. Soient f, g € R[a,b], et A € R. Alors,
1. A\feR.
2. f+g€eR

3. Sif>0,alors I(f /f )dx > 0.

4. Si f < galors / flx)dx < / g(z)dx.
En particulier, on a
b b
[ t@dsi< [ 5@ | o
Proposition 2.4. (Relation de Chasles) Soit f une fonction en escalier sur le segment [a; b] et ¢ €]a, b[. Alors,

b c b

/f(:c)d:c:/f(x)d:ch/f(x)dx.

a a c
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2.6 Intégrale d'une fonction bornée sur segment |a, 0]

Dans ce qui suit, f désigne une fonction définie sur un intervalle fermé borné I = [a, b] et & valeurs réelles. On note les
fonctions bornée sur [a, b] par Bla, b].
Soit f € Bla,b], on pose :
§-[a,b] = {¢ € £la,b] : Vz € [a,b], ¥(z) < f(2)},
Erlab] = {p €€a,b]: Vo € [a,b], f(z) < p(x)}.

Les deux ensembles {4 [a,b] et £_[a, b] ne sont pas vides. En effet, puisque f est bornée sur [a,b], donc il existe m, M € R
vérifiant,
Vo € [a,b]: m < f(z) < M.

Alors, on peut choisir les fonctions en escalier ¢ et ) comme suit
Vx € [a,b] : o(x) = M et (z) =m.
Donc ce cas 1a, ona p(x) € £1]a,b] ety € £_[a,b).
On pose aussi :
Li={I(Y): p€&-[a,b]} et o = {I(p) : ¢ € &ilab]}.
D’autre part, pour toute ¢ € {_[a,b] et ¢ € 4[a,b], ona
Vz € [a,b] : Y(x) < o(z) = 1(¢) < I(p)

c’est-a-dire la partie /1 n’est pas vide et est majorée, elle admet, donc une borne supérieure, et également en cequi concerne la
partie I, elle n’est pas vide et minorée, don elle accepte une borne inférieure. Par conséquent, nous posons :

I_ =supl; et I} =inf Is.

Définition 2.5. Soit f € Bla, b]. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur l'intervalle [a, b] si et seulement si I_ = I.
On note

1) = [ fe)a =1 = 1.

On note I'ensemble des fonctions intégrables au sens de Riemann par deCauchy.

Remarque 2.4. Il est utile de noter que si f est une fonction intégrable sur I alors f est bornée.

2.6.1 Critere d’intégrabilité de Cauchy

Théoreme 2.2. Soit f € Bla,b]. Alors f est intégrable sur [a, b] si et seulement si il existe des suites (¢r) et (1r) de fonctions en escalier
telles que :

b
VneN:y, < f<p,et 1ir£ / (on — ¥n)(z)dz = 0.
n—-+0oo

Remarque 2.5. le théoreme 2.2 est équivalente a la condition suivante
V€>07 33063 wieg[aab]a Vme[a,b]: Soisfsws

fGR[“’b]é{ et /bwﬁngx)dms{s

Propriétes 2.3. Soient f, g € R[a,b], et X € R. Alors,

b b

1. Af € R[a,b]. 4 Sif< galors/ f(z)dx S/ g(z)dx.

2. f+4 g€ Rla,b]. a a

b 5. fg € Ra,b].

3. Sif>0alors I(f) = /f(m)d:c > 0.

Exemple 2.5. Soit la fonction f défine par f(x) = 2z sur [0,1]. On considéere la subdivision uniformme o : (E>, k €
n

{0,1,...,n, } et on définit les fonctions en escalier ¢, ¢n sur chaque intervalle |zx, zx+1[, (K = 0,1,...,n — 1) par n(x) =
2% 2(k + 1)
—, ¥n(r) = =——% eton adonc

¢n < f < y. Calculons les intégrales maintenant
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.7 Sommes de Darboux.

/Olwx

Vn eN:

k 1

22’"‘:%1 2(n+1)
nni 2n
k=0

Donc on a en particulier
2(n—1) I_§I+§2(n+1).
2n 2n

IA

.1)

On passe a la limite dans (2.1), on obtient
I =1 =1=1I(f)

Exemple 2.6. (Une fonction bornée, non intégrable) Considérons la fonction f définie sur [0, 1] par

0 ] N0, 1
ra={ 9 reRney

Il est clair que f est bornée, car Vz € [0,1] : 0 < f < 1. Posons

L ={I(¢) : g €&-[0,1]} et I = {I(¢) : ¢ € &40, 1]}.

Alors,ona ¢ € £_[0,1] = ¢ < 0et®y € £4[0,1] = 1 > 1. Si on choisir les fonctions en escalier o = 0 ety =1, on a donc

/01 p(x)dr < /01 wo(z)dzr =0 et /01 Y(z)dx > /01 Yo(z)de > 1.

Donc /- =suply =0etI; =infl, =1. Comme I_ # I alors f n’est pas intégrable au sens de Riemann.

2.7 Sommes de Darboux.

Soit f une fonction dans Bla, b]. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonctions en escalier. Donc, on a
posin a une subdivision o : a = z9 < 21 < ... < £n = b de [a, b]. Puis, on pose

Vkel,.,n: my= _inf  f(z)et Mpr= sup f(z).

TE€[Tp_1,T) T€[Tp_1,Tk
On définit les fonctions en escalier pour tout « € [xr—1,zx] et Vk € 1,...,n par,

my = inf f(x), (2.2)

r€lrg_1,2k]

et
My= sup f(z). (2.3)

z€[rk—1,2%]

Alors, nous avons dong, les définitions suivantes

Définition 2.6. (Sommes de Darboux) On appelle somme de Darboux inférieure de f associée a o l'intégrale de la fonction en
escalier (2.2) tel que

k=n

So(f) =Y (wr — @r-1)Mi

k=1

et somme de Darboux supérieure de f associée a o 1'intégrale de la fonction en escalier (2.3) tel que

k

so(f) =) (wk — Tp—1)my.

n

Il
—
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

AN 7 DR
\ ~IT

—
—

( b ( b

FIGURE 2.4 — Approximation de l'intégrale de ~ FIGURE 2.5 — Approximation de l'intégrale de
[ par une somme de Darboux inférieure f par une somme de Darboux supérieure

—

Proposition 2.5. Si o et o’ sont deux subdivisions de [a, b] telle que o’ soit plus fine que o, alors, on a

50(f) < 50/ (f) < 8o (f) < o ()
Proposition 2.6. la fonction f est intégrable au sens de Riemann sur l'intérvalle [a, b] si et seulement pour tout € > 0 il existe une

subdivisions o de [a, b] tel que

So(f) = s0(f) < =.

1
Exemple 2.7. Soit la fonction f(z) = %, et [a, b] = [0, 1], on calcule / f(z)dz.
0

k 1
Posons o : (zx) = (a), Az = (zp—1 — x1) = p etk € {1,...,n}, alors,ona

E—1)2 k2
my = inf 1:2:( 2) , et My, = sup x2:—2.
€[z —1,7k] n z€[TR_1,21] n
Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f associée a o sont
= 1= n(n—1)(2n — 1)
so(f) =D mkAr=—> (k—1)°= —
n 6n
k=1 k=1
= 1= n(n+1)(2n+ 1)
p— _— 2 — S
5.0 = 3 e = L S g = 102 G
k=1 k=1
Dongc, on a
lim (Sy —s0) = lim (l) =0.
n—+oo n—+oo \ 1N

Par conséquence f est intégrable sur [0,1], eton a

! 1
/ 22dr = lim S, = lim s, = —.
0 3

n—-+oo n—-+oo

2.8 Quelques fonctions Riemann-intégrables

2.8.1 Les fonctions monotones

Théoreme 2.3. Chaque fonction monotone sur 'intervalle [a, ], elle est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Exemple 2.8. Voir I'exemple 2.7.
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

2.8.2 Les fonctions continues

Théoreme 2.4. Chaque fonction continue sur l'intervalle [a, b], elle est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Exemple 2.9. Soit f(z) = sinz, [a,b] = [0, g} eto: (?), (k€ {1,...,n}). Alors,ona
n

n—-+oo

b
Par conséquent/ fl@)dx = lim So(f)=1

2.9 Sommes de Riemann

Soit f une fonction dans Ba, b]. Pour définir son intégrale, on va approcher f par des fonctions en escalier. Donc, on a
posin a une subdivision o : a = zp < 1 < ... < z, = bde [a, D] et la famaille t = (¢x)1<r<n tels que ty € [Tr—1, k]

Définition 2.7. On appelle somme de Riemann de f associée & o le réel

k=n

Roe(f) =D (wr — zn—1) f(tx).

k=1

Remarque 2.6. Sion pose ¢(z) = f(t), V& € [zr—1, xk]. Alors la somme de Riemann R, (f) devient I'intégrale de la fonction
en escalier ¢.

De la propriété 2.2 pour les fonctions en escalier, on déduit que ces sommes vérifient la propsition suivantes

Proposition 2.7.

50(f) < Rot(f) < So(f).

Théoreme 2.5. Soit f € Bla,b]. Alors f est intégrable au sens de Riemann sur 'intérvalle [a, b] si et seulement s'il existe un réel | vérifié

Ve >0, 3n, Vo de [a,b] : §(c) <n=|R(f)—1l|<e.

b
Dans cecasla | = / f(x)dz

Corollaire 2.1. Soit f : [a, b] — R une fonction continue, alors les deux suites suivantes :
k=n—1 k=n
_b-a ) _b-a (b—a)
> slar ke - 23 p(a 40

k=1

sont convérgentes vers la méme limite, et on a :

lim u, = hm vn—/ flz

n—-+oo n—-+oo

Remarque 2.7. (Cas particulier) Si [a, b] = [0, 1], alors, on a

1 k=n— k=n 1
E Z et Un = Z f(g)
k=0 "=
Exemples 2.1. 1. On calcule la limite de la suite suivante : u, = Vit f} + f
n

. . 1 1 2 n . . . .
On peut écrire u, comme suit u, = — < — 4=+ + 7> . Alors u, est une suite de Riemann associée la fonction
n\\Vn n n

f(z) = vz suret|0,1],donc, ona
hm unf/fdx— a:f]:g
'rL—> oo 3
15521 1
2. La somme — Z — tend vers / zdx
né=n o
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.9 Sommes de Riemann

2.9.1 Propriétés de l'intégrale de Riemann
Propriétés des fonctions intégrables au sens de Riemann est dérivée des propriétés des fonctions en escalier intégrables.

Propriétes 2.4. Soient f, g € R[a,b], et A € R. Alors,
1. Af € Rla,b].
2. f+ g€ Ra,b],et fg € R[a,b].

3. Sif>0,alors I(f /f )dx > 0.
4. Slf<galors/ flx dw</ g(z)dz.

5. \/f dx\</ | f(2) | da.
b

6. Pour tout ¢ €]a, b[ on a/ x)dx = /f )dx + / f(z)dz (Relation de Chasle).

7. /bf(x)dm:—/af(x)d;t

8. Si f continue et positive, alors / flz)de =0« f=0.

9. Pourtouta € Rona /f(x)dz =0.

Nous allons démontrer certaines de ces propriétés et laisser le reste au lecteur

Proposition 2.8. Soient f une fonction continue et itégrable au sens de Riemann sur l'intervalle [a, b], Alors, il existe m, M € R tel que

m(b—a)ﬁ/ flx)de < M(b— a).

2.9.2 Premieére formule de la moyenne

Théoréme 2.6. Soient f une fonction continue sur [a,b], la fonction g € Rla,b] et positive. On désigne par m (resp. M) la borne
inférieure (resp. supérieure) de f sur [a, b]. Alors il existe k € [m, M] tel que

/f daz—k/ab()dx.

Corollaire 2.2. Si pour tout x € [a,b] ona g(x) = 1. Alors, il existe ¢ € [a, b] vérifiant

b
= bia/ f(z)dx

b
L / f(z)dx est dit valeur moyenne de la fonction f sur [a,b].
—a,

Le réel
e réel
Remarque 2.8. (Illustration graphique) Dans le cas ot est positive sur [a, b], la valeur moyenne f(c) de la fonction est la hauteur

du rectangle ABC'D de base (b — a) ayant la méme aire que 1’aire sous la courbe représentative de f entre a et b (voir le figure
au-dessus)

(<D
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.10 Calcul de primitives et d'intégrales

1
Exemple 2.10. Soit f(z) = 32> sur [0, 1]. Alors, la valeur moyenne de f est T L 0 / 3z = [2%)p = 1.
—UJo

2.9.3 Deuxiéme formule de la moyenne
Théoreme 2.7. Soit f une fonction positive décroissante de [a, b] et g € R[a, b]. Alors, il existe ¢ € [a, b] tel que

c

/; ' f@)gla)dz = 1(e) / g(w)dz.

Théoreme 2.8. Toute fonction bornée continue par morceaux sur un intervalle borné [a, b] est intégrable sur [a, b].

2.9.4 Inégalité de Cauchy Schwartz

Théoreme 2.9. Soit f, g € Ra,b]. Alors

( / bf(m)g(:c)dx>2 < ( / b Py ) ( / bg(m)dx),

2.10 Calcul de primitives et d’intégrales

Définition 2.8. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle primitive de f sur I toute fonction F' définie et

dérivable sur I vérifiant
Ve el: F'(z) = f(z).

Exemple 2.11. La fonction F' définie sur R par F(z) = sinx est une primitive de f(z) = cosz sur R. Car F est dérivable et
Yz eR: F'(z) = f(x).

Théoreme 2.10. Si F1, F sont deux primitives de f sur un intervalle 1., alors
Vz el: F/(z)— Fy(z) =0.
Théoreme 2.11. Toute fonction continue sur un intervalle I. Alors, elle admettant une infinité de primitives sur I.

Remarque 2.9. Si on connait une primitive F' de f sur un intervalle I. Alors, toutes les autres primitives de f sont de la forme
F + c ol ¢, est une constante quelconque.

Exemple 2.12. La fonction = — z° + z est une primitive de z ~— 3z + 1 sur R. Alors, toutes les primitives sont z — z° 4+ z + ¢,
ouce R.

Corollaire 2.3. Les fonctions dérivable sur un intervalle I et admet une primitive nulle sont les fonctions constantes.

Définition 2.9. On appelle intégrale indéfinie de f et on note / f(z)dz, toute expression de la forme F(z) + c oit F est la

primitive de f.

1
Exemple 2.13. /(cosx +x—1)dzr =sinz + §w2 —z+c, telleque c € R.

Théoreme 2.12. Soit f € Ra,b], alors 'application F' : x — / f(t)dt, est continue.

Théoreme 2.13. Soient f une fonction continue sur un intervalle I et a € I. Alors la fonction F définie sur I par :

T — / ft)dt,
est I'unique primitive de f sur I qui s’annule en a.

Exemple 2.14. Le primitive de f définie sur R par f(z) = cos(2z + g) qui s’annule en 0 est

Fa) = [ (o)t = gsin(zt+ ) = Jsin2e + 3) - £}
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CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.10 Calcul de primitives et d'intégrales

2.10.1 Théoreme fondamental de I’analyse

Théoreme 2.14. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] et F' une primitive de f sur [a, b]. Alors,
b
[ f@iz = (F@) = FO) - F@).
21
Exemple 2.15. / ;da: =[Inz]} =In2.
1

b
Corollaire 2.4. Si f une fonction dans C" [a, b], alors / f(z)dx = f(b) — f(a).

2.10.2 Fonctions paire et périodique
Théoreme 2.15. 1. Soit f une fonction continue sur [—a, a] avec a > 0. Alors

(a) /a f(z)dx =0, si f est impaire.

(b /“ f(z)dx = 2/a f(x)da, si f est paire.
a o

2. Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T' Alors

VeeR: /C+Tf(x)dx:/0Tf(x)dm

2.10.3 Intégration par parties

Théoreme 2.16. Soient f et g deux fonctions de classe C" sur [a, b]. Alors :

/ F@)g (@)dz = [f(z)g(x)]} - / F(2)g(x)da.

Remarque 2.10. Application au calcul de primitive. Dans un calcul de primitive, la formule d'intégration par parties s’écrit
’
[ (t@9(@) do = r@)g@) = [ F@g()ds+ [ fa)g @)

T _ / _
Exemple 2.16. On Calule/ te'dt. z € R posons : { fH) =t alors { F()= %

) gt)=¢'
/ te'dt
1

D’autre part le primitive de z — ze” sur R est / ze"dr = (x —1)e” +¢, oic € R.

Par conséquent,

[tet]gf—/ e'dt
J1

= gz —e' —e" e =(x—1)e".

Calcul intégral du type / P, (x)e"dx

Soit P, (z) un polyndme de dégré n, et k € R. Alors on peut calculer I'intégrale / P, (z)e"dz, ot on utilisat 'intégrale

par parties n fois. Mais comme on a vu que les primitives de x — Py, (x)e"” sont les fonctions F : = — Qn ()" + ¢, tel que

Qn(z) est un polyndéme de dégré n. Donc on peut calculer-le rapidement par comparaison F’ avec P, (z)e"".

Exemple 2.17. Calculer I = /(nc2 — 52+ T7)e” “dx. Alors, les primitives sont F' : z — (a2z” + a1x +ao)e” ” + ¢, tels que ao, a1
et az dans Rotiaz # 0. F'(z) = ( — azz” + (2a2 — ar)z + (a1 — ao))eﬂ”. Par comparaison F’(z) avec (z° — 5z 4+ 7)e” ", on

—agzl a2:—1
202 —a1 = -5 = a1 =3 =
a1 —ap =717 ap = —4.

obtient

Par conséquant I = /(az2 — 5z 4 T)e “dr = (—z* + 3z —4)e " +ec
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Calcul intégral du type /e’” cos(pzx)dzx, /e’”’ sin(pz)dzx, k,p € R.

On integre par parties deux foins, nous trouvons donc que les primitives sont F' : x — e *(

A, 1 € R. On peut calculer A et ;1 par comparaison F’ avec €™ cos(px) ou € sin(pz).

Acos(pz) + psin(pz)) + c ot

Exemple 2.18. Calculer I = /6_21 sinzdz. Alors, les primitives sont F : z +— e >*(Acos(px) + psin(pz)) + ¢. Comme

Fl(z)=e " ((,u —2)\) cos(pz) — (A + 2u) sin(pa:)). Par comparaison F'(x) avec e > sin x, on trouve
-1
{ p-22=0 = A=5

“A—2u=1 )
p=—.
5

Par conséquant I = /(12 — 5z +T)e “dr = (—2° + 3z —4)e " +c.

2.10.4 Intégration par changement de variables

Théoreme 2.17. Soient f : [a,b] — R continue et ¢ : [, 8] — [a, b] une fonction de classe C* avec () = a et p(8) = b: Alors

[ s [ s [ sewnsoa

(@)

La transformation x = ' (t) s’appelle changement de variable.

1
Exemple 2.19. Calculons / V1 — 22dz en utilisant le changement de variable = = sin ¢, donc on a
0

1 -z -z
/ V1 — 22dz / V1 —sin?tcostdt = / cos” tdt
0 0 0

t sin2t}%_7r
o 4’

1 .%1 2t)dt
5,/0 (1 -+ cos20)dt = [+

2.10.5 Primitives usuelles

Fonction Primitive | L'intervalle Fonction Primitive L'intervalle
a 1 a1 1 . [z
%, a e R a# -1 P 10, +o0] N arcsm(g> |—a,al,a>0
1 (z)
—_— — arccos | — —a,al,a>0
1 In |z| R* a? — x? a ] |
x
1 1 T
1 - i i
" (a#0) aeam R prRp p arctan <a> R
1 h 0 L h R
sinax (a #0) —~ cosaz R sh(az), (a # 0) af (az)
1 h 0 L h R
cosax (a #0) - sin ax R ch(az), (a # 0) a’ (az)
1
1 T T — argshx = In(z + V1 + 22?) R
1+tan’s = —— t -, = g
+ tan” x P anzx ] 2,2[ /1 + 22
1
1+ cotan’z = — 12 —cotanx 10, 7| N argchz =In(z +va? — 1) | ] = oo, =1[U]1, 400
sin® x -
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2.10.6 Aire d’un fonction positive

-,

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé (O, 7, 7), f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b] et (C)
sa courbe représentative dans (P).

Définition 2.10. Soit On appelle intégrale de a a b de la fonction f la mesure de 'aire en unité d’aire de la partie A = {M (z, y) €

(P):a<axz<b, 0<y< f(z)} duplan (P). Onnote S(4) = /b f(z)dz

<)

I
o

x=a x

FIGURE 2.6 — L'aire S(A) sous la courbe (C) et entre les droitesy = 0, + = a etz = b.

b
Remarque 2.11. Si f change la signe sur [a, b], alors S(A) = / |f(z)|d.

Exemple 2.20. Soit la fonction f(x) = z° — 2z. Calculer l'aire de domaine
A={M(z,y) e (P):0<2<3,0<y< f(x)}

On a f change la signe dans [0, 3] (voir le figure 2.7 ), donc

5(4) = / ()| da

I
S—
[\v]
wl— ~—~
|
[y
—
8
N
N
IS8
8
+
w
[
=
8
NS
IS8
8

FIGURE 2.7 — L'aire S(A) sous la courbe (C|y|) et entre les droites y =0, z = 0 etz = 3.

211 Téchniques de calcule d’intégrale

dans la suite on va donner quelques de méthodes pour calculer une intégrale ou primitive concérnant certaines classe de
fonctions.
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2.11.1 Intégrale de fractions rationnelles

P(x)
Q(z)

Définition 2.11. On appelle fraction rationnelle réelle toute fonction f de la forme : f(z) = o1 P et @ sont deux poly-

ndmes a coefficients réels.
Définition 2.12. Soient A(z) et B(z) deux polynémes réels. On appelle division euclidienne (ou division selon les puissances

décroissantes) de A(x) par B(z) I'unique couple (Q, R) tel que: A(z) = B(x)Q(x)+ R(z) avec R = 0 oubien deg(R) < deg(B).
Les polynomes () et R sont appelés respectivement quotient et reste de la division euclidienne.

Exemple 2.21. Soient A(z) = 2z* + 2° — 32° + = — 1 et B(z) = ° + = + 1. Pour effectuer la division euclidienne de A(x) par
B(z) pratiquement on peut utilisant la division selon les puissances croissantes comme suit

2zt 41 -3 +a2-1 P |
— 2zt — 2% — 247 2% —x—4

—z° =5z 4=z

x +:v2 +x
— 4?22 -1
4% + 4z + 4
6x + 3

Propriétes 2.5. Tout polyndme non nul P(z) a coefficients dans R s’écrit sous la forme
P(z) =clz —r1)™ (@& —12)™2 . (x — )" (2 + brx + ¢1)™ (2% + box + ¢2)"2...(2° + by + ¢4)™

P(z)=cI_;(z —1K)™) (szl(xQ + brx + cx)"")
avecb§—4cq <0, mp, ne € Npourl <k <netc#0.

Définition 2.13. Soient a, b, c et d des nombres réels, et n € N*. Alors

1. On dit d’éléments simples de premiére especes les fractions rationnelle de type ﬁ tel que a # 0.
2. On dit d’éléments simples de deuxieme especes les fractions rationnelle de type __ar¥b avec ¢® —4d < 0.
(22 4 cx + d)»
Théoréeme 2.18. (Décomposition en éléments simples) Soit f(x) = o) une fraction rationnelle telle que P(x) et Q(x) n’ont aucune

racine commune. Si
Q(z) = cllf_, (z — rk)7"’“HZ:1(m2 + bz + cr)™",

avec by, — 4ci < 0 et ¢ # 0 alors la décomposition en éléments simples de f(x) s'écrit d'une maniére unique sous la forme :

i, +Cz
f(@) +Y Y Y Y miaesy
1<i<p1<j<m; 1<i<q1<j<n,;

ot A; j, Bi,j et C; ; sont des constantes réelles, et E(x) est un polynome appelé partie entiere de la fraction rationnelle f(x).

Remarque 2.12. La partie entiere E(z) de la fraction rationnelle f(z) n’est autre que le quotient de la division euclidienne de

P(x) par Q(z).
On a donc P(z) = Q(z)E(z) + R(x) avec deg(R(z)) < deg(Q(z)) ou bien R(z) = 0.
On en déduit que :
e+ P@
@) = B@)+ 5

Remarque 2.13. Pour calculer une primitive de f(z) il suffit alors de calculer les primitives de

a ar +b 2
E —_— >let ————— >1 —4d < 0.
@), (z —b)"’ n=te (x2+cx+d)”’n* ' ¢ <
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Intégrale d’éléments simples

Intégrations fractions simples de 17° espece :

On Calcule I'intégrale I = / 7(93 f o) dx. Alors,on a:
{aln|:c—b+c sin=1
I = _1 a .
e — > 9.
nfl(xfb)"—l—i_c stn > 2

Intégrations fractions simples de 2 espéce :

. ar+b
Icul l'intégrale ] = [ ——————
Calculons l'intégrale / @+t dn

. ax+b
I_/(x2+cx+d)”dx

a 2x + ¢ a dx
= - | ————d —— b —_— .
2/(w2+cx+d)” v+ ( 2c+ )/(:E2+cx+d)”

dz. Alors, nous avons que

2% + ¢ In|z® + cx +d| + ¢ sin=1
(a) On calcule l'intégrale I = / ﬁd:v. Ona,donc: I = - 1 Lo sin>2
(2 + cx + d) = 1)@ + oot d)r-t > 2.
(b) Calculons l'intégrale I = / 2d7xdn Ona:I= / 2d7xdn _ dx —
(22 + cx +d) (22 +cx+d) [(x—i—%)Q—F(d—%)

2
posons u =z + g eta’ = (d— CZ) > 0, car A > 0, on obtient

1 du
== T

o

«
= L dv ottt ==
e BN T T a

dxr
(I+z2)"

(c) Enfin pour calculer I il suffit de calculer I,, = /
1. Sin=1ona:I; = arctanz +c.

1 x 2n—1

%(1+x2)”+ 2n L.

2. Sin > 2 nous avons la relation de récurrence suivante : I,,+1 =

En effet

/ dx B T +2n/ x2dx
A+z2" = (1+z2)n (1 +z2)" !

_ T —|—2n/ dx —2n/ dx
= 4(1_’_$2)n ] (1+x2)n (1+m2)n+1

x
= ———+2n[l, — In41].
(I4a22)" +2n] +1]
Exemple 2.22. Calculons J(z) = /dix On pose u = x + 1 on obtient : J(z) = /diu D’apres le résultat
P Sl - (l‘2+l‘+%)2 p - 2 . - (u2+1)2' p
précedenton a:
J(x) =L = iﬁJr%arctanquc
= lLJr§aurctaun(gr:+1)+c
4 ((@+3)2+1)2 4 277
¥ 4 da—1

Exemple 2.23. Calculons l'intégrale I = / dz. Donc on pose P(z) = z° + 4z — 1 et Q(x) = 2° — 1, la division

x?2—1
euclidienne de P(z) par Q(z) donne :
P(z) = zQ(x) + bz — 1,
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alors, d’apres le théoréeme 2.18, on a :

P(x) S5z —1 % b
N (z—D(z+1) z—1 z+1

(2.4)

11 existe plusieurs methodes pour calculer les constantes a et b. La méthode générale consiste a réduire au méme dénominateur
les deux membres de I'égalité (2.4), puis identifier les coefficients des numérateurs. Une autre methode simple dans ce cas est
la suivante :

Pour calculer a on multiplie les deux membres de 1'égalité (2.4) par = — 1 puis on donne a = la valeur 1 on obtient a = 2.

Pour calculer b on multiplie les deux membres de 1’égalité (2.4) par = + 1 puis on donne a « la valeur -1 on obtient b = 3.

/ggg der = /mdw-{—/;ixl _’_/x?)jlrxl

1
= §x2+21n|x—1|+31n|:€—|—1|+c.

3z2 -3z —1

mdw. D’apres, le théoreme 2.18, la fraction rationnelle F'(x) s’écrit

Exemple 2.24. Calculons I = /

Fz) = 322 -3z -1 _a bix + c1
T (x—-2)(x2+1) -2 22417

Par identification on obtient
32° — 3z — 1= (a1 + b1)x® + (c1 — 2b1)z + (a1 — 2¢1),

ar+b; =3 ar =1 1 2z +1
onendéduitque c1 —2b1 =-3 = b1 =2 Donc F(z) = + = . Par suiteon a:
ap —2c1 = —1 c1 = 1. xr—2 x2+1
3z — 3z — 1 1 27 1
—————dx = —d d d
/(x—?)(xQ-l—l)x /m—2 m+/x2+1x+/a:2+1m

In|z — 2| + In(z® 4 1) + arctan z + c.

Intégrale de type / f(sinz, cos x)dx

Considerons / f(sinz,cosz)dr olt f est une fraction rationnelle en sinz et cosz. Le changement de variables, ¢ =

= ﬁ sinz = 2 dx = 2dt En remplacant dans 'intégrale, on trouve
R R 14 ’

/f(sinx,cosx)dx:/f( 2t 1—t2> 2t

14+t2"14¢2/)14+¢2°

ce changement revenir le calcul de cette primitive a celui d’une fraction rationnelle en ¢.

. in zd
Exemple 2.25. Calculons l'intégrale I = / STAr
1+ cosx
. . 1—¢ 2t 2dt
On fait le changement de variables ¢ = tan E, alors on trouve cosz = ———, sinx = ——, dx = .
2 1+¢2 1+¢2 1+ ¢2

Par conséquant :

sin xdx 2t dt 5 ,
= = =In(l+t¢ —In(1 +tan®2) +c.
/1+cosx /1+t2 n(l+t") +c=1In(1 +tan 2)+c

Remarque 2.14. Il existe des méthodes plus efficaces et plus simples pour calculer ces intégrales si la fonction f possede
certaines propriétés. Comme des cas particuliers suinantes

1. (a) Si / f(—sinz,cosz)dx = — / f(sinz, cos z)dz, on peut poser ¢ = cos x.
(b) Si / f(sinz, —cosz)dx = — / f(sinz, cos z)dx, on peut poser ¢t = sin .

(c) Si/f(—sinx, —cosx)dr = /f(sinm,cosx)dx, on peut poser ¢ = tan x.
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2. Ce dernier cas est valable aussi pour l'intégrale de type / f(sin® z, cos” x)dz.

Exemple 2.26. Calculons l'intégrale I = 2tanis.cd;: x.
—sin?x
On fait le changement de variables ¢ = cos x, donc dt = — sin z, alors on trouve
_/ sin zdx de  — _/ dt __/@_’_/ tdt
~ ) cosz(2 —sin? ) N t(1+12) t 1+1¢2

1 1
= 51n(1+t2)—1n|t|+c:§1n(1+0052x)—1n|cosa:\+c

Remarque 2.15. 1. Pour l'intégrale de type / f(sinz) cos zdzx on utilisant le changement ¢ = sin .

2. Pour l'intégrale de type / f(cos ) sin zdx on utilisant le changement ¢t = cos z.

3. Pour l'intégrale de type / f(tan z)dz on utilisant le changement ¢ = tanx.

Intégrale de type /f(shx,chx)d:p

2 1+ 2
On utilise le changement de variable ¢ = th™ on a donc, z = 2argtht, shx = 715, chr = 1+ etdr = ——dt.
2 1—1¢2 1—1¢2 1—1¢2
Alors,
- L+t7 1—¢2\ 2dt
/f(shx,chx)da: = /f( T )1 —

qui est I'intégrale d"une fraction rationnelle.
Remarque 2.16. 1. On peut utilisant le changement de variable t = ¢”.

2. Pour l'intégrale de type / f(shz)chadz on utilisant le changement ¢t = shz.

3. Pour l'intégrale de type / f(chx)shxdz on utilisant le changement ¢ = chz.

4. Pour l'intégrale de type / f(thz)dx on utilisant le changement ¢ = tha.
Exemple 2.27.. Calguyler les intégrales suivnantes 1 .

1. I = / dx. 2. I, = / —dx. 3. I = [ sh®zchadz.

2+ chx h )
o B 2t 1+t 2
e Calculons I;, posons t = th§ on a dong, x = 2argtht, shx = T chx = [ etdr = 1- dt. Alors,
[—/thdm—/ 4t _/dt_/'dt+/2dt
YT ) 24 cha T I—e)(A+2) ) 1t 1+t 1+¢2

In|1—¢t|—In|1+4+¢t]|+2arctan(t) +c

= In|l —th% | —1n | 1—|—thg | +2 arctan(th%) +ec.

- dt
e Pour I3, posonst =e”,doncz =Intetdzr = e alors,

1 " 4t 2
I = —_— = —
2 / shx du / (1—=t2)(1+1?) / er —e~* du

B 2dt dt dt
- t2—-1 ) t—1 t+1

e On faisant le changement ¢t = shx , on se trouve le résultat facilement.

In|t—1]—-In|t+1]4+c=In|e"—1|—-In|e"+1]+c.

Université de M’sila 27

Dr: Dahmane Bouafia



CHAPITRE 2. INTEGRALE DE RIEMANN ET CALCUL DE PRIMITIVES 2.11 Téchniques de calcule d’intégrale

Intégrale de type / f(e*

On peut utilisant le changement de variable ¢ = ¢”. On trouve

[ s = [ 1,

qui est 'intégrale d"une fraction rationnelle.

S

Exemple 2.28. Calculer I = / ——dx
1+e2

3 x T dt .
On fait le changement ¢t = e, donc dt = e”dx, donc dx = T Alors on obtient

e’ t dt dt
I= dr =
/1+e2w ’ /1+t2 /1+t2

= arctant + ¢ = arctan(e”) + c.

; axr +b
2.11.2 Intégrale de type | R (x, \ ) dx, ad — bc # 0.

cx +d

. . . njax+b R

La fonction R est irrationnelle en z. le changement ¢ = Td On trouve, apres calcul
T
n _ _ n—1
tn:a:c—&—b7 m:dt b7 etdx:n(ad be)t dt,
cx+d a— ct™ (a — ctn)?

alors, on obtient

njax+b _ dt" —b N\ n(ad — be)t"! _/
/R(m, ca:—l—d)d:ri/R(a—ct"’t) (a — ct™)? dt= [ f(t)dt,

ol f est une fraction rationnelle en ¢.

Exemple 2.29. Calculer I = /

1+ac
1—¢? —4t
En faisant le changementt — donc onx = etdr = 7dt Alors, on obtient
1+a: 14182 (1+12)2
1 [1—=x —4¢? 2
I={ = de = ——dt = dt dt
/x\/ler v /(17t2)(1+t2) /142 +/1+t2
_ 1—x
1-— 1—
= 1n’1—+§‘+2arctant+c:ln‘%‘+2arctan( 1+z)+c.
14+
1+

Remarque 2.17. La méthode précédente peut se généraliser aux intégrales de type :

[ () (D) T (D) e

b .
en posant, t’ = z;:—td ot p = PPCM(n1,ne,...,nk), c'est-a-dire le plus petit commun multiple de n1,na, ..., nk.
1
"y
Exemple 2.30. Calculer I = / @dm.

Posons t> = z + 4, donc, on a z = t* — 4 et dz = 2td¢. Alors, on obtient

t2
172/t27_4dt 2/(1+

tf
2 21’
+2In|

dt

Z‘Jrc
5 .

Exemple 2.31. Calculer les intégrales suivnantes
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[NE

L= [ty e

e Calculons I, posons t?> = 2 +4,donc, onaz =t — 4 et dz = 2tdt. Alors, on obtient

t? dt
1_2/t274dt 2/(1+ —2/dt+8/t274

t—2
2t 21’
Rkl P

‘—l—c.

e Nous laissons I> comme exercice au lecteur.

2.11.3 Intégrale de type / R(x, Vaz? + b + c) dx, a # 0.
VIA]

2a

1. Sia < 0,etA>0,0ona:az’ + bz +c= —a[f’ — (z — a)’].
On utilisant le changement de variable x = o + B cost. On obtient

az® 4+ bz + ¢ = a[(z — a)® + B°] = —aB?sin’ t. Alors

Soit le discriminant A = b — dac, o = 723 et =
a

/R<m7m>dm: /R1<sint7cost)dt.

2. Sia>0,etA>0,0na:az’ +bx+c=al(x—a)—p.
On utilisant le changement de variable x = « + Scht. On obtient

az® + bz + ¢ = a[(x — a)® + B°] = aB*sh>t. Alors
/R(x, Vaz? + bx + c>d:c = /Rg (sht7 cht)dt.

3. Sia>0,etA <0,0na:az’+bx+c=a[(x—a)+p7.
On utilisant le changement de variable x = a + Bsht. On obtient

az® + bz + ¢ = al(z — )® + §°] = aB’ch’t. Alors
/R(m, Var? + bx + c)da: = / R3 <sht7 cht)dt.

Remarque 2.18. (Méthodes de substitution d’Euler) On a une méthode générale d’intégration pour calculer ce type d’intégrale
qu’on peut transformer en une intégrale d’une fraction rationnelle par des changements de variable de trois types.

1. Sia > 0.On pose alors Vaz? + bz + ¢ = t + Vaz.
Dans le cas ott Vaz? + bx + ¢ = t + v/az, on obtient apres calcule

2 2 2
_ Poe e res YA thtdeva , Vat' fbhtteva,
2/at + b 2\/at + b 2\/at + b

En remplacant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

2 2 2
/R<I ﬁ:2+bx+c dw_/Rl ¢ yat +bt+cf) vat® + bt +eva
2/at +b’ (2/at + b)? 2./at + b

2. Sic > 0. On pose alors, Vaz? + bx + ¢ = xt + /c.
Dans le cas ott Vaz? + bx + ¢ = xt + /¢, on obtient apreés calcule

J— 27
e VD e e Y M Ve Ve b ave

a—t2 a? —t2 (a? — t2)?

En remplacant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

[ R Var T )an = [ R (UL LIV, VU,
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3. Si A > 0, clest-a-dire le polynéme az® + bz + ¢ admet deux racines réelles distinctes 1 # 72 et on a
az® + bz +c=alx —r)(z —ra).
On pose alors az” + bx + ¢ = +t(z — 71), ol £ t(z — 72).
Dans le cas ot Vax? 4 bx + ¢ = t(z — r1), on obtient apres calcule

- t? — o)t
:c:iaerrl ,\/am2+bx+c:7a(rl r2), dr =2

t2—a t2—a

a(ri —ra)t

o

En remplacant dans l'intégrale précédant, on trouve, donc

p— 2 p— —
[ Bo Ve i) = [ p(Zetnt oo mty,dn -,

t2—a t2—a (t2 —a)?

4 2
Remarque 2.19. On peut utilisant le changement de variable t = 4/ “7%“4%‘ (:c + %)

Exemple 2.32.- Calculer Jgs intégrales suivnantes
1. I = .
! /(x+1)\/x2+x+1

2. [2=/v4—x2dac. 4. 142/\/a:2—3x+2da:.

e Comme a > 0, alors, on a la premiere cas d’Euler en posant t — x = v/x2 4+ x + 1, apres calcule, on obtient donc

3. I3 = / V2 — 1dx.

2 -1 P Ht+1 2 4+t+1
_ 72 1= —— dr =2-——_dt.
TE g YOS 2n+1 0 T )2

En remplacant ces expressions dans l'intégrale 1, nous avons

1 dt dt
L= = 2| — at=[Z [ 2
' /t(t+2) /t t+2

2Injt| —In|t + 2| +c

b V1Al

e Pour I, commea > 0,et A =16,onadonca=—— =0,8 = “oq
a

= 2. Alors, faisons le changement de variable
x = o+ Bcost = 2cost, apres calcule, on obtient donc

t= arccos(%), V4 —x?2 = 2sint, dx = —2sintdt.
En remplacant ces expressions dans l'intégrale /1, nous avons

I, =

—4/sin2 tdt = /(ZCOSQt —2)dt =2sin2t — 2t + ¢
= sin (2 arccos(%)) -2 arccos(g) +ec

e Pour I3 on pose x = cht. On a donc dx = shtdt. Alors, on trouve

[

/\/ﬁ —ldz= = —4/sh2tdt = 7/(ch2t —1)dt

[\

1 1 1 1
ZSth — ZtQ +c= Zsh(Qargchx) — ZargchQac +c.

e Nous laissons I, comme exercice au lecteur.

2.11.4 Intégrales de types [ sinpzcosqrdzr, [ sinpzsingxdzr, | cospx cosqrdz.

Dans ce cas, on applique les formules de trigonométrie suivantes

sinacosb = % {sin(a + b) + sin(a — b)] 2.5)
sinasinb = _71 [cos(a +b) — cos(a — b)] (2.6)
cosacosb = % {cos(a + b) + cos(a — b)} (2.7)
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Exemple 2.33. Calculer I; = / sin 3z sin 2z. Alors, d’apres les formules précédentes, on a

-1
L = 7/(cos5x—cosx)d:r

—1 sin bx + ! si +
— S1n — Sin .
1o ST gsE e

2.11.5 Intégrale de type | sin™ z cos" zdz.

Ot n, m deux nombres entiers naturels.
1. Sim est pair faisons le changement de variable ¢t = cos .

2. Sin est pair faisons le changement de variable ¢t = sin x.
Dans le cas par exemple ot m = 2p +1,0na

/smm z cos" xdxr = /(1 — cos” z)? cos” x sin zdzx.
Posons t = cos z, donc dt = — sin xdx, alors on trouve
. 2
/smmxcosn xdx = —/(1 —t)Pt"dx.

C’est-a-dire un intégrale rationnel.
3. Sin, m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2q. On utilisant les formules (2.5),(2.6) et (2.7) avec les
formules suinantes

sin2z = 2sinz cosz, sin‘z = %(1 — cos 296), cos’ x = %(1 + cos 2:)0). (2.8)

Remarque 2.20. Dans le cas 3, on peut utiliser les formules (2.8) avec le changement de variable ¢t = tan .

Exemple 2.34.- Calculer les intégrales suivnantes
1. I = /cos zsin” xzdx. 3. I3 = /sin2m0054 xdx.

2. I :/0055 xdx.

e Pour ], on pose z = sint. On a donc dx = costdt. Alors, on trouve

L= = /cos4 z cos zsin® zdx = /(1 —sin® 2)? cos x sin” zdx
= /(1 —*)*Pdt = /(t2 —2t* 4+ 1%)dt
1

2 1 1 2 1
§t3—gt5+7t7—l—c:gsingaz—gsinsm—i—?sirﬂm—i—c.

e Pour I; on pose z = sint. On a donc dx = cos tdt. Alors, on trouve

I,= = /cos4;rcosxdx = /(1 —sin® z)? cos zdx

1 2
1—t*)2dt ==t — S8 4+ ¢
/( V=gt~ 26 41+
= 1sint—)acfgsin?’:ersinac+c
= 3 .

e Pour I3 on utilisant (2.8) et (2.7) respectivement, on obtient, donc

42

1
sin®zcos’s = sin®zcos® zcos .’L':g(l7COSQCC)(1+COS2.’L')(1+COSQI‘)

1 1
= g(l — cos4z)(1 + cos2z) = g(l + cos 2z — cosdx — cos 2z cos 4x)

1 1
= —(1+4 =cos2z — cosdz — = cos 6x).
8( 2COb X CcCOoS 4T 2CO§6.’L‘)

1 1 1 1
Par conséquant, Is = g(x + 1 sin 2z + 1 sin4x — D) sin 6z) + c.
Remarque 2.21. On peut linéariser les fonctions sin™ z et cos” =, olt on utilisent la formule du bindéme de Newton et les
formules suivants ] i ] )
. elfl‘ _ e—’L(L‘ 67/1 + e—’LIE
Sing = ————, cosT= ————
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2.11.6 Intégrale de type | sh™xzch"xzdx.

Ou n, m deux nombres entiers naturels.
1. Sim est pair faisons le changement de variable ¢t = chz.
2. Sin est pair faisons le changement de variable t = shz.

Dans le cas par exemple ot m = 2p + 1, on a /shmxch"mdx = /(cth — 1)Pch™xshxdx. Posons t = chx, donc

dt = shadz, alors on trouve / sh™xch"xdx = / (> — 1)"t"dt. C’est-a-dire un intégrale rationnel.

3. Sin,m deux nombres enties naturels pairs, avec n = 2p, m = 2¢. On utilisant les formules suinantes

sh2x = 2shxzchz (2.9)
ch’x = %(ch2x+1) (2.10)
sh’z = %(ch2:r—l) (2.11)
ch’z — sh’z=1. (2.12)

Puis, on faisant le changement de variable ¢ = thz.

Exemple 2.35.- Calculer les intégrales suivnantes
1L L= /sthcthdm. 2. I = /ch4md:c.

e Pour I;, on m = 3 est impair. Alors on peut utilisant (2.12) et le changement de variable ¢ = chx, on obtient, donc

I

/sh3xch2xdx = /sh2xch2mshmd:c

/shzxcthshxd:r = /(ch2x — 1)ch*zshadz

1 1.
/(t2 — )t%dt = 51&5 - §t5 +c

/(t2 —1)%dt = %ch‘%x — %chsx +ec.

e Nous laissons I> comme exercice au lecteur.
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CHAPITRE 3

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3.1 Généralités

Définition 3.1. On appelle équation différentielle du premier ordre une relation de la forme
F(z,y,y') =0, (3.1)

ol y la fonction inconnue et 3/’ est sa dérivée par rapport a x et I une fonction numérique de 3 variables définie sur un domaine
DCR’.

Exemple 3.1.
1.y =e" +22 -3, 2.y =y+x

sont des équations différentielles du premier ordre, D = R®.

Définition 3.2. On appelle équation différentielle du deuxiéme ordre une relation de la forme

F(z,y,y',y") =0, (3.2)

oty ety” sont les dérivées du premier et du second ordres respectivement de y par rapport a = et ' une fonction numérique
de 4 variables définie sur un domaine D C R*.

Exemple 3.2. Ly + @ +1)y —y=(x—3)*,

2. 'y =2y=a"+z-2,
sont des équations différentielles du second ordre sur D = R*.

Définition 3.3. 1. Une équation différentielle du premier ordre est dite mise sous forme normale lorsqu’elle s’écrit

Y = f(z,y)

ou f représente une foncyion réelle de 2 variables.
2. Une équation différentielle du second ordre est dite mise sous forme normale lorsqu’elle s’écrit

v'=flz.y.9)
ou f représente une foncyion réelle de 3 variables.

Définition 3.4. 1. Une solution (ou intégrale) de ’équation différentielle (3.1) est une fonction numé rique y, définie sur
un intervalle réel I, dérivable et telle que, on ait

Veel: F(z,y,y)=0,et(z,yy)eD.

2. Une solution (ou intégrale) de I’équation différentielle (3.2) est une fonction numé rique y, définie sur un intervalle réel
I, dérivable deux fois et telle que, on ait

Vw G I : F(:L.7 y? y/’yll) = O’ et (1.7 y7 y/’yll) 6 D'

Remarque 3.1. Résoudre une équation différentielle, c’est en trouver toutes les solutions quand elles existent. Le graphe d"une
solution est appelé courbe intégrale de 1’équation différentielle.

Exemple 3.3. 1. Les fonctions i = ¢ (c une constante) sont des solutions de 3y’ = 0 définie sur R.
2. Les fonctions y = Ae®” sont des solutions de y’ = ay définie sur R, tels que (a, A € R).

3. Les fonctions y = cos z et y = sin z sont des solutions de i’ + y = 0 définie sur R.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.2 Equation différentielle du premier ordre

3.2 Equation différentielle du premier ordre

3.2.1 Equation différenitelle a variables séparées

Définition 3.5. Une équation différentielle du premier ordre est dite a variables séparées si elle peut s’écrire sous la forme :
fW) ' =g(@) (vs).

. . . . . . dy
Une telle équation différentielle peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit y' = T puis, symboliquement

F)dy = g(x)de & / F)dy = / g(x)dz + C.

On écrit ici explicitement la constante d’intégration arbitraire C' € R ( qui est déja implicitement présente dans les intégrales
indéfinies) pour ne pas l'oublier. Il s’agit donc de trouver des primitives F' et G de f et g, et ensuite d’exprimer y en terme de
zetdeC:

F(y) =G(z) +C e y=F '(G(z) + C).

C’est pour cette raison que 1'on dit aussi intégrer une équation différentielle.

Exemple 3.4. Résoudre sur I =|1, 4+o00[’équation différentielle

zy' In(x) = (31In(x) + 1)y. (1)

On peut séparer les variables (z et y) en divisant par yx In(z), ce qui est permis si et seulement si y # 0 (car 2 In(z) > 0) d’apres

I’énoncé). On a,
!
(1) ;Z 31;11?1—:"1 / Lay /31n:1:—|—1dx c

I§ 1 1
avec C € R. Comme 3lnz+ = 3 + ,alors, on a
zlnz z xzlnzx

Inlyl=3ln|z|+In|lhz|+ K = ln|m31nx\ + K.
Avec K € R. En prenant ’exponentielle de cette expression, on a finalement :
3
y=Cozx" Inx

avec C5 € R : En effet, le signe de C> (=" ¢”) tient compte des deux possibilités pour |y|, et on vérifie que Cz = 0 = y = 0 est
aussi solution ( mais pour laquelle le calcul précédent, a partir de la division par y, n’est pas valable.)

Exemple 3.5. Résoudre ’équation

2zydy = (z* — y*)dx (2)
Posons : f(x,y) = 2zy, g(x,y) = z? —y% ona: f(2x,2y) = dzy = 2%y et g(2z,2y) = 22 (a: —y ) donc f et g sont homogene
de degré 2. On pose y = vz pour résoudre (1).  dy = vdzr + zdv et (1) devient

2v dx
1-— szdv Tz

Apreés intégration on obtient
(1 - 3v%) = K, (K € R),

Détermination de la constante d’intégration

La constante d’intégration C' est fixée lorsqu’on demande que pour un z = o donné, on ait une valeur donnée de y(z) =
y(z0) = yo. On parle d"un probleme avec conditions initiales.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.2 Equation différentielle du premier ordre

3.2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre
Définition 3.6. Une équations différentielles linéaire (EDL) du premier ordre est une équation différentielle qui peut s’écrire

sous la forme : ,

a()y +b(x)y =c(z)  (E)
ol a, b et c sont des fonctions continues sur un méme intervalle / C R a valeurs dans K, K étant 1'un des corps R ou C, et on
demandera Vz € I : a(x) # 0.
Définition 3.7. (Equation homogene) On appelle équation homogéne ou encore équation sans second membre associée a (E),
I’équation :

a(z)y’ +b(z)y=0  (Eo).
On la note aussi (Ex) ou (EH).

Remarque 3.2. Si dans ces définitions, le coefficient de ¢’ vaut 1 : on dit alors que I’équation est normalisée ou encore résolue en
’

Y.
Résolution de I’équation homogeéne associée

En effet, (EH) est une équation différentielle a variables séparées. En I'écrivant

a(x

’

y _ b=
y

~

et en I'intégrant, on obtient :

In|y| = —%dw-{-c

etavec K € {+¢“,0},0ona:
b(x)

y:KeF<I>,K€R,F(a:):/——( ) T
a(z

Concernant 'équation (E), on a :

Propriétes 3.1. L'ensemble des solutions de (E) est obtenu en ajoutant a toutes les solutions de (EH) une solution particuliere
de (E).

La section suivante est consacrée a la détermination de la solution particuliere de I'équation (E) par la méthode de variation
de la constante.

Solution particuliére par variation de la constante

On cherche la solution particuliere sous la forme y = K (:c)eF(z), avec Kune fonction a déterminer ("variation de la
constante"). On trouve que y est solution si et seulement si

K'(z) = %eiﬂ@ < K(z) = /%eilﬂwdm.

(On peut intégrer car c’est la composée de fonctions continues, et on peut oublier la constante car elle correspond a une solution
de (EH) ). Une solution particuliere est donc

y(z) = "™ / %eiﬂw)daa

et la solution générale est donc:

y(a) = (K+/%e*”z>dx),f< ER,F(z) = /77@

Exemple 3.6. Résoudre sur I =|0, g[, I’équation différentielle

sin(x)y’ — cos(z)y = =
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des équations linéaires

Résolvons d’abord sur I 1’équation homogene :
sin(z)y’ — cos(z)y =0

On obtient /
Yy _ c?s(x) = Inly| =In|sinz| + k, k € R.
y  sin(z)

La solution générale de (EH) est donc
y=Ksinz, K € R.

(avec K = +e” pour tenir compte des valeurs absolues, et K=0 étant solution aussi). Cherchons ensuite une solution particuliere
de (E) sous la forme
y = K(z)sinz, (K est continiment dérivable).

On aalors y'(z) = K'(z) sinz + K(z) cos(z), ce qui donne dans (E) :
( sinz)[K'(x) sinz + K () cosx] — ( cosz)K () sinz = x

et comme dans la théorie générale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste que le terme en K'(x), soit :

K'(z)sin’z =z < K'(z) = ;1:2 @K(m):/ ——dx.
sin® x J sin*z
On intégre par parties, en posant
w(z) = z,v'(z) = et u'(z) =1,v(z) = — L
’ sin? x ’ tan(x)

ce qui donne :

T 1 T
K =— dr = —
(@) tanx +/tan:c v tanx

x cosx x )
- _ _|_/ =— + In| sinz|.

tanx sinx tan

Sur I, sinxz > 0; une solution particuliere est donc obtenue pour C' = 0.
y = —x cosx + sinz In sinx

et la solution générale de (E) est donnée par :
Y = —& COSx + (K + sinx In sinm),K € R.
Exemple 3.7. Si yiet y» sont deux solutions particulieres de (E), alors y1 — y2 est solution de (EH) , et la solution générale de

(E) est
y =1+ c(y1 — y2),c € R arbitraire.

3.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des
équations linéaires

3.3.1 Equation de Bernouilli

Définition 3.8. Une équation différentielle est dite de Bernouilli si elle est de la forme
v +p(2)y=q@)y",n €R (EBr)

Pour résoudre 1’équation (EBr) on pose z = y' ™. Cette substitution transforme I’équation (EBr) en une équation différen-
tielle linéaire en la nouvelle variable z.

Remarque 3.3. Sin = 1, 'équation différentielle de Bernoulli est une équation différentielle linéaire.

Exemple 3.8. Résoudre les équations différentielles de Bernoulli suivantes
1. (:r2 + 1)y = day + 4z\/y.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.3 Equation du premier ordre non linéaires se ramenant a des équations linéaires

2. 2%y + 2y =2z +1)\/y. telque & > 0.

Dong, les solutions d’équations différentielles de Bernoulli sont immédiatement.Pour 1'équation (z* + 1)y’ = 4xy +
4zy/y. (1) On suppose y > 0 et on utilise le changement d’inconnue z = /y. On a donc y = 2° ety = 222. En
reportant dans 1’équation (1), on obtient

(2% 4+ 1)22’ = 222% + 2z2,
qui se simplifie en

(2 +1)2" = 2z2 + 2z. (2)
Cette derniére équation est linéaire (a coefficients non constants). C’est une équation a variables séparables

z 2z

z+1 2 +1

Par conséquent

dz " 2xdx 2
= 1 1 =1 1
P /x2+1 < Injz+1=h(z"+1)+C, C>0

= z=K(@@*+1) -1, K =+e°.

Finalement, on fait le changement d’inconnue en sens inverse y = 2> pour trouver les solutions y positives de I'équation
(1) 1l laisse au lecteur de vérifier que la solution de I'équation z°y’ + zy = 2(v/Z + 1)/7, = > 0 est

—l<lnx—i)2 KeR
L VT+ K/ ’

3.3.2 Equations de Riccati

Définition 3.9. Les équations de Riccati sont des équations différentielles de la forme :

y' = a(x)y® + b(z)y + c(z) (ER)

3.3.3 Meéthode de résolution

Si y1 est une solution particuliere alors on pose le changement de fonction suivant :

1
y=y1+ —.
z
Cette substitution transforme 1’équation (ER) en une équation linéaire en z.

Exemple 3.9. Soit 1’équation différentielle de Riccati suivante

2y cosz — 2ysinz = 2y* + 2cosz — sin’ z, (ER).
1. Vérifier que yo = sin « est une solution particuliere de (ER)
2. Résoudre I'équation (ER), en utilisant le changement de variable u = y — yo.
Les solutions est respectivement au dessous,

1. On remplace dans I'équation (ER) par yo = sin z, on aura facilement que yo est une solution de (E'R). Donc yo = sinx
est une solution particuliere de (ER).

2. En utilisant le changement de variable u = y — yo rendre léquation (ER) sous la forme
2u/ cosz — 2usinz = u® (1).

C’est une équation différentielle de Bernoulli avec n = 2. On remarque que v = 0 est une solution de (1) si v # 0.
On divise I'équation (1) par u*, on obtient 2u'u’ cosz — 2u™'sinz = 1, (2). Onpose z = u~ ', donc, 2’ = —u/u”. On
remplace dans I’équation (2) on trouve

—22' cosx — 2zsinz = 1, (E).
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et on résoud facilement cette équation, et on otient

z:flsinerCcosx, CeR.

2
D’ou 1 )
Yy=-=—- C =2a€R.
z —sinx + acosx
Donc la solution générale d équation (ER) est donnée d’apres la relation y = u + yo par
2 .
y=————+sinzx.

—sinx 4+ acosx
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 3.4 Equations de type ¢’ = f(g)
X

3.34 Equations de Lagrange

Définition 3.10. Les équations de Lagrange sont des équations différentielles de la forme :
y=af()+90) (ELg)
d
Pour intégrer les équations de Lagrange, on pose y' = p = ﬁ, (Lag) devient :y = = f(p) + g(p), et on differentie :

dy = f(p)dz + xf (p)dp + ¢’ (p)dp

pdx = f(p)dx + zf'(p)dp + ¢’ (p)dp
(p— f(p))dx = [z (p) + ¢’ (p)] dp.

On transformé (ELg) en une équation différentielle linéaire en Z—m =2
P

3.4 Equations de type y/ = f (Q)

i

Pour résoudre d’ équations différentielles a variabbles homogenes, alors, on pose y = tx.
Exemple 3.10. Résoudre les équations différentielles a variabbles homogenes suivantes

1. zy =z —y. 3. Yy —y=x(z+y).
2. myy'=m2+y2.

Maintenant on donne les solutions.
1. Pour l'équation 2y’ = x — y. (1) En divisant par = (z # 0), puis posons y = tx, on obtient y’ = ¢ + xt’ et
y ' 1

Lottt =1-te =-=.
T o 2t —1 T

ey =1-
Par intégration des deux membres, on trouve

%hl(?t* N=-lnz+Cem@t—1)=Inz >+2C.

- Ke™ 241 . .
On en déduit que 2t — 1 = Kz 2 dout = % et finalement, puisque y = tx, on a
B 22+ K
v= 2¢

2. Lasolution de I'équation zyy’ = z? + y?, est donner par
y==xVvInz? 4+ C.

3. L'équation 2y’ — y = z(x + y), n’est pas homogene & proprement dit mais, par chance, se résout au moyen du méme
changement d’inconnue y = tz. Par un calcule, on obtient

y=z(Ce” —1).
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3.5 Equation différentielles linéaires du second ordre a coeffi-
cients constants

On s’interesse maintenant aux équations différentielles du deuxieme ordre, mais seulement aux EDL ot les coefficients
ao, a1, az sont des constantes réelles.

Définition 3.11. Une équation différentielle du second ordre a coefficients constants est une équation différentielle de la forme
ay" +by' +cy=f (E)

olia,b,c € R, a # 0, et f une fonction continue sur I ouvert de R. L'équation homogene (ou sans second membre) associée est
ay’' +by +cy=0 (EH)

Remarque 3.4. D’apres les résultats généraux on sait que I'ensemble des solutions de (EH) est un espace vectoriel et que la
solution générale de (E) est la forme y = y, + yn, oll y;,, est une solution particuliere de (E) et ys est une solution de (EH).

Nous admettons les résultats supplémentaires :

Propriétes 3.2. 1. Pour tout zo € I et (a, B) € R?, (E) admet une unique solution y telle que y(zo) = o,y (z0) = S.
2. Les solutions de (EH) sur I forment un espace vectoriel de dimension 2 sur R, noté Sz (I).
3. Siy1, y2 sont deux solutions indépendantes de (EH), alors y1, y2 est une base de S2([), c’est a dire S2(I) = {ay1 + By2}.
4. Pour y1,y2 € S2(I), on définit le wronskien w : I — R

yi(z)  y2(x)

“’Hw(m):’ yi(z) ()

] = (D)) — v (@)yaa).

Si w(zo) # 0 pour un g € I, alors w(x) # 0 pour tout « € I, et cest une condition nécessaire et suffisante pour que
{y1, y2} soit linéairement indépendant et donc une base de S2(1).

3.5.1 Résolution de I’équation homogene associée (EH)

x

On cherche la solution sous la forme y = ", 7 € R.Onadonc y’ = ryety” = r’y, donc (E) devient : y.(ar> + br +¢) = 0.

Définition 3.12. L'équation
ar’ +br+c=0 (E.C)
se nomme équation caractéristique de (EH).

Propriéteés 3.3. Suivant le signe de A = b® — 4ac, on a les résultats suivants :
1. A > 0 L'équation caratéristique admet deux racines réelles distinctes r1 # ry, et

yr(x) = e ya(x) = €™

est une base de Sz([).
2. A = 0 L'équation caratéristique admet une racine réelle double r, et

yi(z) = e yo(x) = xze™

est une base de Sz ([).

3. A < 0L'équation caratéristique admet deux racines complexes conjugués r1 = a+if8,r2 = a —if3 (o, € R, 5 # 0), et
y1(z) = e cos Bz, y2(x) = e** sin Bz

est une base de Sz([).
Dans chacun des cas, la solution générale de (EH) est donc

y = Ay1 + Bys,
avec A, B € R.
Démonstration - 1l est claire que dans chaque cas y1 (z), y2(z) sont solutions de (EH). Pour vérifier qu’ils sont indépendantes

il suffit d’apres la proposition (1.4.1) de vérifier que leur wronskien est non nul. Par exemple dans le cas oit A > 0, le wronskien
de y1(z), y2(z) est

e7'1 x erg T (r1+72)
r1+r2)T
wlr) = g > = (r9 —7T1)e .
( ) T1€71x Tze'rzx ( 2 1) 7&0
11 est conseillé de traiter les deux autres cas a titre d’exercice. |
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3.5.2 Recherche d’une solution particuliere de (E)

On distingue deux cas particuliers et une méthode générale :

Cas particuliers

Premier cas particulier : le second memebre de I'équation (E) est de la forme: f(z) = e**P(z), ou a€R et P(z)¢c
R[X].
On cherche la solution particuliére sous la forme y(z) = e*“z°Q(z), ot Q est un polyndome du méme degré que le polyndme
P, et I'entier s est choisi de la fagon suivante.
s = 0 si a nest pas racine de I'équation caractéristique.
s = 1 si a est I'une des racines de 'équation caractéristique.
s = 2 si « est racine double de 'équation caractéristique .
Les coefficients du polynéme () sont déterminés par identification.

Remarque 3.5. Cette méthode s’applique notamment pour o = 0, c’est a dire lorsque f(z) = P(x).

Deuxieéme cas particulier : le second membre de I'équation (E) est de la forme :f(z) = P(x)e”” coswz, ol w,a €
R, P est un polynéme réel de degré n.
On cherche la solution particuliere sous la forme y(x) = e*“z° {Q(z) cos Sz + R(z)sin Bz}, ot Q et R sont deux polyndmes
ayant le méme degré que le polynéme P, et I'entier s est choisi de la fagon suivante.
s = 0si a + i n'est pas racine de I'équation caractéristique.
s = 1 si a+1if est une racine de I'équation caractéristique. ( alors a —i/3 est aussi racine del’équation cartéristique).
Les polynoémes () et R sont déterminés par identification.

Remarque 3.6. Toute solution de (£'H) nulle en un point de I est identiquement nulle sur /.

Remarque 3.7. Deux solutions de (EH) qui coincident en un point de I, sont identiques sur I.

Meéthode de variation des constantes.

Si {y1,y2} est une base de solutions de 1’équation homogne , on cherche une solution particuliere sous la forme yo =
Ay1 + py2, mais cette fois A et u sont deux fonctions vérifiant

Nyi+p'ya = 0
z
o+l = 12
a
) ‘4 . . v T
Résoudre I'équation suivante, sur l'intervalle | — 3 +§[ :
1
y// +y= :
cosx

Les solutions de 'équation homogene 3 + y = 0 sont A cosz + psinx avec \, 4 € R.
On cherche une solution particuliére de 1’équation avec second membre sous la forme

yo(x) = A(x) cosz + p(x)sinz

avec cette fois A(x), u(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient

I
o

{ Nyp4+p'ya = 0 { Ncosz + p'sine =
donc

Ny + p'ys 9(z) —X'sinz 4 ' cosz

a cosx’

En multipliant la premiere ligne par sin « et la seconde par cos x, on obtient

/ . 1, . 2
{ A coswsine + p /(smx) donc par somme u' = 1.

—XNcoszsing + p(cosz)® =

sinx

Ainsi p(z) = z et la premiére ligne des équations devient A’ = — - donc A(z) = In(cosz). donc les solutions sont de la

forme :
Yn + Yp = Acosx + psinz + In(cosx) cosx + xsinz

quels que soient A, ;1 € R.
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Principe de superposition

Proposition 3.1. Si f(z) = f1(x)+ f2(x), une solution particuliere est donnée par y = y1+ys, 0il y; est une solution de ay’ +by' +cy =
fi(x).(pouri =1,2.)

Exemple 3.11. Résoudre
y' +y=x+4+cos3z sur I =R

a.) L'équation Homogene : I’équation caractéristique est 7> + 1. La solution générale de (EH) est y = A cosz + Bsin .
b.) solution particuliére associée a ¥ + y = x, x convient.
c.) solution particuliere associée a ¥ + y = cos 3z, : En remplagant y = A cos 3z + Bsin 3z dans 'équation, on trouve (A —

1
9A) cos 3z + (B — 9B) sin 3z = cos 3z, donc A = ~3 et B=0.

. . . 1 .
d.) conclusion : La solution générale est y = = — §3x + Acosz + Bsinx.
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