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Chapitre 1

Fonctions Spéciales

1.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.1.1 On appelle fonction Gamma la fonction définie par
+oo
I(z) = / £l tdt, (2 € C, Re(z) > 0).
0

avec 771 = elz=1)Int,

Exemple 1.1.1 1. T'(1) = [[" e tdt = 1.

2.T(3) = 0+°° t3-le—tdt = 0+OO t—se tdt = 2f0+oo e " dr = \/7. (Posant le changement

de variable t = 72).

Lemme 1.1.1 La fonction Gamma est une fonction de classe C* sur R*, (resp. holomor-

phe sur le demi plan z € C, Re(z) > 0) et
+o00
Vk € N*,Vz € R* (resp. z € C, Re(z) > 0); T® (2) = / (Int)" >~ e tdt.
0

Lemme 1.1.2 Pour tout z € C, Re(z) >0, n€ N, on a




1.1. Fonction Gamma d’Euler

Preuve.

1. Représentons I' (z 4+ 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par parties :
+oo Yoo +o0
IF'(z+1) = / tretdt = [—t7e”"] T + z/ t* e tdt
0 0
= z2I'(2)

2. 11 suffit d’appliquons 1 pour z =n — 1.

(2n)!
4nn!

3

. par récurrence sur n € N.

3. Nous allons démontrer la formule I (n + %) =

—Pourn:(),onaF(O—F%):(0)!*/)E:\/ﬁ

40001

- Supposons que la formule est vérifiée pour (n — 1) et considérons n. C-a-d que supposons

que I’ ((n —-1)+ %) = %ﬁ)—m, est vérifie. Alors

o) - (- 2
_ (2n—1 (2n —2)I/7 :2_n(2n—1) (2n —2)I\/7
( 2 ) 401 (n — 1)1 2n 2 401D (n —1)!
(2n)!V/m

4nn)

Donc la formule est vérifiée pour n. m

Remarque 1.1.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non en-

tiers par la formule T (z) = F(ZZH)

(=3,-1),... etc.

, et la transition d’un intervalle & un autre (—1,0), (=2,—1),

La fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

1
Exemple 1.1.2 1. T'(—3) = o _2;1) = Ffi) = 27
2 2
r(-2+1 r(-1 _om =
2.1 (~3) = (_23” (_32) = 2fE o

e Le graphe de la fonction I' d’Euler



1.1. Fonction Gamma d’Euler

5T

} + } + } + —rt
4 -3 -2 -1 1
-1+
-2+
3+
/Y 1

Le Graphe de la fonction I' d’Euler

J

X L

Proposition 1.1.1 Pour tout p > 0, on a

' nln?
F(p):nkrfoop(p+ D(p+2)....... (p+n)

Preuve. Considérons la fonction

f(n,p) = /0" (1 - %)nmp_ldaj,

on peut facilement voir que

lim f(n,p) =T (p).

n—-+00

D’une autre part, par 'intégration par parties on obtient

" n n gP]" 1 [ n—1
f(n.p) = / (1—£> 2Py = [(1—£> x_} +_/ (1_f> dx
0 n n Plog PJo n
1 n n—1
= —/ (1—§> xPdx.
P Jo n
Encore fois, en intégrant par parties
1 [m n—1 1 n P17 —1 n n—2
fon) = o[ (1-2) xpdx:—Rl—E) v } PG [ (- e
P Jo n p n/ p+ll, npp+1)J n

0
n(n—-1) [" x\"2

-~ 7 1—-Z= P+l 7.,
nzp(p—l—l)/o ( n) o da




1.2. La fonction Beta

Apres 'intégration par parties n fois, on obtient

. _ nn—1)..[n—(n-1)] [" oz n*nxp (n=1) g
f(n.p) nnp<p+1>...[p+<n—1>1/o<1 o) e

n! {x"*p}n
 onp(p+1) . p+rmn—1] |n+p 0
nlnP

pp+1)..(n+p)

par conséquent

i nln?
F(p):ngrfoop(p—l—l)@—k?) ....... (p+n)

1.2 La fonction Beta

Définition 1.2.1 La fonction de Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par

1
B(p.q) = / #-1(1— )" dt, (p,q € C, Re(p) >0, Re(q) > 0).
0

Pour tout p,q € C, avec Re (p) > 0, Re(q) > 0, on a

I'(p)T (q)

Blp.o) = L'(p+q)

Soit D = (0, 4+00) x (0,4+00), on a

+o0o +oo
F(pTe) = ( / xp‘le‘xdx) ( / yq‘le‘ydy>
0 0
= //:L‘p_lyq_le_(”y)dxdy,
D

En utilisant un changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées

u=x+y T =uv
V= y=u(l-v) 7
et
8(1:,3/): v Y =—uv—u(l—v)=—u




1.3. Fonction de Mittag-Leftter

. / \ 2
De meme que le domaine D' correspondant & D dans les cordonnées u, v est
/

D ={(u,v)/u>0,0<v<1}.

Alors

//xp_lyq_le_(”y)dxdy = //(uv)p1 (u(1l =) e™ |—u| dudv
D D'
= //up+q_1vp_l (1—0)" " e “dudv

D
+o00 1
—_ _ -1 —
= / / uPT P (1 —0)7 e “dudv
o Jo

+oo 1
= (/ up+q_1e_”du) / P (1 =) d
0 0

= I'(p+q)B(p,q),

par conséquent
I'(p)I (q)

Blp.a) = I'(p+q)

1.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.3.1 La fonction de Mittag-Leffter est définie par

400 k
xXr
Ea = /7. 1\ >07
(%) kz_:or(akﬂ) “

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée est définie par
k

+oo
xz
Ea,ﬁ(ﬂf) :§m, 04,6>0

Exemple 1.3.1 1.

& [L’k o :L’k
El (.’ﬂ) = E171 (l’) — ="
“— L'k+1) — k!
2.
R :L‘k o l‘k
By (x) = Eyy (z) = % TR ; i cosh /7.



1.3. Fonction de Mittag-Leftter

3.
+oo k +oo k +oo k+1
T T 1 T 1
2 (@) Zor(k+2) g(kﬁ-{—l)! x%(lﬁ—l)! G
+ + + +
Xz Xk 1 o=  zht? 1
13 () kzr(lc—i—?)) Z(k:+2)! xQZ(k:—i-Z)! (e 7)
=0 k=0 k=0
Théoréme 1.3.1 Poura=neN, AeR, ona
(L)" B, (\a™) = \E,, (\z")
(%)n 2PE, 5 (Ax™) = AP LE, (M),
Proposition 1.3.1 Pour a,3 >0, AeR, on a
5B
LI[tP T Eyg (\)] (s) = U 0, [As¥| < 1.
80[ J—

Preuve. Gréice a la définition de transformée de Laplace, on a

+o00
L[tPEqy 5 (At)] (s) :/O P E, 5 (M) e dt

+o00 +00 a\k
_ B—1 ()\t ) —st
- /0 DI @hip)°

k=0
+oo k 400
A
— tak+571678tdt’
> et

posons le changement de variable st = 7, on obtient

L[P Eap (X)) (s) = f—/\ks_ak_ﬁ /+OO Tk BT gt
’ =0 r (Oék + 6) 0
X Negmok—B

= ;mf(ak+ﬁ)

+o0o
= Y (),
k=0

et pour [As®| < 1,ona > 2 (As™)F = =, donc

L[tPEy 5 (A)] (s)



Chapitre 2

Eléments de calcul fractionnaire

2.1 Intégrale de Rimann-Liouville

Fonctions définies sur [a, b].
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b].

Notons par (IC{Jr f ) la primitive de f qui s’annule en « :

Vt € [a,b]; (I;Jrf) (t) = /tf(T) dr

L’itération de (I;+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini,

@ ) = (@es)o(@ha) = [ t ( / s dT) du

- /:(/:du)f(r)dr
- /at(t—T)f(T)dT.

Soit n € N*. En notant (I;Jr f )n la niéme itération de (I;Jr f ), une récurrence directe montre

que ,
1
1 n _ . n—1
(IaJrf) (t) == m/@ (t T) f (7') dT.
Si on note g = (I;Jr f )n , g est donc 'unique fonction vérifiant

VO<k<n—1,g®(a)=0, ¢ =f

L’égalité g™ = f justifie la définition suivante :



2.1. Intégrale de Rimann-Liouville

Définition 2.1.1 Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que l’'on note (I;er),

est définie par
n _ 1 ! . n—1
TN O = gy [ =TT )

Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I'(n 4+ 1) = n!, ¥n € N, qui permet de généraliser la définition 2.1.1 de la

maniére suivante :

Définition 2.1.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o > 0 de

f est définie par

we et (Z2 )0 = o [ =7

De méme maniére on définit [intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre

a >0 de f, par

we et @0 =5 [ -0 ()

Fonctions définies sur RTet R.

Il est naturel d’étendre la définition 2.1.2 aux axes R et R. Notons ces opérateurs

(T 1) et (131) :
Ve R (T (1) = (a)/< () dr.

Vi e Ry (I% Fa/ f(r)dr.

Proposition 2.1.1 Pour a >0, >0, on a

1. (;& (t—a)6_1> (t) = %(t—a)”‘“.
2, (Ia (b— 1) 1) () = %(b—wa*ﬁ—l.



2.1. Intégrale de Rimann-Liouville

Preuve.
1.
(22 (=0 (1) = r(%/ (t— 1) 0)?~1 dr, posons T —a — s (t — a)
_ %/ (t—a)—s(t—a)* " (s(t—a)’ " (t — a) ds
= ﬁ( t—a)*™ 1/0 P11 — ) s
— g - B @), Bl =

(a)
_ P(ﬁ) —a at+B-1
 T(a+p) (t=a) '

2. Meéme idée (le chengement de variable est b — 7 =s(b—1t)). ®

Théoréme 2.1.1 Si f € L' ([a,b]), alors I%, [ existe pour tout o« > 0 et I f € L' ([a,b]).
Proposition 2.1.2 Soit « >0, 3> 0, et f € L' ([a,b]) . Alors
IngIerf = If+zg+ = I:jﬁ-

Preuve.

T8I0 f (1) = ﬁ [t (5 [ o= ) ar

- // (t—71)" (r—9)"" f(s)dsdr,

_ s t—TalT s)P Ydrds
B F(a)r(ﬁ)/af<)/s<t A ) drds, T=0t—9s)u+s, u:0—1

1 t t
= —/ f(s)(t—s) a+’8_1/ (1 —w)* "’ Yduds,

_ / F6) (5 B o 8) duds, |3 (0,5) =

changement de ’ordre

d’intégration

— I=s — dr
U= 3= du = t—s

(t — s)*P 1 ds

F(a)F(ﬁ) a+ﬁ / I s
_ t —8)*P7 £ () ds
- ww/@@ )5 £ () d

= I%7°f(1).



2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.1.1 Soit « >0, f € L'([0,0]), b> 0.

Alors la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Iy, f est
L(Z5.f)(s) = s *L(f) ()
Preuve. On écrire I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Z¢, f comme convolu-
tion de deux fonction g (t) = ﬁta_l et f(t), C-a-d

@ f) () = ﬁ / (t— 1) f (r)dr

(g )ero
= g(O)*f (1)

Alors

LIS f)(s) = L(g=f)(s)
= L(g)(s) x L(f)(s)
_ g(r%)t) (5) x £(f) (5)

(
= s L) (s).

2.2 Deérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette parties
les définitions de Riemann-Liouville, Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-letnikov qui sont

les plus utilisées.

2.2.1 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Si a > 0, on note [a] la partie entiére de « : [a] est I'unique entier vérifiant (o] < a < [a]+1.
Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique % = C‘l’l—; o, I}, on peut définir
une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

d — i Oa It]_fa.

dte — dt

10



2.2. Dérivées fractionnaire

Plus généralement, si « > 0, et n = [a] + 1, on peut poser :

" dr
= — o, I/

dte — din

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 2.2.1 Soit o« > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o de f est définie par :

a\" 1 a [t a1
t b, DLf(t)=|(— I f(t) = ——— t—7)" " dr.
welatl, Df ()= () 0TI 0 = poras g | G- ()
De plus, on a vu que la définition 2.2.1 d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le

raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 2.2.2 Soit o« > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a droite d’ordre o de f est définie par :

Vt € [a,b], Dy-f(t) = (_i) o L'f (1) = [‘<—1)n d

b
m%/t (r—t)" " f(r)dr.

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

Définition 2.2.3 Soit a« > 0, et n = [a] 4+ 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & gauche

d’ordre o de f est définie par :

Vi e R, DS (1) = (%) o TV F (1) = F(; - / (t— )"0 £ (7) dr.

n—a)d" |

De plus, on a vu que la définition 2.2.3 d’intégrale a droite était associée a —d/dt. Le

raisonnement précédent conduit donc & la définition suivante :

Définition 2.2.4 Soit a > 0, et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Liowville & droite

d’ordre v de f est définie par :

vt R, Df (t) = (—%) oI"f (1) = %%/t R or

11



2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.1 1. Poura =0, n=1l.onaDo% f(t)=4L (I f)=f(1).

t

2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers :

e 4 DRFO=DLO=E10
Dy f(t) = D2f (1) = (~1)" e f (1)

Proposition 2.2.1 Pour a >0, >0, on a

L(Pn-a’) ) - Fé@L)@—@ﬁaﬁ
2.@@@_w”j@)= Ng@mw—ﬂﬁaﬁ

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)’ ", d’apres la définition 2.2.1 et proposition 2.1.1 on a

et

(%) (t—a)n7°‘+f3—1 = (n—aJrB—1>(n—a+5—2)..(n—a+ﬁ_1_(n_1)>(t_a)fa+571

= n—a+f-Dn-a+f-2)..(8-a)(t—a) "
et d’autre coté

'n—a+p) = m—a+B-1)T'n—a+p—-1), T'(x+1)=al ()
= n—a+p-1)n—a+B-2)T(n—a+p-2)
= m—a+pf-1)(n—a+p-2)..(8—a)[(8—a).

donc

PEN0) = ool (= a+ B 1(n-at§-2) . (3 -a)(t- 0"
_ (n—oz—0—6—1)(n—a+ﬁ—2)...(6—a)F(ﬁ) (t_a)ﬂ—oz—l
m—a+p-1)n—a+p—-2)...(—a)[(8—a)
— F(B) (t—a)ﬁ_a_l,

I'(5—a)

2. De méme maniére. m

12



2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.2 Pour \=0(8—-1, a=0 on a

(D5 ) (1) = ot (m—a+ AN (n—a+A=1) .. A+1—a)t™
= A (@A) n—1—(a=A)...(1—(a=N\)t**

T(n—atAt+l)
IO+ o ,
F()\(fZJr)l)t)\ , st a—Xé¢{1,2,...,n} \e
0, si a—Ae{l,2,...,n} ’

Sia—Ae{l,2,...,n}=a—-A=m=>A=a—-m, me{1,2,..,n} C-a-d

(Dgt*™) (t) =0, m € {1,2,...,n}

2.2.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur I'interversion des compositions dans la formule de définition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.2.5 Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo a gauche

d’ordre o de f est définie par :

d 1

Vt € [a? b]? CD(?-F f(t) :I:Jr_a o (E) f(t) = m/ (t—’i')niail f(n) (7') dT.

Définissons aussi son analogue & droite.

Définition 2.2.6 Soit o > 0, et n = o] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre v de f est définie par :

Vt € [a,b], D f(t) =1 o (_i)n ft) = F(—_1)”) /t (r—t)" " f™ (r)dr.

(n—«

Remarque 2.2.3 Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux

dérivées classique :

“Dy. f(t)
“Dy-f (t)

700 () = £ (@)

Vn € N,
(=1)" (f™ (1) = f™ (b))

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par

limite inférieure.

13



2.2. Dérivées fractionnaire

Lemme 2.2.1 Soita« € Rt =N etn=[a]+1. 5i f € AC"([a,b]), alors presque partout

lim ODL f() = [ ()

a—n-—

lim Dy f(t) = (=1)"f™ (1)

a—n-—

Proposition 2.2.2 Pour a >0, >0, on a

1.(Cpgmt—af*ﬁ(o = LB et g

I'(6— )
2.@@;@-ﬂ”j@): Ng@ww—ﬂW“Rﬁ>n

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)”™", dapres la définition et proposition on a

(CDZ‘Jrf) (t) = I %o (%) ft) = F(nl— o) / (t — 7-)”_0‘—1 f(”) (1) dr.

et

(%)n(t—a)ﬁ—l = (6_ 1) (5_ 2) (ﬁ -1 - (n_ 1)) (t— a>5_1_n
= B-1)(B-2)...(6-—n)t—a)’""

d’ou

(‘D f) (1) = (B-DB=2)..(6-n) /t (t—7)" """ (r—a)’ " 'dr, posons T —a=s(t—a)

['(n— )
_ (ﬁ — 1) (ﬁ — 2) (6 — TL) —a B—a—1 ! . n—a—1 S’B_n_l s
- e = [ d
_ B-1)(B-2)..(8—n) O B —a B —n
= T(n — a) (t—a) B ( ,8—n)
B(n—a,f—n)= Ln ;(%)E(f)_ n)

(ﬁ - 1) (ﬁ - 2) (ﬂ _ n) F(n _ CY)F(@ - n) (t . a)/)’fafl
I'(n—a)l'(f - a)

F(B) —a—1 .
= TG — o) (t— @)B .puisque (B—1)(8—2)...(8—n)T(B—n)=T(5).

2. De méme maniére. =

14



2.2. Dérivées fractionnaire

Remarque 2.2.4 Pour \=03—-1, a=0 on a

(C'Dg+t)\) (t) — AA=1D)(A=2)..(A=(n—1))T(A—(n— 1))t>\ a

F'(A—a+1)

L(A+1) t)\ a
F(A—a+1)

0,

St

St

A ¢ {0,1,

2,..,n—1}

Aef0,1,2,..,n—1}

(“Dgt™) (t) =0, m€{0,1,2,....,n — 1}

Théoréme 2.2.1 Soient o > 0 et n = [a]

(“D2f) (1) = [
presque pour tout t € [a,b].

Preuve. On a par définition

+ 1.
Si f :|a,b] = R, si f posséde (n — 1) dérivées en a et (Dg&f) existe. Alors

En utilisant l'intégration par partie

9(r) = () - L L (r—a)

(t_T)nfozfl
W

on obtient :

g (t) = /F(n—__a)

15

n—1

k=0

t(t—T)n a— 7_ _n—l f(k) (a
/a I'(n — «) [f( ) c~ Kk
77— i 250~ o)
(t—7)"
T(n—a+1)
<« /) (a)
Z 1 (T —a)"| dr
k=0 )
Pt-m)" d
I'(n—a+1)dr (7)dr
d
79 (t)

(k)
f t_&kr

, A > —1.




2.2. Dérivées fractionnaire

De méme facon pour n-fois,

d'fL

TR lg @] = T sa ()

= LT g

- moed [f ) - o) a)k]

- T, g 5 I <t—a>k] —o

alors
o, f(t)_::: f<k;!(a) (t_a>k] — (%)nzg—a [f(t)_::; f<k;‘(a) (t—@)k]

- (&) T
= (4) mmiw
= I;Za%f(w

Corollaire 2.2.1 Soientt a > 0, n = [o] + 1 et (D% f), (“D2f) (t) sont existent, on

suppose que f*) (a) =0 pour k =0,1,...,n — 1.Alors

(“Dg ) (1) = (D5 /) (1)

2.2.3 Dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov

Cette définition se base sur 'obtention de dérivées par différences finies.

Soit f: R — R, pour h >0 on a :
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2.2. Dérivées fractionnaire

et la dérivée seconde :

£ = e [F0-1w-n
— | @Oy =8~ 20
= i [ (0) 2 (6= ) + £ (1 21)].

Plus généralement, la dérivée n'®™° de f et donnée par :

n

£ ) = ma ST (1 O (- k), (1.1)
o 0 n! ~nn—=1)..(n—(k—=1))
G = El'(n—k)! k! '

Il est possible d’étendre C}' a k > n, en posant C}' = 0.

La formule (1.1) devient alors

o0

£ = m s ST~ o (e — k).

La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant pour
a€RT—N et keN,
o Tla+)
PTTR+ )T (a—k+1)
Notons cette fois que Cff # 0 méme si k > n,

Définition 2.2.7 Soit o > 0, La dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov a gauche

d’ordre v de f est définie par :

Vit € R, YLD f(t) = lim - i (=) Cef (¢t — kh).

Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 2.2.8 Soit a > 0, La dérivée fractionnaire de Grimwald-Letnikov & droite

d’ordre o de f est définie par :

1 [e.e]
R, 4D f(t) =lim— » (-1)"Cy .
viER, DY f (1) = fmpT > (1) Cif (¢ + kh)
La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numeérique évident. Si h est assez
petit, I'évaluation discréte de 7= > po g (—=1)" Cof (t — kh) permet d’approximer la dérivée

fractionnaire (de Liouville) sur R.
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2.2. Dérivées fractionnaire

2.2.4 Propriétés des opérateurs fractionnaires

Un des intéréts du calcul fractionnaire est qu’il généralise aussi certaines propriétés des
dérivées et intégrales classiques : la dérivée fractionnaire de l'intégrale du méme ordre
donne l’identité, la dérivée d’une dérivée redonne sous certaines conditions une dérivée,
I'intégration par parties reste valable et les opérateurs fractionnaires se conjuguent trés bien
avec les transformées de Fourier et Laplace. Cette derniére propriété est omniprésente dans
de nombreux domaines d’applications présents dans la section précédente.

Linéarité

La différentiation et l'intégration fractionnaires sont des opérateurs linéaires :

D (Af(t) + ng(t)) = AD* f(t) + uDg(t),

pour n’importe quelle approche de dérivation.

Compositions entre opérateurs

Proposition 2.2.3 Soit « >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € Ly (la.b]), (1 <p<o0),, alors

(DTS f) (1) = f (1), et (DRI f) (1) = [ (1),
2. Sia>pB, etf(t)eL,(ab]), (1<p<oo), alors
(Pl zer) 0 = (220 @), et (DLTf) () = (T7F) (1),
3. 81 f(t)e C([a,b]), q=|a+ B]+1, alors
(DeDlf) () = (D7F) (1), et (DD £) (1)
4 Sif(t) € Ly ([a,b]), (Z'5°f) € AC™([a,b]), alors

n n—a r\ (n—k) a
@z = 103 G g

= () ()
MNa—k+1)

(Ds7r) ),

(Ly-Dy-f) (1) = [(t) - (b—t)*",

En particulier si 0 < o < 1

(T2 D)) = f(1),
(T “Dy- f) (1) = f(1),

18



2.2. Dérivées fractionnaire

Proposition 2.2.4 Soit a« >0, >0, n=[a]+ 1, on a les propriétés suivantes:
1. Si f(t) € C([a,b]), q¢=[a+ B]+1, alors

(“Pz DL 1) () = (D F) 1), et (“Dg D) £) () = (D F) ().

2. Si f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC™([a,b]), alors

n—1 (k) a .
@ oon o = ro-Y o,

(T DN = O - ——
En particulier s1 0 < a < 1

(T2, D2 f)(t) = f(t)— fl(a),
(T D ) (1) = f(t)—f(b),

Intégration par parties

La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux opérateurs
fractionnaires mais la encore sous certaines restrictions. C’est ici qu’apparaissent inévitable-
ment les opérateurs a droite. Dans [8] apparait une formule d’intégration par parties, mais
elle requiert plusieurs conditions. Nous préférons donner ici une version simplifiée avec des

conditions explicites que nous avons trouvé dans [35].

Corollaire 2.2.2 Soit « > 0 et n € N tels quen — 1 < a < n. Soit f(t) € C"([a,b]), et
g (t) € C™([a,b]), et Alors

/f ) D2, g (1 /D”‘ £) dt
/f )Dy-g (t /DZ@f

Transformée de Fourier
La transformée de Fourier d’une fonction f € L!'(R) peut-étre définie par
+o0

Ve eR, FIfI(§) = f(t)e "t
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2.2. Dérivées fractionnaire

Soit n € N. Si f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre n sont intégrables, alors
F[f™] () = ()" F£1(€)
Ce résultat se généralise aux opérateurs fractionnaires définis sur R.

Lemme 2.2.2 S0it0 < a <1, f€ LY(R) et DY "f € L'(R), 1 <k <n. Alors
FZ2f] (&) = (£i&)* F[f](€)
Corollaire 2.2.3 Soit a >0 et n = [a] + 1, et f € L'(R). Alors
F [DLF] (&) = (i) F[f1(€)
Preuve. D’aprés le lemme 2.2.2,

F [T f] (§) = (i) " F[f] (&)

Comme pour tout 1 < k < n, %Iﬁ‘o‘f = Dktenf ¢ [Y(R). Alors

FoiO = F|mn] e s mese
G (i) F (A1)

= (+i)" F[f1(S).

De méme pour tout 1 < k < n, i—iIf*af = (—1)f Do f € LY(R), donc

FP)© = F |V ] = e £ ©
= () (i) F L))

= (i) F[f1(£).
Transformée de Laplace

On dit qu’une fonction réelle f : Rt — R est a croissance sous-exponentielle si

JA >0, 3sp €R, Tty >0, VEt >t ; |f (1) < e
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2.2. Dérivées fractionnaire

Si f € C™*(R™), est a croissance sous-exponentielle, rappelons que sa transformée de Laplace

est définie par
+00

Vs > so, L[f](s) = i f(t)estdt

Pour n € N, si f € C"(R™), est a croissance sous-exponentielle, alors

—_

n—

Vs > sg, L [f(”)] (s) =s"L[f](s)— gk (k) (0). (2.1)

0

il

L’extension au cas fractionnaire s’effectue cette fois avec les opérateurs fractionnaires a

supports minorés par 0.
Lemme 2.2.3 Soit « > 0 et f € L*(RT), est a croissance sous-exponentielle. Alors
Vs > so, LIT3f)(s) = s LLf] (5).

Proposition 2.2.5 Soit « > 0 et n = [a] + 1, et f € C"(RT), est a croissance sous-

exponentielle. Alors

1.
Vs > so, L[DGf](s) = s“Lf](s) = Y s (zg ) (0).
2. ) -
Vs > so, L[9D5f] (s) = s"LIf](s) =D _s"*()*(0).
k=0
Preuve.

1. On applique (2.1) a (I" O‘f) puis on utilise le lemme 2.2.3 :

LIS = £| T af} (5) = "L [Zgf] () = 3 (@)™ (0)

-1

3

— Snsafnﬁ s k—1 In af) ( )
k=0
= L) = Y)Y ().
k=0
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2.2. Dérivées fractionnaire

2. De méme on applique le lemme 2.2.3 & f™| puis on utilise (2.1) :

clmf ) = £l ]( )= s L[] ()
= %" [ 5” k=1 p(k)
k=0

[y

3

= s"L[f](s) = Y_s* "1 FP(0).

0

i

Remarque 2.2.5 On remarquera l’absence de généralisation pour la dérivée du produit et
de la composition de deux fonctions. Ces caractéristiques de la dérivée classique passent

effectivement mal au fractionnaire. Quelle que soit la définition utilisée et méme avec des

restrictions sur les fonctions :

D*(fg) # (D*f) g+ f (Dg)
Do (fg) £ (D”f)ggf(D“g)
Da

(fog)#(Df)(g9) .9
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Chapitre 3

Equations Différentielles

Fractionnaires

Dans cette chapitra on va discuter les propriétés d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles d’ordre fractionnaire. On va se restreindre & des problémes aux
conditions initiales (problémes de Cauchy). On commence par donner une définition d’une

équation différentielle d’ordre fractionnaire (EDF) :
Définition 3.0.9 Soita >0, a ¢ N, n=[a]+1et f: ACR?* > R, alors :

Dy (1) = [ (ty (1)), (3.1)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville.

De la méme maniére
DRy () = 6y (1), (3.3)

est appelée équation différentielle fractionnaire de type Caputo.

3.1 Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-

Liouville

On commence par I’équation homogene de type Riemann-Liouville.
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Lemme 3.1.1 Soit a > 0. Si nous supposons que u € C(0,1) N L(0,1), alors ’quation

différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville:
Dyru(t) =0, 0<t<1, (3.5)
admet une solution unique
w(t) = Cit" ' 4 Cot® 2 4o 4 Cpt™™,
ou Cp, €R, avec m =1,2,...,n.

Preuve.

Soit v > 0. D’apres la Remarque 2.2.2, on a:
D t* ™™ =0, avec m=12,...,n.
Alors 'équation différentielle fractionnaire (3.5) , admet une solution particuliére, comme
u(t) = Cpt*™™, avec m=1,2,...,n. (3.6)

ou C,, € R.
Donc la solution générale de (3.5), donné comme une somme des solutions particuliéres
(3.6), C.-a-d.

w(t) = Ot 4 Cot™ 2 4 oo 4 Ot ™,

ouC,, e Riavecm=1,2,....n. =
Lemme 3.1.2 Supposons que
uweC(0,1)NL(0,1), e¢ DgueC(0,1)NL(0,1).

Alors:
DS u (t) = u(t) + Ot + Cot® 2 4 oo Cpt™ "™ (3.7)

ou Cp, €R, avec m =1,2,...,n.
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Preuve.

Soit o > 0. Pour tout v € C'(0,1) N L (0,1) (Proposition 2.2.3) on a

o o B “ (Zy tu) (0)
I8 DS (t) _quo—g;rm_k+nt k
@GO, @) O, (T,
T (o) Fa-1 © " tra—n+1)’

= () -

(- u-)(©)

o € R, pour chaque m = 1,2,...,n, on trouve 1’égalité (3.7).

On pose C,,, = —

Lemme 3.1.3 Soit1 <a <2, etyec C([0,1]).

Alors lunique solution de prebléme aux limites

D0+u()+y()—0 O<t<l

: (3.8)
u(0) =u(l) =
est donné par: 1
u(t) = / G (t,5)y (s)ds,
0
tel que:
[t(1—s)]* "1 —(t—s)* 1 si 0<s<t<l1.
G (ts) = S0 &
pA=—s)]*"" st 0<t<s<L1
I(a) 7
Preuve.

En appliquant Z§; , sur I’équation (3.8) on obtient:
T3, [Dgeu(t) + (0] = 0 T Dhu (1) + Ty () = .
D’apres le Lemme 3.1.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2), on a:
oD (t) = u(t) + Cit* 4+ Cot® 2, C1,Cy € R,

donc

u(t) + Ot + Cot* 2 + I8y (t) = 0,

ce qui imlique

u(t)=—Igy (t) — Cit* ' — Cot* 2,
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3.1. Equation différentielle fractionnaire de type Riemann-Liouville

Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.8), donne par:

1

u(t) = T /0 (t—5)* Ty (s)ds — Cytt — Cyt™2, (3.10)

Les condition aux limites implique que:

=—0-0-lim Cot2 = Oy =0,
=~ o =9y ds = O = Cri=—gig Jy (1) y(s)ds,

U 0 = 0
u 0 = 0 o)

L’équation intégro-différentielle (3.10) , équivalente a:

w(t) = —ﬁ/o (t—s)aly(s)ds~l—lfa(_a>/0 (1— )%y (s)ds
1 t a1 a—1 t a1
_ —m/o (t— ) y(s)ds—i—F(a)/O (1= )% 'y (s)ds
tafl 1 a1
+F(oz)/t (1—9)"""y(s)ds
- [t (1 $) T —(t— S)ail] y(s)ds+ ! /t (1—5)""y(s)ds

La preuve est complet. m
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

3.2 Equation différentielle fractionnaire de type Ca-
puto

On commence par I’équation homogene de type Caputo.

Lemme 3.2.1 Soit « > 0. Si nous supposons que u € C' (0,1) N L(0,1), alors ’équation

différentielle fractionnaire de type Caputo:
“Dgy u(t) =0, (3.11)
admet une solution unique
u(t) =Co+ Cit + Cot® + -+ + Cp 1" 1.
ou C,, € R, avece m =0,1,2,...,n— 1.

Preuve.

Soit v > 0. D’aprés la Remarque 2.2.4, on a:
CD8‘+tm:0, pour m=20,1,2,...,n—1.

Alors I’équation différentielle fractionnaire (3.11), admet une solution particuliére, comme
u(t) = Cpt™, pour m=20,1,2,...,n— 1. (3.12)

ou Cy, € R.
Donc la solution générale de (3.11), donné comme une somme des solutions particuliéres
(3.12), C.-a-d.

u(t) =Co+ Cit + Cot? 4 -+ + Cy 1" 1.

Lemme 3.2.2 Supposons que u € C™([0,1]). Alors:
T8 DY u(t) = u(t) + Co+ COut + Cot® + -+ + Cp "L (3.13)

ou Cp, € R, avee m =0,1,2,...,n— 1.
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Preuve.

Soit o > 0. Pour tout u € C™ ([0, 1]) (Proposition 2.2.4) on a

nl 0
o oD% u(t) = u()— 3 g

" (0) u(n 1) (0)
= u(t)— |u(0)+u (0)¢ 4 ¢t
u (t) [u()—i— (0)t+ 5 Ut +(n—1)'
On pose C,, = —% € R, pour chaque m = 0,1,2,...,n — 1, on trouve facilement
I'égalité (3.13). m
Lemme 3.2.3 Soit 1 <a <2, ety e C([0,1]).
Alors l'unique solution de prebléeme aux limites
“Dyu(t) =y (), 0<t<1 (3.14)
w(0) +u/ (0) =0, u(l)+u (1) =0
est donné par: )
:/ G (t,s)y(s)ds
0
tel que:
(A-t)(1=9)* "4 (t=s)*"t | (A-t(1-9)*"2 .
+ st 0<s<t<1,
(@) + T (a=T) st 0<t<s<1
Preuve.

En appliquant Z§, , sur I’équation (3.14) on obtient:
o [CDgeu(t) = y (1] = 0 & Zg “Dg u(t) — Ty () = 0.
D’apres le Lemme 3.2.2, pour 1 <a <2 (n=[a]+1=2), on a:
T8 DGy u(t) = u(t) + Co + Cit, Cp, Cy,Cy € R,

donc

u(t) + Co + Cit — Igyy (t) =0,

ce qui imlique

u(t) =TIgry (t) = Co = Cit,
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3.2. Equation différentielle fractionnaire de type Caputo

Par conséquent, la solution générale de I’équation (3.14) , donne par:

t
u(t) = —/ (t —s)* 'y (s)ds — Cy — Chyt. (3.16)
0
Les condition aux limites implique que:

u(0)+u (0)=0 = Co+C,=0
w()+u (1) =0 = Co+2C = (Toy) (1) + (Z8.y) (1)

donc
(

Co=— (Tgy) (1) — (Tgew) (1)

=~ o (1=9)" My (s)ds — sty fy (1= )" Py (s)ds
Cr = (Tgy) (1) + (Zgy) (1)
L = =9 Ty () ds ik fy (1 )2y (s) ds

L’équation intégro-différentielle (3.14) , équivalente a:

1 t a—1 1 ! a—1
u(t) = m/o(t—s) y(s)ds+m/o (1—5)"""y(s)ds
+ﬁ/o (1—5)"2y(s)ds— ﬁ/{) (1—35)"""y(s)ds

La preuve est complet. m
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3.3. Existence et uniquence de la solution

3.3 Existence et uniquence de la solution

Ce section constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie de ’analyse fonctionnelle (principe de contraction de
Banach, équicontinuité, théoréme de Schauder, théoreme d’Arzela-Ascoli,...). On abordera
ensuite, la question d’existence et d’unicité de la solution pour le probléme aux limites

d’équation différentielle d’ordre fractionnaire.

3.3.1 Quelques théorémes de point fixe

Définition 3.3.1 Soit (E,d) un espace métrique complet et F' : E — E une application
continue.

i) On dit que x € E est un point fize de F si f(u) = u.

1) On dit que F' est contractante si elle est lipschitzienne de rapport 0 < L < 1, ¢’est-a-dire

sl existe 0 < L < 1, tel que
Vu,v € E, d(F(u),F(v)) < Ld(u,v), 0 <L <1.

Définition 3.3.2 (Complétement continue)

Soient X et Y deux espaces de Banach et F : X — Y wune application définie de X a
valeurs dans F. On dit que F est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de X en un ensemble relativement compact dans Y. F' est dite compacte si F(X)

est relativement compacte dans Y.
Théoréme 3.3.1 (Ascoli-Arzela )

Soit A un sous ensemble de C(J; E); A est relativement compact dans C(J; E) si et
seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’ensembleA est borné. i.e il existe une constante K > 0 tel que :

IIf|| < K pour tout = € J et f € A.

ii) L’ensemble A est équicontinue. i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
[ty — ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < € pour tous t1,ty € J et f € A.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

iii) Pour tout = € J lensemble {f(z), f € A} C E est relativement compact.

Théoréme 3.3.2 (Banach)
Soient X un espace de Banach, et un opérateur contractant F' : X — X.Alors F' admet un
point fixe unique.

t.e Alu € X tel que Fu = u.

Le deuxieme théoreme de point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoréme 3.3.3 (Schauder )
Soit (E;d) un espace metrique complet, et X une partie convere et fermée de E, et soit
F : X — X une application telle que l'ensemble {Fu:u € X} est relativement compacte

dans E. Alors F posséde au moins un point fize.

Théoréme 3.3.4 (Leray-SchauderAlternative ) Soit X un espace de Banach, C une
sous-ensmble conveze et fermée dans X, U est un sous-ensmble ouvert de C' et 0 € U. Supposons
que F' : U — C un opérateur continu et compact (F(U) est ralativement compact de C' ).
Alors

(i) F admet un point fize de U, ou

(11) Il existe un u € OU et A € (0,1) avec u = AF(u).

Théoréme 3.3.5 (Schaefer )
Soient X un espace de Banach et F' : X — X un opérateur complétement continu. Si
I’ensemble

E={ueX:A\NFu=u, A€]0,1[},

est borné, alors I’ posséde au moins un point fixe.

Théoréme 3.3.6 (Krasnoselskii )

Soit M un sous ensmble fermé et borné, convexe et non vide d’un espace de Banach X.
Soient A, B deux opérateures tels que

(a) Az + By € M, Vx,y € M.

(b) A est compact et continu.

(c) B est un opérateur contractante.

Alors il existe z € M tel que z = Az + Bz.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

3.3.2 Probléme de Cauchy d’equation différentielle d’ordre frac-
tionnaire
On va étudier I'existence et I'unicité de la solution d’'un probléeme de Cauchy pour des

equation différentielles d’ordre fractionnaire (on utilise la dérivée au sens de Caputo ) et on

a le probléme sous la forme suivant :

“Doy(t) = f(t,y(1), t€[0,T), 0<a<l (3.17)
y(0) =y, %o €R |

tell que f:[0,7] x R — R est une fonction continue.

Lemme 3.3.1 Soit 0 < a <1 et soit h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de probléme de Cauchy

“Dy(t) =h(t), te0,T], 0<a<l

(3.18)
y(0) =vo0, w€R
st et seulement si elle est la solution de [’equation intégrale:
1 t
y(t) =y +—/ t—5)*1h(s)da. 3.19
(1) =m0+ gy | (=97 (3.19)

Preuve. On applique operateur Z a I’équation (3.18) on trouve
I DYy = I°f(t) = y(t) +co = IN(t)
= y(t) =Z%(t) — co.
La conditions initial donne
y(0) = (Z*h)(0) — cog = —co = ¢o = —Yo-

Alors

y(t) = Z°h(t) — (—vo)
1 ¢ o1
= () /0 (t — $)* "h(s)dx + yo.

Inversment on a :

y(t) = yﬁﬁ / (t — )2 'h(s)dz

= Iah(t) + Yo,

32



3.3. Existence et uniquence de la solution

on applique “D* & ’equation intégrale (3.19),

“Dy(t) = “DUIh)(t) + D* (yo)

donc il rest vérifier que y(0) = ypo,

Alors y est solution du probléme (3.18). =

Théoréme 3.3.7 Soit 0 < a <1 et f:]0,T] xR — R et vérifie la condition de Lipschitz

swvant :
f(ty) = ft2) <kly—=z|, Vte[0,T], ety,z€R.
Si
KT <1
a+1) 7

alors il existe une solution unique de probléme de Cauchy (3.17).

Preuve. On utilise le théoréme du point fixe de Banach 3.3.2.
On transforme le probléme (3.17) en un probléme au point fixe (Lemme 3.3.1), en considérant

Iopérateur :

F: C(0,T,R) — C([0,T],R)
y = F(y) (1) =yo+ ot =) f(s,y(s))dx.

ou C ([0,7],R) l'espace de Banach des fonctions continues y définies de [0,7"] dans R;

muni de la norme

|yl = sup |y(?)].
te[0,T

Il est clair, que les points fixes de 'opérateur F' sont les solutions du probléme (3.17).
F' est bien défini, en effet : si y(t) € C'([0,T],R), alors Fyy(t) € C ([0,7],R).

Pour montrer que F' admet un point fixe, il suffit de montrer que F' est une contraction, en
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3.3. Existence et uniquence de la solution

effet si y1,92 € C([0,T],R), ¢t € [0,T], en utilisant la condition de Lipschitiz on obtient::

|Fy — Fu| — ‘féglé(fC%yﬂSD-—f(&yﬂSD)@-$“%%
< ﬁ;/ﬂﬂsmm>1@yx»w—@aws
< o [ ) =l 65

k
< iy — t— s)*1d
= F(Oé) ||y1 y2||/0( S) S
kT

S Ta+tl)

||Z/1 - Z/2H

En vertu de < 1, on peut déduire que F' est une contraction, et d’apres le théoréeme

r( +1)
de Banach F' admet un seul point fixe qui est une solution du probléme (3.17). m

3.3.3 Probléme aux Limites d’equation différentielle d’ordre frac-

tionnaire

Dans cette partie on va étudier I'existence et 1'unicité de la solution d’un probléme aux

limites d’equation différentielle d’ordre fractionnaire sous formes :

“Doy(t) = f(t,y(1), t€[0,T), 0<a<l (3.20)
ay(0) + by(T) = |

tell que f:[0,7] x R — R est une fonction continue et a, b des constant réelles (a + b # 0).

Définition 3.3.3 On dit que une fonction y € CY([0,T], R), est solution du probléeme
(3,20) siy vérifier Uéquation “Dy(t) = f(t,y(t)), sur A et avec la condition ay(0)+by(T) =

C .

Lemme 3.3.2 Soit 0 < a < 1 et soit h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de probléme de Cauchy

CDy(t) = h(t), t€[0,7), 0<a<1 (3:21)
ay(0) + by(T) = | |
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3.3. Existence et uniquence de la solution

si et seulement si elle est la solution de [’equation intégrale:

1

v = F /O (t—s)o‘_lh(s)ds—%w {% /0 (T— ) h(s)ds—c| .  (3.22)

Preuve. On applique opéateur Z%, a ’équation (3.21),
I 9D = I°f(t) = y(t) + co = I*h(t)
= y(t) =Zh(t) — co.
D’aprés les cnditions aux limites on a :

y(0) = (Z°h)(0) — co = —co.
y(T) = (Z°h)(T) - co.

Alors
ay(0) +by(T) = —acy+bZ°h(T) —co] =c¢
= (a+0b)co =b(Z*h)(T) — ¢
= o= = WIR)T) —d, a+b A0
Donc
(0% 1 (0%
y(t) = Toh(t) — — S HE)(T) - d
L t a-l — L L ' $)* Ih(s)ds — ¢
= Ta)/o(t $)* " h(s)ds a—i—b{ﬂa)/o (T — s)* "h(s)d
Inversment on a :
(6% 1 (6%
y(t) = (T°h)(t) — —= b (E*h) (T) —d,
on applique “D* & I'equation intégrale (3.22),
CDY() = CDUTN)) —C D[ (b (TR (T) —

= R

Il rest que de vérifier ay(0) + by(T') = c.



3.3. Existence et uniquence de la solution

donc
ay(0) +by(T) = L HT)(T) — ]+ BIR)(T) — — HER)(T) —
= L BERT) ~ o+ 0T R)(T)

= —b(Z°h)(t) + c + b(Z°h)(T)

Alors y est solution du probléme (3.21).

Théoréme 3.3.8 Soit 0 < o <1 et f:]0,T] xR — R et vérifie la condition de Lipschitz

suwvant :

|f(t,x) — f(t,y)| < k(z—vy), Vtel[0,T], etx,yeR

St

|a+D] <
I'a+1) ’

Alors le probléme (2,12) admet une solution unique sur [0, 7],

(i) a2

Preuve. On transformer le probléme (3,20) en un probléme de point fixe. Considérons
I’opérateur

F:C(0,T],R) — C(]0, T],R)
défini par :

F<y><t>—ﬁ / (t— )" Fls, y(s))ds — —— [% / (T — )" f (s, y(s))ds — |

a+b
(3.24)
Donc les points fixes de F' sont les solution du probléme (3.20) on a :
F est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R) alors (Fy) € C([0,T],R),

donc si montrer F' est contraction alors F' admet un point fixe en effet si z,y € C([0,T],R)
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3.3. Existence et uniquence de la solution

alors Vt € [0,7], on a :

PO - FOOl < i [ 6= 7(s0(60) = lssalo))] ds
i [l ~ s
< 2 SF;;J%) o=yl
Donc ) y
IF@) - FW)l < — SF;)> =yl

En vertu de (3.23), on déduire que F' est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach
F admet un seul point fixe et cette point est la solution du probléme (3,20) . m

On utilisant le théoréeme du point fixe de Schaefer pour deuxiéme résultat de la solution

du (3,20).

Théoréeme 3.3.9 Soit les deux condition suivant:
(H1) La fonction f:[0,T] x R — R est continue.
(H2) Il existe une constant M > 0 tell que :

|lf(t,x)| <M, Vtel0,T], etxecR.
Alors, le probléme (3,20) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve. On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaefer pour montrer que F' défini
par (3.24) admet un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes.
FEtape 1. F' est continue.
Soit {y,} une suite dans C([0, 7], R) convergent pour |.|| , vers y. C-a-d

Tim {lyn =yl = 0.
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3.3. Existence et uniquence de la solution

Il faut montrer que lim [|F(y,) — F(y)||.,, =0, Vt€[0,T]ona:

Fu)O = FOO < g [ =9 (5 = 5900 s
e @ o) — Fs o)l
1 [ ol
< T / (t ) xng 1505, 3n(5) = 15, s
— / g[élaﬂv(s,yn(s)—f(s,y<s>>|ds

o)~ (Ol [ [y _ o -
< F(a) [/o (t —s) ds+ b| ds]

T (14 L
< <ar( )+b> £ () = £y

Puisque f est continue, alors

o [b]
T (1 + \a—l—bl)
I'(a+1)

1F(yn)(1) = F(y)(@)]| < 1FCun()) = £ 9())lle — 0 quand n — oo.

d’ou la continuité de F'.
Etape 2. L’image de tout ensemble borné par F' est un ensemble borné dans C([0, 7], R),
en effet suffit de montrer que pour tout r > 0, il existe une constante L > 0 : pour tout
y € By,

B, = {y € C(0.T),R) : |y, <1}

ona [|[F(y)l, < L
Par (H2) on a pour tout t € (0,77,

1 t
Fiy))| < = /t—so‘_lfs»ys ds
FOO] < Frgy =9 s y)
PR U T(T—s)“*lIJ‘(Shy(S))\dSJr ‘
T(a)[a +0] J, la-+b]
Mot M]b| r |C|
< . a—1 R T — ol
< _F(a)/o(t )7 Ms+ gty ) @ e+
Mo M| ]
g M| .
= al(a) " al(@a+b " Ja+b
Alors
M M|b| ]
< =T+ — T -
1F(Y)llo < aF(a)T +aF(a)|a+b|T " la + b t
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3.3. Existence et uniquence de la solution

par suite F(B,) est borné.

Etape 3. L’image de tout borné par F' est un ensemble équicontinu de C ([0, 7], R).
Soit t1,ty € (0,T], t; < ty, B, un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € B,,
Alors :

M " a—1 _Sa—l s
F)(t~ F)®)] < fos / [t — 5)™ " — (2 — 5)* 1] d

+%/tz(t2 —5)* ds
M 1

Ma+1)
M

Ma+1)

< [(ty — t1)" + 17 — 5] + (t2 —t1)"

I'(a+1)

< (t2 —t1)" + (17 —13),

INa+1)
qunand t; — ty, momber droit de 'inégalité précédent tend vers 0, d’ou la continuité de
F d’apres Vétape 2, et 3, et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, F'(B,) est relativement compact
pour tuot borné B,. C-a-d F est complétement continu et par ’étape 1, F' est continu par
conséquent, F': C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complétement continu.

FEtape 4.

Donc il reste & montrer que £ = {y € C(A,R) : y = AF(y)} tell que 0 < A < 1, est borné.
Soit y € £ = y = AF(y), donc Vt € [0,T], on a :

y(0) = N | [ (= 9 (s y())ds — —— | [ (T = 5y f (s, y(s))ds — |
I'(a) Jo a+b [T'(a) Jo
et d’apres (H2), et ¥Vt € [0,7] on a :
F)(t)] < ﬁ / (t— 5)° | (s, y(s))] ds
o] g a1 Ic|
Tlo)la <0 Jo (T — s) |f(=9>y(3))|d5+m
M ' )1y ] Mb| g )1y
< T T ) o
Mo Mpl .|
S o Tat@asdl et
Alors
Mo, M1b)| o e
”F(?J)”oo < MT +W @t =
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Cela & montre que est borné. alors d’apres le théoreme de Schaefer 3.3.5 on déduit que F

admet au moins un point fixe que est une solution du probléme (3.20). m
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