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0.1 Introduction



Chapitre 1

Rappels de théorie de la mesure

positive



1.1 Espaces mesurés

Ensembles mesurables

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit X un ensemble quelconque. Une tribu (ou o-algébre) sur
X est une famille M de parties de X telle que

i) X e M

ii) St A € M alors A° € M

i11) Si (An),=, C M alors DoAn c M.

n=1

On dit alors que M est ’ensemble des parties mesurables de X.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée par une partie). Si S une famille de parties de X. On

appelle tribu engendrée par S la plus petite tribu sur X qui contient S.

Si X est un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les

ouverts, notée B(X).

Théoréme 1.1.3 (La tribu B(R))

Sur R, muni de sa topologie usuelle, la tribu B(R) est engendrée par :
1) Les intervalles |a,b[, a,b € R

2) Les intervalles |—o0,b[, b € R.

3) Les intervalles |a,+oo[, a € R
Mesures positives

Définition 1.1.4 Soit (X, M) un espace mesurable, une mesure positive sur (X, M) est
une application p: M — [0, +00] qui vérifie :

i) u(¢) = 0.

i) St (Ap)n=1 C M disjoint deux-d-deux, alors

,U(UAH) = Z f1(An).



Remarques 1.1.5 1) De fagon générale, on a

u(lJ A <3 A,

-1
Par ailleurs si A C B tel que 1(A) < oo alors u(B — A) = u(B) — u(A).

2) Si (An)n>1 est une suite croissante alors

“+oo
A,) = i A 1.1
u(nL_Jl W)= lim p(A,) (1.1)
3) Si (Ap)ns1 est une suite décroissante telle que p(A;) < oo alors
+o0
p(()An) = lim p(A,) (1.2)
n=1

Définition 1.1.6 (Mesure finie o-finie)
Soit p une mesure positive sur (X, M)
1) On dit qu’une mesure positive p est finie si u(X) < co.
+o0

2) On dira qu’e ju est o-finie s’il existe (Ep)np>1 C M telle que X = UE” et p(E,) < oo

n=1
pour tout n > 1.

Exemples 1.1.7 1) La mesure de Direc §, est finie car 6,(X) =1 < oo.
2) La mesure de compage sur X est :
i) finie si et seulement si X est fini

i1) o-finie si et seulement si X est dénombrable.

Mesure de Lebesgue sur R

Théoréme 1.1.8 (de Carathéodory)

Il existe une unique mesure positive sur (R, B(R)), notée A, telle que
Aa,bl) = b—a

pour tout a,b € R, a < b. On Uappelle la mesure de Lebesgue sur R



Définition 1.1.9 (Mesure de Dirac) Soit X un ensemble et a € X un point de X. Pour
tout A C X, la mesure 6, de Dirac (sur P(X)) au point a est définie par

d.(A)=1, siac A
Jo(A) =0, sia¢ A

1.2 Intégration
Intégrale de fonctions positives
Définition 1.2.1 La fonction numérique f : (X, M) — (R, B(R)) est dite mesurable si
(f >a) = fa,+oc[) € M, pour tout a € R.

On note L°(X) l’espace vectoriel des fonctions f : (X, M) — (R, B(R)) numériques

mesurables.

Remarques 1.2.2 1) La fonction indicatrice x 4 est mesurable si et seulement si A € M
2) Soit f,g: (X, M, un) — (R, B(R)) deuzx fonctions mesurables, on dit que f = g presque
par tout si

p(f #9) = p{z e X2 f(z) # g(x)} =0

Définition 1.2.3 Une fonction mesurable positive f : (X, M) — [0, +00] est dite étagée

st elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs, c-a-d

f= Zai-XAi
=1

ou f(X)=A{a,...,a,} CR et A; = f~* ({a;}) € M. On écrit f € £,

On pose alors
n

[ 5= asua)

=1

avec la convention 0.00 =0 sia; =0 et u(A;) =0.



Nous notons £9 P'ensemble des fonctions f : X — [0, +00] mesurables positives.

Définition 1.2.4 Pour f € LY on appelle intégrale sur X de f par rapport a* ju Uélément
de [0, +00] noté /fd,u et défini par

/fdu:sup{/sdu:s€5+,s§f}. (1.3)

Pour A € M on définit aussi
/Afdu = /f-xAdu (1.4)

Nous donnons maintenant le premier des grands théorémes d’interversion limite-intégrale

(i [ = [ 1),

Théoréme 1.2.5 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi)

Soit (fn)n>1 une suite croissante dans E(}r et soit f = lin}r fn =supf,. Alors

n>1
/ Jdp = lim / Jndp = sup / fndp
n—--—+00 n>1

Corollaire 1.2.6 (Interversion série-intégrale dans L)
+o0o

Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables positives. La fonction Z fn est aussi dans

n=1

/ (ij fn> dp = i:i ( / fndu> (L égalité dans [0, +oc])

Mesures a densité par rapport a une autre mesure

E?r et

A partir d’'une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre

mesure de la maniére suivante.

Théoréme 1.2.7 Soient (X, M, u) un espace mesuré et f € L. Définissons la fonction

d’ensembles v : M — [0, +00| par

v(A) = / fdu, Ae M (1.5)
A
Alors, v est une mesure positive sur (X, M). On dit qu’elle est de densité f par rapport

ap.



Exemples 1.2.8 1) Intégration par rapport o la mesure de comptage
Considérons (N, P(N)) muni de la mesure de comptage jn = card et la fonction mesurable

f:N—[0,400]. Alors

[ fin= :fo(n)

2) Intégration par rapport & la mesure de Dirac
Considérons ’espace mesurable (X, P(X)) muni de la mesure de Dirac 6, en point a € X

et la fonction mesurable f : X — [0, +o0]. Alors

[ $d5. = fta).

3) Intégration par rapport & une mesure & densité

Soit v la mesure de densité f par rapport a v sur l’espace mesurable (X, M). Alors pour
/ gdv = / fgdp.

Définition 1.2.9 Soit f: (X, M,u) — R (f € £°) une fonction numérique mesurable.

tout g € LY on a
Fonctions intégrables

On dit que f est intégrable par rapport o u si

[ 151du < o

On notera LY (1) Uespace vectoriel des fonctions f: (X, M, u) — R intégrables.

Théoréme 1.2.10 (Convergence dominée)

Soit (X, M, ) un espace mesuré. Soit (f,,), une suite de fonctions numériques mesurables.
On suppose que

1) fu — f presque partout

2) Il existe une fonction five g : X — [a, +oo[ intégrable telle que

|f] < g presque partout



Alors, f est intégrable et [ |f, — f|dp — 0 quand n — +o0.

En particulier, on a

i [ dn= [ i = [ ra



Chapitre 2

Mesures réelles (singnées),

décomposition
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2.1 Mesure singnée, décomposition

Définition 2.1.1 Soit (X, M) un espase mesurable. La mesure signée (réelle) est une
application

p: M — [—o0, +00]

telle que

i) p(¢) =0
it) v est o-additive ;

,U(UAH) = Z M(An)a

pour toute suite (Ay)n>1 de M disjoints deuz & deux.

La mesure signée p est dite finie si u(A) est fini (i.e. u(A) € R) pour tout A € M.

Remarque 2.1.2 La musure signée infinie u ne peut prendre & la fois la valeur —oo
et la valeur 400 : c’est l'un ou lautre. En effet, supposons qu’il existe A, B € M avec
p(A) = 400 et p(B) = —oo. Puisque p1(A) + p(A°) = p(X) on a p(X) = +oo et aussi
par w(B) + uw(B¢) = w(X) on a u(X) = —oo, ceci une contradiction.

Proposition 2.1.3 Soit 1 une mesure signée sur (X, M).

i) Si A, B € M tels que A C B avec ju(B) est fini alors p(A) est fini. De plus on a

p(B\A) = u(B) — p(A)

Par conséquence, si (X) est fini alors p est finie.

it) La mesures signée | vérifiée la continuité croissante et la continuité décroissante.
Preuve. i) Soit A C B avec p(B) est fini. On a B = AU (B\A), alors
u(B) = u(A) + p(B\A)

I est clair que pu(A) est fini, car si u(A) = 400 on a u(B\A) = —oo, ce qui est une
contradiction puisque p ne peut prendre a la fois —oco et +o0.

ii) La preuve comme le cas des mesures positives. m

11



Exemple 2.1.4 Si p, et puy sont deuz mesures positives sur (X, M) dont au moins une

est finie, alors ji, — jy est une mesure signée sur (X, M).

Exemple 2.1.5 Soit u une mesure positive sur l’espace mesurable (X, M) et soit f :

X — R une fonction intégrable. L’application v : M —R

o) = [ fan= [ srdu= [ ran

est une mesure signée. On dit qu’elle est de densité f par rapport & p.
Nous verrons bientdt que toute mesure signée se présente de cette maniere.

Définition 2.1.6 Soient u une mesure signée sur (X, M) et A € M.

i) On dit que A est positif pour p si pour tout E € M avec E C A on a u(E) > 0.

i1) On dit que A est négatif pour pu si pour tout £ € M avec E C A on a u(FE) < 0.

iii) On dit que A est nul pour p si pour tout E € M avec E C A on a pu(E) = 0. On écrit

simplement A est p-nul.

Proposition 2.1.7 Soit u une mesure signée sur (X, M).
i) St A est positif (resp. négatifs, resp. nul) et B € M avec B C A, alors B est positif

(resp. mégatifs, resp. nul).
+oo

it) Si (A,), est une suite des ensembles positifs (resp. négatifs, resp. nul), alors UA” est

n=1

positif (resp. négatif, resp. nul)

Preuve. i) Soit £ € M, E C B C Aalors E C A et A est positif donc p(E) > 0, donc

B est positif.
+00

ii) Soit A = UA”’ on définit la suite (B,,), par

n=1

B,=A\(AiUAsU...UA, 1), pour n > 2

12



Les B,, sont des patrties mesurables disjoints deux a deux, de plus ils sont positives car

B, C A, pour tout n > 1 et on a
+o0o +00
A=|J4, =B,
n=1 n=1
Soit & € M, E C A, alors on peut écrire

+00
E=EnA=J(B.NE).

n=1

Par la o-additivité de la mesure signée u en tenant compte du fait que B,NE C B,,, on a

+oo o0
wE) =pu(|JB.NE)=> wB,NE)>0
n=1 n=1
+o0
Ce qui donne UA” est positif. m

n=1
Décomposition de Hahn

Théoréme 2.1.8 Soit u une mesure signée sur (X, M).

PNN=9¢
Il existe P, N € M tels que , P est positif et N est négatif.
PUN=X

On dit que (P, N) est une décomposition de Hahn de la mesure signée .

Remarque 2.1.9 La décomposition de Hahn n’est pas unique, on peut associer plusieurs
décomposition de Hahn pour la méme mesure signée [u.

Soient (X, M) =([-1,1],B([-1,1])) et u la mesure signée définie par

wu(A) = /Axdx, A e B([-1,1]

Les couples ([0,1],[—1,0]) et (]0,1],[—1,0]) sont deuz décompositions de Hahn pour la

mesure signée [

Décomposition de Jordan

13



Théoréme 2.1.10 i) Toute mesure signée p sur (X, M) est la différence de deuz mesures
wh, pT positives (u = pt — p~ ) dont au moins une est finie. De plus, si (P,N) est une
décomposition de Hahn de u, on définit u* et u= par

pH(E)=pu(ENP) et u (E)=—pu(ENN), pour tout £ € M.
ii) Les mesures positives u* et = ne dépendent pas de la décomposition de Hahn utilisée.

Preuve. Comme P est positif et EN P C P donc ut(FE) = u(ENP) >0 et aussi N est
négatif et ENN C N donc p (E) = —u(E N N) > 0. Ce qui montre que les fonctions
pwop : M — [0,4+00] sont positives. Dautre part p(¢) = (¢ N P) = pu(éd) = 0 et
aussi 1~ (¢) = 0. Pour la o-additivité, soit (£, ),>1 une suite de M disjoints deux a deux,

la suite (£, N P),>1 est aussi disjoints deux a deux car
(E.NP)N(E,NP)=E,NE,NP=¢NP=¢, pour tout n # m

La mesure positive u+ est o-additive car
+oo +oo [e’e) o]
ut (UEn) = (UEn N P) => WE,NP) =) u'(E,)
n=1 n=1 n=1 n=1
de méme pour la mesure positive ;. Il suit alors que p* et u~ sont des mesures positives.

On a u=p* — = car pour tout £ € M,
pE) =p(ENX)=p[EN(PUN) =u(ENP)+u(ENN)=p"(E)—u (E).

Puisque p prend au plus une des deux valeurs +o0o ou —oo alors ut ou p~ est finie.
Il reste & montrer que ™, u~ ne dépend pas de la décomposition de Hahn utilisée. On
considére deux décompositions de Hahn (P, Ny) et (P2, Ns) de la mesure signée p et on

montre que

uw(ENP) =p(EN k)
u(E N Ni) = p(ENN,)

pour tout £ € M ?

14



Puisque E N (P\P,) C Py et P; est positif on a
p(EN(P\P)) > 0. (2.1)
D’autre part, puisque P, U Ny = X on a Ny = P{ et alors
En(P\P)=EnPN(PY)=ENP NN, CN,.
L’ensemble N, est négatif donc
p(En(P\P)) <0. (2.2)

Les inégalités (2.1) et (2.2) implique que p (E N (P\P)) = 0. Mais,

P

A

EnP = EN|[(P\P)U(PNP)

= ENn(P\R)UEN(PNP)

(E1) (E2)

Puisque (E1) et (E2) sont disjoints on obtient

W(ENP)=p(EN(P\R)+u(ENPINP) =pu(ENPNPR)

=0

De méme fagon on trouve p(ENPy) = p(EN PN Py). Ce qui donne
[

Exemple 2.1.11 Soit v la mesure signée définie dans I’Exemple 2.1.5 et considérons

P, N deux parties de X telles que
P={reX: f(x)>0} et N=PC.

Puisque la fonction f est mésurable on a P = f~1([0,4o0[) € M et N = P € M et
ausst PUN = X et PN N = ¢. L’ensemble P est positif car st E C P alors f > 0 dans
E donc

o(B) = [ sz [ odu=0

15



de méme fagon montrons que N est négatif. Alors (P, N) est une décomposition de Hahn

de la mesure signée v. Pour la décomposition de Jordan, pour tout E € M on a
vH(E) = [pop fdin = [ Fxpdn = [ fHdu
VE) = = [pan fdp = = [p [xndp = [ fdp
Corollaire 2.1.12 Si (u™, u™) est la décomposition de Jordan de la mesure i, alors pour
tout Ae M on a
pt(A) = sup{u(E), E€ M, EC A} (2.3)

p(A) = sup{—p(E), E€c M, EC A} (2.4)

Preuve. Soit A, E € M avec E C A, puisque " est une mesure positive on a

donc pt(A) est un majorant de ensemble {u (E), E € M, E C A}. D’autre part si
(P, N) est une décomposition de Hahn de p on a u™(A) = (AN P) et puisque P € M
et ANPCAona

pr(A)=p(AnP)e{u(E), E€M, EC A}
ce qui implique que
pr(A)=sup{u(E), E€ M, EC A}

Théoréme 2.1.13 (caractérisation des ensembles positifs et négatifs)
Soit p une mesure signée sur (X, M). L’ensemble E € M est positif (resp. négatif) si et
seulement si u~(E) =0 (resp. ut(E) =0).

Preuve. =) Si F est positif et si (P, N) est une décomposition de Hahn de p on a
4 (B) = —u(ENN),

ENN C Eet Epositif = p(ENN)
ENN C N et N négatif = u(ENN)

v

0
0

IN
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ce qui implique que u(E N N) =0 alors = (E) = 0.
<) Supposons que p (F) = 0 et montrons que F € M est positif. Soit G € M avec
G C E donc p~ (G) < = (E) =0 ce qui donne = (G) = 0. Alors

1(G) = p*(G) — p~(G) = p*(G) >0,

d’ou la positivité de ’ensemble £. m

2.2 Variation d’une mesure singnée

Définition 2.2.1 Soit ;1 une mesure signée sur (X, M). La variation de p est la mesure
positive

ul = p* 4+
ot (u*, u™) est la décomposition de Jordan de

La variation totale de p est la quantité ||p|| = |u| (X).

Exemple 2.2.2 La variation de la mesure signée v définie dans [’Exemple 2.1.5 est don-
née par

0] (4) = vH(A) + v (4) = / Frdp+ / fdp = / fdp
A A A
Remarque 2.2.3 Pour tout A € M on a

u(A)] < [l (A) (2.5)

En effet,
u(A)] = [t (A) — p= ()] < [u" ()| + |17 (A)] = w"(A) + 17 (4) = [u] (4)

Proposition 2.2.4 Soit i une mesure signée sur (X, M), alors

+o0o
|| (A) = sup {Z \(An)] : (An)n>1 C M partition de A} (2.6)
n=1

17



Preuve. Soit (P, N) une décomposition de Hahn de p. On a
|1l (A) = n"(A) +p (A) = (AN P) — p(ANN)

puisque P est positif avec AN P C P on a u(AN P) > 0. Aussiet N est négatif et
ANN C N, alors u(ANN) < 0. Donc

|l (A) = [u(AN P)[ + |p(AN N)|.

Il est clair que {AN P, AN N} est une partition de A dans M car ANP,ANN € M et

(ANP)U(ANN)=AN(PUN)=ANX=A
et
(ANP)N(ANN)=AN(PNN)=AN¢=¢

+o0
Ce qui implique que |u| (A) < sup Z l(An)] : (A)n>1 C M partition de A} :
n=1

D’autre part, d’aprés (2.5) et puisquei| | est une mesure positive on a

+o0o
sup Al (Ay)p>1 C M partition de A
pt >

n=1

sup Z |l (An) : A = UAn}
et +o0 nj-loo

= sup{ |yl (UA”> A= UA”}

= |ul(4)

Donc on obtient I’égalité (2.6). m

IN

Corollaire 2.2.5 On a aussi
1| (A) = sup {|u(E)| + [u(A\E)| : E€E M et E C A} = s (2.7)

Preuve. Puisque {E, A\ E} est une partition de A pour tout £ € M avec E C A, d’aprés
la proposition précédente on a |p| (A) > |u(E)|+ |u(A\E)| d’ou |u] (A) > s. Inversement,
pour tout A € M on a |u|(A) = uT(A) + u (A). Comme

:U/+<A):Sup{ﬂ<E>7 EeM, ECA}7

18



alors pour tout € > 0 on peut choisit £, € M et E. C A telle que

(B = it (4) = 5 (2.8)
Si pt(A) = +oo alors
s 2 |n(B)| 2 i (4) - 5 = +oo
et donc s = 400 = |u| (A). Maintenant supposons que p*(A) < 4+o00. Alors
p(A) = p(E:) + p(ANEL) 2 1" (A) = 5+ p(A\E.).
D’ou
H(A) = (4) 2 =5 + u(A\E.),
ce qui implique que
—H(A\EL) = 5 (4) - . (2.9)

(2.8) et (2.9) donne
|1 (Bo)| + [ (A\E:)| = pu(E2) — p(A\E:) = p™(A) + ™ (A) —e = |p[(4) —«

En fin
s 2 [w(Ee)| + |u (A\EL)| = || (A) —e, Ve >0.

Ceci entraine que s > |u| (4). =
Proposition 2.2.6 |u| est la plus petite mesure positive sur (X, M) qui majore p.

Preuve. Pour tout A € M on a |u(A)| < |u|(A) (Remarque 2.2.3), alors |u| majore f.
Supposons que v est une mesure positive majore p i.e. |pu(A)| < v(A) pour tout A € M
et montrons que |u| (A) < v(A)?

Soit (A;)n>1 une partition de A dans M. On a

IERIED STEREN (VPN RS

En prend la borne supérieure sur toute les partitions mesurables de A, on trouve || (A) <

v(A). m
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Proposition 2.2.7 Pour toute mesure signée finie jn sur (X, M), la variation totale de
1 est finie c-a-d

el = T (X) < 00,
par conséquent, |u| (A) < oo pour tout A € M.
Preuve. On sait que I'une des messures p* ou p~ est finie et comme u(X) = p™(X) —
p~ (X)) alors pt(X) et p= (X) sont finies, ce qui implique que [|u|| = ™ (X) + = (X) est

finie. m

Proposition 2.2.8 L’ensemble M(X) des mesures signées finies p sur (X, M) est un

espace vectoriel sur R, et la variation totale définie une norme sur cet espace.

Preuve. Il est clair que M (X) un sous-espace vectoriel de 'espace de toutes les applica-

tions M — R. Pour toute mesure singée € M(X) et a € R,
lepll = foul (X)
+00 +o0
= sup{Z|au(An)| X = UA"}
n:1+oo n:—&}oo
= |afsup {Z [u(An)]: X = UAn}

n=1 n=1
= laflxl
Si [|p]| = 0 alors |p| (X) = 0. D’apres (2.5) on a

[(A)] < [ul (A) < |pl (X) = 0, pour tout A € M.

Donc p(A) = 0 pour tout A € M, d’ou la mesure signée p est nulle. Pour I'inégalité

triagulaire on utilisant la relation (2.7), soit y,, 1y deux mesures signées sur (X, M)

i1 + pall = g + o] (X)
= sup {1 (A) + pp (A)] 4 g (A) + o (A°) [}

< sup {[pg (A)] + [ (A9} + sup {[po(A)] + [ (A%) ]}
AeM AeM

= || (X) + [po] (X).
= HMH*’H/@H
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Donc ||y + piol| < [yl + [[11]] . =

Théoréme 2.2.9 M(X), muni de la norme variation totale |||, est un espace de Ba-

nach.

2.3 Intégration par rapport & une mesure signée

Soit 1 une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M) de la décomposition de Jordan

p=pt—p

Définition 2.3.1 Soit f : X — R une fonction mesurable. L’intégrale de f par rapport

a i est donnée par la relation

[ tin= [ raut - [ sau (2.10)

Remarques 2.3.2 1) Pour les fonctions f € L*(u")NLY (™) ona f = fT — f~ avec
ft =max(f,0) et f~ = max(—f,0) et alors

[ fdu = [ fdu* — [ fdu~
= [frapt — [ frdpt — [ frdu + [ frdu”

2) Comme || = p* +p~ ona

[t = [1s1a )= [1n1aw+ [ 11100

et donc f € L*(|u|) si et seulement si f € L'(u™) et f € L'(u™), c’est-a-dire
LY (p) = L (|ul) = L' (u") N LY (w7) (2.11)

L’intégrale par rapport & une mesure signée vérifie des propriétés analogues a celle de

I'intégrale par rapport & une mesure positive.
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Proposition 2.3.3 Soit 1 une mesure signée sur (X, M).

St f € L' (u) alors
\ / fdu‘ < [1s1an (2.12)

Preuve. On utilise les propriétés analogues des mesures positives avec (2.10),

[ fdu| = |[ fdu* — [ fdu"|
< [ fdpt|+[[ fdu|
< JIfldp* + [|fldu~

J1f1d]pl

Théoréme 2.3.4 (Convergence dominée). Soient (f,), une suite de fonctions de L*(|u|).
On suppose que

1) fn — f, |u|-presque partout.

2) Il existe une fonction fize g € L*(|u|) telle que

|ful < g, |p|-presque partout.

Alors,

lim / Fudp = / fdu (2.13)

n—-s-+0o

Preuve. Le théoréme de convergence dominée (Théoréme 1.2.10) pour la mesure positive

|pt| donne

i [ 152 fldlul = 0.

n—--400

‘/fndu—/fdu‘é/Ifn—f!d\ul—>0

donc [ fodp — [ fdu. m

Par (2.12) on a
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2.4 Exercices de chapitre 2

Exercice 2.1
Soit 4 une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M).
1) Montrer que si E € M tel que u(E) > 0, alors il existe Fy C E ce qui est un ensemble
positif pour p avec u(Ey) > u(E).
2) Montrer que si F' € M tel que pu(F') < 0, alors il existe Fy C F' ce qui est un ensemble

négatif pour p avec p(Fo) > p(F).

Solution 2.1
1) Si E est un ensemble positif pour u alors nous avons terminé (on prend Ey C F).
Supposons que F est non-positif pour p. Si (P, N) une décomposition de Hahn de p, on
pose alors Ey = E'N P. Puisque P est positif et Fy C P donc Ey est aussi positif (voir
Proposition 2.1.7). De plus,

wE)=p{EN(PUN)}t =p(ENP)+ u(ENN) = p(Eo) + p(ENN).
N est négétif et ENN C N alors u(ENN) <0 don
0 < 1u(E) < p(Fo),
ainsi, £y = E'N P est 'ensemble désiré.
Exercice 2.2
Soit p une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M) de la décomposition de Jordan
(ut, ). Solent E, FF € M telsque EUF =X et ENF = ¢.

Montrer que si p~(E) = p*(F) = 0 alors, le couple (F, F') est une décomposition de
Hahn de p.

Exercice 2.2
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Soit 4 une mesure signée sur ’espace mesurable (X, M).
Montrer que si (™, ™) est la décomposition de Jordan de la mesure p, alors inf {u*, u~=} =

0 (la mesure nulle)

Solution 2.2

Si (P, N) une décomposition de Hahn de la mesure i, pour tout £ € M on a

0 < inf {u", "} (E)
= inf{p",n" } (ENX)
inf {p*, "} (ENN) +inf {ux*,n”} (ENP)

p(ENN)+u (ENP)

IN

< W(ENNNP)—pu(ENPNN)=0.

D’ou inf {p*,u"} = 0.
Exercice 2.3
1) Soit X un ensemble non vide et soit A, B C X. Déterminer |y, — x| -

2) R est muni de la tribu Borélienne B(R) et la mesure de Lebesgue A.
Soient £/ € B(R), E # ¢ avec A\(E) < 0o et G € B(E). On définit Papplication

w:B(E) — R
Ar— pu(A) =AMGNA) = N[(E\G)N A

Montrer que p est une mesure signée sur (E, B(F)) et déterminer |u|, la variation de p.

Solution 2.3
1) On a quatre cas
i) Six € A\B alors |x4(z) — xg(z)| =1
ii) Siz € AN B alors |x4(z) — x5(
iii) Si x € B\A alors |x4(x) — xp(x)] =1
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iv) Si x ¢ AU B alors |x4(x) — xg(x)] =0

Dans tous les cas on a

1, sixz € (A\B)U (B\A)
IXa(z) = xp(x)| = { _
0, size(ANB)U(AUB)“
_ 1, siz € (A\B)U (B\A)
0, siz ¢ (A\B)U(B\A)
= Xaan(®)

2) L’application  est finie sur B(FE) car
u(A) < AMGNA) <AG) < o0

Il est claire que u(¢) = A(¢) — A(¢) =0

Soit (A;), une suite des éléments de B(FE) disjoints 2-a-2. Par la o-additivité de la mesure

positive A on a

(U (GNA,) ) > MG NA,)

n>1 n>1

A Gm(ﬂLJIA>
A(E\G)N (UA )]:ZA[(E\GmAn]

n>1 n>1

Ce qui implique la o-additivité de 'application pu.

Pour tout A € M on a

u(A) = MGNA)=A[(E\G)NA]
= fXGﬂAd)‘ - fX(E\G)ﬂAd)‘

= fA XGd)‘ - fA XE\Gd)‘
= fA(XG - XE\G)d)‘
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D’aprés 1) et I'Exemple 2.2.2 on a

ul(A) = [4[xe = xme| dA
= fA XGA(E\G)d)‘
= fA XgdA
= fA 1dA
= A4)
Donc |u] = A.

Exercice 2.4 (Examen 2016)
1) Montrer que si m une mesure signée finie et my, mg sont deux mesures positives sur
(X, M) telles que m = mq — ma, alors

my>mT et me >m.

2) Soient p,n deux mesures signées finies et v une mesure positive sur (X, M) telles
que g+ v =mn.
Utiliser la question précédente pour montrer que

pt<nt<pt+v et nT<pu <n 4w
Solution 2.4

1) Soit (P, N') une décomposition de Hahn de la mesure signée m. Puisque m < m; et m;

est une mesure positive, pour tout A € M on a
m*(A) =m(ANP) <my(ANP) <my(A)
D’autre part, puisque m(A) < oo, pour tout A € M on a
m~(A) =m*(A) — m(A) <my(A) — m(A) = my(A)

2) (ut +v) et u~ sont des mesure positives avec n = p+v = (u™ +v) — p~. On applique

1) pour ces mesures;

nm<ut+v et T <y
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Par ailleurs on a g =n" — (= + v) donc d’aprés 1);
pt<nt et pm <+,

Exercice 2.5
Soit p une mesure signée finie sur 'espace mesurable (X, M) et soient (Pr, Ny), (P, N2)

deux décompositions de Hahn de la mesure p. Montrer que
|l (PLAPR,) = [p| (N1 ANz) =0

Solution 2.5

Puisque |p| est o-additive on a
(1| (PAR,) = |ul (PA\P2) + || (P2\P1)
Si (ut, 1) est la décomposition de Jordan de la mesure signée i,
|ul (PA\P2) = 1" (P\P2) + p™ (P \P2)

Ona (P\P,) C P et P est positif, alors (P \ ) est positif. Ceci implique que p= (P \ P2) =
0 (voir le Théoreme 2.1.13). D’autre part

P\P,=P NP’ =P NN, CN,
et Ny est négatif, alors (P;\ P») est négatif. Ceci implique que p*(P;\P,) = 0. En fin on a
[l (P\P2) =0+0=0
De méme fagon montrons que |u| (P\P;) = 0. Donc |u| (PLAP;) = 0.

Nous suivons les mémes étapes pour prouver que |u| (N;ANy) = 0.

Exercice 2.6

Soit 4 une mesure signée finie sur ’espace mesurable (X, M) de décomposition de Hahn

(P,N).
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1) Pour A € M, calculer [ x dp et [,(xp — xn)du

/fdu‘

1) Si (p*, u™) est la décomposition de Jordan pour p et par la définition de I'intégration

2) Montrer que pour tout A € M on a

1| (A) = sup
f1<1

Solution 2.6

par rapport a la mesure signée et la mesure positive on a

/ Xadp = / Xadp™ — / Xadp~ = p"(A) =~ (A) = p(A)
Et aussi, puisque AN P est positif et AN N est négatif on a
Jaxp =xw)dn = [y xpdu— [, xndu
— WANP)— p(ANN)
= pr(A)+p (A
= |ul (A)

2) Soit f mesurable avec |f| < 1, alors par (2.12) on a

'/Afd#’ S/A|f|d|'u| S/ACZW = |ul (A)

Ce qui donne sup UA fdu‘ < |ul (A).
IfI<
Inversement, ChOlSlssons la fonction mesurable (xp—xy),ona |xp — xy| < lcar NNP =

et NUP = X. Alors
/ fdu‘ > ‘ [ —deu' — 1l (4)
A A

sup
|f1<1
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Chapitre 3

Théoréme de Radon-Nikodym et

applications
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3.1 Absolue continuité

Définition 3.1.1 Soit m une mesure positive sur (X, M) et u une mesure signée sur
(X, M). On dit que p est absolument continue par rapport a m et l'on écrit p < m si

pour tout A € M tel que m(A) =0 on a également pu(A) = 0.
VAe M:m(A)=0= u(A) =0

Une mesure sur (R™, B(R™) est absolument continue si elle est absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 3.1.2 Sim et p sont deux mesures positives sur (X, M) telles que p < m,
alors p < m. En effet, soit A € M tel que m(A) =0 on a 0 < p(A) < m(A) =0 alors
n(A) = 0.

Exemples 3.1.3 1) Toute mesure signée finie u est absolument continue par rapport
a sa variation |p| c-a-d p < |p|. En effet soit A € M tel que |u| (A) = 0. Puisque
()] < |1l (A) on a u(A) = 0.

2) Soit m une mesure positive sur (X, M) et f € L'(m). Soit u la mesure de densité f
par rapport a m c-a-d

M(A):/Afdm, AeM

Alors 1 < m car m(A) = 0= [, fdm = 0.
Nous allons voir que si m est une mesure o-finie, alors toute mesure absolument continue

par rapport a m est de ce type : c’est le Théoréme de Radon-Nikodym.
Proposition 3.1.4 Si < m alors |p| < m

Preuve. Supposons que m(A) = 0. D’apres le Corollaire 2.2.5 on a

1l (A) = sup {[u(E)| + [u(A\E)| : E € M et E C A}
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Soit £ € M tel que E C A et donc m(E) = 0 et m(A\E) = 0 (car A\E C A), alors
w(E) =0 et u(A\E) = 0 puisque p < m. Il en résulte que || (A) = 0, en passant a la

borne supérieure. m
Corollaire 3.1.5 ;1 < m si et seulement si u= < m et u= <K m.

Preuve. Supposons que p < m, alors |u] < m. Soit A € M avec m(A) = 0, alors
l| (A) = 0 et u(A) = 0 ce qui implique que pt(A) = 0et u (A) = 0 puisque |p| = pT+p~
et p=p"—p.

Inversement, si pu*, u~ < m, alors m(A) = 0 implique p*(A) = = (A) = 0 et donc
w(A) =0, ce qui suffit. =

Proposition 3.1.6 Soient m, pu deuxr mesures sur (X, M) avec m positive et p signée

finie. Alors 1 < m si et seulement si
(Ve>0) (F36>0) YVAe M:m(A) <d= |u(A)| <e (3.1)

Preuve. (<=) Supposons que (3.1) est vrai et soit A € M avec m(A) = 0 alors 0 =
m(A) < 6 pour tout § et donc

(Ve >0) |u(A)]<e

Ceci entraine u(A) = 0 et alors p < m.

(=) Supposons la propriété (3.1) fausse, alors
(Fe>0) (V6>0) (FAseM): m(A) <det |[u(A)]>c¢ (3.2)
1
Si on pose § = on on obtient

(Vn>1) (A, e M): m(A,) < o et |u(4,)] > €

+o00+o0
Posons A = ﬂ UAk' Puisque
n=1lk=n
o0
AC UAk’ pour tout n > 1
k=n
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on déduit que

Par le passage a la limite quand n — +o00 on trouve m(A) = 0.

+o0o
La mesure positive |u| est finie car y est finie (voir Proposition 2.2.7) et la suite (U Ak> est
k=n n>1
décroissante. Ainsi, la continuité décroissante de |p| donne

n—-4o0o n—-s-—+4o00 n—-s-—+4o00

“+o00
il (4) = lim w(UAk>z lim [u](A) > lim|u(Ag)] > € > 0.
k=n

m(A) =0et |u| (A) > 0 implique que |u| n’est pas absolument continue par rapport a m,
alors 1 n’est pas absolument continue par rapport a m en vertu de la Proposition 3.1.4.

Remarque 3.1.7 Si p est une mesure positive infinie, alors l'imlication (=) dans la
proposition précédente est faux en general. Il suffit de prendre m = X\ la mesure de

Lebesque sur B(R) et u(A) = [, [t|dA(t). On sait que p < A. D’autre part, la suite
1

([n, n+ —}) vérifie
]/ p>1

1 nty 1
u([n,n%——}):/ tdt =14+ — >1
n n n
1 1
)\([n,rﬁ——]) =——0
n n

D’ot la condition (3.2), la négation de (3.1), est vérifie.

alors que

Mesures étrangéres (ou singuliéres)

Définition 3.1.8 Soient p et v deux mesures signées sur (X, M). On dit que 1 et v sont

étrangeéres, et l'on écrit p L v, s’il existe A € M telle que A est p-nul et A° est v-nul.

Remarque 3.1.9 Si i est une mesure positive, alors A est p-nul signifie que pu(A) = 0.
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Exemple 3.1.10 Soit ;1 une mesure signée avec une décomposition de Hahn (P,N) et la
décomposition de Jordan (ut, ). On a donc u* L p~. En effet, puisque P est positive
et N négative on a p*(N) =0 et u=(N¢) = p (P) =0 (voir Théoréme 2.1.13).

Proposition 3.1.11 Soit m une mesure positive sur (X, M) et p, iy, iy des mesures
signées (p, et py finies) sur (X, M). On a :

1) py Loy = || L g

2)py Lyt py L= (uy+py) L

8) K m et pry K m = (g + po) < m

4) < moet py Lom = py L,

5)Sip<<m ety L m la mesure p est nulle.

Preuve. 1) exercice.

2) 11 existent Aj, Ay € M tels que A;, As sont p-nuls, A§ est p,-nul et A§ est p,-nul.
Par la Proposition 2.1.7 on voit que la partie A = A; U Ay est p-nul. Soit £ € M,
E C A°= A{N A§ alors que E C Af et £ C A§ ce qui donne

(11 + 112)(E) = 1y (E) + pa(E) = 0.

Donc A° est (uq + pig)-nul.
3) est simple car si m(A) =0 on a py(A) =0 et py(A) =0 donc

(11 + o) (A) = py (A) + py(A) = 0.

4) Si py L m il existe A € M tel que A est uy-nul et m(A°) = 0. Il suffit de montrer
que A° est py-nul. Soit £ € M avec E C A° donc m(E) = 0, comme p; < m on obtient
m(E) =0.

5) Siu << met p L m, alors d’aprés 4) on a L p. Donc il existe A € M tel que A est
p-nul et A€ est p-nul, ceci implique que pour tout £ C AU A° = X vérifier u(E) = 0 et

donc p est nulle. m
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3.2 Le Théoréme de Radon-Nikodym

Théoréme 3.2.1 (de Radon-Nikodym)
Soit m, p deuxr mesures sur (X, M) telles que m est positive o-finie et p est signée finie
avec p < m. Alors il existe une unique (m-presque par tout) fonction réelle intégrable

f e LY (m) ( f mesurable positive si ji est positive o-finie), telle que

p(A) = [, hdm, YA€ M (3.3)
Dans ce cas on écrit p = f.m

d
En général, f se note d_,u et on dit que c’est une dérivée de Radon-Nikodym de y par
m
rapport a m.
L’hypothése de o-finitude dans le théoréme précédent est nécessaire comme le montre

I’exemple suivant.

Exemple 3.2.2 Posons m = c la mesure de comptage et p = \ la mesure de Lebesguesur
définies sur R. On sait que ¢ n’est pas o-finie car R n’est pas dénombrable. On a A\ < ¢
car si c(A) =0 on a A= ¢ et \(¢) = 0. Supposons qu’elle existe une fonction f € L*(c)
telle que

MA) = [, fde, YA € B(R).
Donc pour tout © € R on a

0=x{a}) = [ fde= fla) / de = f(2)e({x}) = f(2)
{z} {z}

on devrait donc avoir N(A) = [, 0dc = 0 pour tout A € B(R), contradiction. Alors la
mesure de Lebesgue n’admet pas une dériwée de Radon-Nikodym par rapport a la mesure

de comptage.

Proposition 3.2.3 Soient m, p et i/ trois mesures positives o-finies sur (X, M) telles
que i1 < m et ' <K m. Alors

)
dm  dm dm’ p-p
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d du’

Preuve. Posons f = d_,u et g = di avec f et g des fonctions mesurables positives.
m m

D’aprés 3) dans la Proposition 3.1.11 on a p + ¢/ < m. Alors pour utiliser le Théoréme

de Radon-Nikodym, il reste & montrer que la mesure positive p + i’ est o-finie. Il existe

(An)nZla (Bn)n21 C M tels que
+oo +o0o An < 00
X = UA”: UB” et #(An) pour tout n > 1
n=1 n=1 <

Pour tout n,m > 1 on a

(n+ ) (AN Br) = (AN By) + 1 (A, 0 By)

< u(Ayn) + N,<Bm) <00

et aussi
+o0 +o0 +00
U (4.nB,) = (UAn> N <U3m> =X
n,m=1 n=1 m=1
Donc p + i est o-finie.

D’apreés Radon-Nikodym, il existe une fonction positive mesurable h telle que pour tout

AeM,ona
(1)) = | him
D’autre part
(e )A) = (A + 1) = [ (F + g)am
Ce qui donne f + g = h, m-p.p, d’ou
dp+p)  dp | dy

==+

dm dm ' dm’ mp-p
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3.3 Applications du Théoréme de Radon-Nikodym

3.3.1 Caractére complet de M (X)

M (X) est 'ensemble des mesures signées finies p sur (X, M). Dans la suite on utilisant
le théoreme de Radon-Nikodym pour donner une preuve simple du Théoreme 2.2.9 dit

que M (X) est un espace de Banach muni de la norme variation totale.

Lemme 3.3.1 Si P une probabilité sur (X, M) (i.e. P est une mesure positive avec

P(X) =1). Alors lapplication
U LNP) — M(X), Y(f)=p=fP
est une isométrie linéaire.

Preuve. L’application ¥ est linéaire car pour tout f,g € L'(P), o, € R, et A € M on

a

U(af + Bg)(A) :/A(Oéerﬁg)dP:oz/AdeP’Jrﬁ/AgdP:Oé‘I’(f)(A)Jrﬁ\If(g)(A)

D’aprés 'Exemple 2.2.2, pour tout f € L'(P) on a

N sy = el = Il (X / [F1dP = [ f]l 21 gy

[
Preuve. (de Théoréme 2.2.9)
Soit (i, ), une suite de Cauchy dans M (X). S’il y a une infinité des termes p,, qui sont

nulle, la suite converge vers 0. Sinon, on peut supposer p, # 0 pour tout n > 1. Posons

alors
= [
ZQ” eS|
P est une probabilité car
“+o00
1
P(X) :Z TN [l =

36



D’autre part p,, < P pour tout n > 1 car si A € M avec P(A) = 0 on a |u,|(A) =0
pour tout n > 1 ce qui implique que u; (A) =0 et u, (A) = 0 donc p,(A) = 0 pour tout
n > 1. D’aprés le théoréme de Radon-Nikodym il existe f,, € L'(P) tel que

i, (A) = / fndP, pour tout n >1et A € M
A

La suite (f,), est de Cauchy dans l'espace de Banach L'(IP) puisque par le lemme pré-

cedent on a
1 = foll oy = 1 (fn) = O () larcxy = it — bl
et donc f,, — f € L'(P). De nouveau par le lemme précedent on a p, — u = fP €
M(X) car
1 = pll = (1€ (fn) = O (D arxy = 1w = Fllpr@y — 0

Théoréme 3.3.2 Soit m une mesure positive o-finie sur (X, M). Soit A,,, constitué par

les mesures signées finies i € M(X) absolument continues par rapport ¢ m c-a-d
A ={pe M(X):pu<m}

1) A, est un sous espace fermé de M(X)

2) Il existe un isomorphisme isométrique entre l’espace de Banach L*(m) et l’espace A,,.

Preuve. 1) A,, est un sous espace vectoriel de M(X) car si p < m et v < m alors
ap + fr < m pour tout a, 3 € R.
Soit (i, )n>1 une suite dans A, convergeant (au sens de la norme de M (X)) vers p €
M(X) c-a-d
li —pll= U —ul (X) =0.
Jm gy —pll = lim e, = pf (X)

Pour tout A € M, la suite réelle (p,,(A)),>1 converge vers u(A) car

|11, (A) = p(A)] < py, — ) (A) < pyy — pl (X) — 0
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Soit maintenant A € M avec m(A) = 0, donc, puisque p, < m on a u,(A) = 0 pour
tout n > 1 et alors p(A) = nirﬂooun(A) = 0, ce qui montre que p < m d’ott u € A,,.

2) Définissons I'application @ : L'(m) — A,, par ®(f) = u = f.m. Cette application est
une isométrie linéaire (voir la preuve du Lemme 3.3.1), ® est surjective car si u € A, on
a p < m et m est o-finie, alors par le Théoréme de Radon-Nikodym il existe f € L!(m)
telle que = fom = &(f). =

3.3.2 Décomposition de Lebesgue d’une mesure signée

Théoréme 3.3.3 Soit m, p deuxr mesures sur (X, M) telles que m positive o-finie et p
est signée finie. Alors il existe un unique couple de mesures signées i, et p, (positives si

w est positive o-finie) sur (X, M) telles que

s Km
W= b, + [ty avec a (3.4)
fhs L m

De plus on a p, L p,(d’aprés 4) de la Proposition 3.1.11.
Le couple (u,, 1) s’appelle la décomposition de Lebesgue de p relative a m.

L’exemple suivant montre que ’on ne peut emettre les hypothéses de o-finitude

Exemple 3.3.4 Posons m = X\ la mesure de Lebesque sur R et u = c la mesure de

comptage sur R. (La mesure ¢ n'est pas o-finie). Si l'on avait ¢ = p, + pu, avec

g KA

s LA

ta L i
On devrait avoir

pa({r}) =0, VreR

car p, < A et A({z}) = 0. On aurait donc

ps({r}) =1, Vo eR
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Puisque p, L pg, il existe A € B(R) telle que p,(A°) = 0 et u,(A) = 0, dans ce cas,

A=¢ carsiz e A ona
ps(A) > p,({x}) =1, impossible car p (A) =0
Il faudrait donc p,(A°) = p,(R) = 0 d’ou la mesure positive u, est nulle. Ainsi, on aurait
e =cL A

Donc il eziste B € B(R) telle que ¢(B) = 0 et A(B°) = 0. Ce qui implique que B = ¢
et A(R) = 0, contradiction, donc la mesure ¢ n’admet pas de décomposition de Lebesque

relative a \.

3.3.3 Décomposition polaire d’une mesure signée

Lemme 3.3.5 (Lemme des moyennes)
Soit m une mesure positive finie sur (X, M) et F' un sous-ensemble fermé de R. Soit

g € L*(m) telle que

1
Ma(g) = (M/Agdm> € F,
pour tout A € M avec m(A) # 0. Alors

g(x) € F, pour m-presque par tout x € X.

Preuve. On va montrer que

m({r € X :g(x) ¢ F}) =0,

ceci traduit par m [g~!(F¢)] = 0.

Comme F° est un ouvert dans R il est réunion dénombrable d’intervalles ouverts I, Is, ...

+oo
Fe=|JI.
n=1
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On a

Possons A,, = g~'(I,,). Par 'absurde, supposons qu’il existe j > 1 tel que m(A;) # 0, alors
par hypotheése My, (g) € F et d’autre part, si z € A; on a g(x) € I; = |a; —1j,a; + 1)

avec a; € R, r; > 0, et donc |g(z) — a;| < r;. Par intégration on obtient

1
(A /(9 a;)dm
1
<
— Aj / ’g a]’dm

< — ridm = r;
m(Aj) /Aj ’

Cela signifie que My, (g) € la; —7j,a; + ;[ C F°, d’ott M, (g) € F°. On aboutit donc a

‘MA](Q)_CLJ| =

une contradiction, donc m(A,) = 0 pour tout n > 1 et le résultat est démontré. m

Proposition 3.3.6 Soit ;1 une mesure signée finie sur (X, M). Il existe une fonction
h : X — R mesurable telle que

[h(@)| =1, |ul-p-p

et

= "nh|yl
Preuve. La mesure positive || est finie (voir Proposition 2.2.7) et u < |u| (voir 'Exemple
3.1.3). Par le Théoréeme de Radon-Nikodym il existe h € L'(|u|) telle que p = h. |u| .
Reste a voir que |h(z)| = 1, |p|-p-p.
Montrons d’abord que |h| > 1, |u|-p.p. Pour » > 0 on pose A, = {z € X : |h(x)| < r}.

Par définition on a

|| (A,) = sup {Z |(Br)| : (Bp)n>1 € M partition de Ar}
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Soit (By,)n>1 une partition de A,,

Sl = S| [ vt <3 [ nlang
Z/ rd |yl :ery(Bn), (car B, C A,)
= 7|yl (UB ) =r|pu| (A,)

IN

+oo
I'inégalité Z |(Br)| < 7ul (A,) valable pour tout partition (B,,),>1 de A,, on en déduit

|l (Ar) < 7 {pf (Ar)

Sir < 1, ceci implique que |u|(A4,) = |p|{|h| <r} = 0, alors |u|{|h| <1} = 0. Ainsi

D’un autre coté, si u(A) # 0 on a

1 1 1
Al (A) /Ahd“‘ = @ M S e ) =

On peut donc utiliser le lemme des moyennes (ou [—1, 1] remplace F), et en conclure que

|Ma(h)| =

’h’ S 17 ‘,U,‘-pp u

3.4 Exercices de chapitre 3

Exercice 3.1
Soit X un ensemble dénombrable et soit v = §, — 3, ol d, et I, sont les mesures de Dirac
au points a,b € X avec a # b.

1) Montrer que la mesure signée v admet une dérivée de Radon-Nikodym par rapport a

la mesure comptage p, sur P(X). Déterminer

2) Soit d € X, avec d # a et d # b.

14
dp

c

A) Montrer que v n’est pas absolument continue par rapport a d,
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B) Démontrer qu'il n’existe aucune fonction mesurable h : X — R vérifier

v(A) = [, hdéq, pour tout A € P(X).

Solution 3.1
1) La mesure positive p, est o-finie car X est dénombrable, en effet

+oo
X = U {a,} et p.({an}) =1 < oo, pour tout n > 1.

n=1

La mesure signée v est finie car pour tout A € P(X) on a
V(A)] < 64(4) +35,(4) < 4.

On a aussi v < p, car si A € P(X) avec pu.(A) =0ona A= ¢ et alors v(A) = v(¢) =0

D’aprés le Théoréme de Radon-Nikodym, il existe une fonction f € L'(p,) telle que

o) = | fn.

En particulier, pour A = {z}, x € X, d’une part on a

v({z}) = da({z}) — 30 ({2}) = Xqa} (¥) = 3x 11y (%)

D’autre part on a

(o) = [ =) [ dp = @
{z} {=}
Ce qui montre que
dv

dpte
2) A) Si on pose A = {a} on trouve

= = Xqa} — 3Xp0}

da({a}) =0 mais v({a}) =1

B) Supposons qu'il existe h : X — R vérifier v(A) = [, hddq. Pour A = {a} on obtient

1=v({a}) = /{ }hdéd = h(a)dy({a}) =0
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Ceci une contradiction.
Exercice 3.2
Soient 7, 1 et v trois mesures positives o-finies sur (X, M).

Montrer que sin < pet p < v alors n < v et

i _duds
dv  dpdv’ b-p

Solution 3.2
Soit A € M avec v(A) = 0, alors u(A) =0 (car p < v) et donc n(A) = 0 (car n < p).
Ce qui montre que 7 < v.

Par le Théoreme de Radon-Nikodym il existe trois fonctions mesurables positives

dn du dn
= -— = — h = -—
/ dp’ 9= dv

C-a-d pour tout A € M
n(A) = [, fdu, p(A) = [ g9dv, n(A)= [, hdv

I'intégration par rapport a la mesure i a densité g donne

U(A):/AfdMZ/Ang

L’égalité fA hdv = fA fgv implique que h = fg, v-p.p d’ou le résultat.

Exercice 3.3
Soit £ une mesure positive o-finie sur (X, M) et soit F, F' deux éléments de M. On

définit pp sur M par

pp(A) =u(ENA), pourtout A e M

1) Montrer que pj une mesure positive sur (X, M) et qu'elle vérifie pp < p.
d
Calculer %

2) Montrer que pup < pp si et seulement si p(E\F) = 0.
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Solution 3.3
1) pp(o) = wW(ENe¢) = u(g) = 0. La o-additivité résulte immédiatement de celle de p.

Soit A € M avec (A) = 0. D’aprés la monotonie de la mesure positive on a
pp(A) = w(ENA) < p(A) =0

d’ott pp(A) = 0. Ce qui donne py < p.
D’apres le Théoreme de Radon-Nikodym il existe une fonction h mesurable positive unique

p-presque par tout telle que

VAe M, pp(A) = [, hdu

D’autre part
VAEM, pp(A)=uw(ENA) = [y, dn= [, xpdy
d
Donc % = h = xg, p-p.p, comme il résulte de V'égalité [, hdp = [, xgdp.
w
2) =) Supposons que jip < pp, puisque u(E\F) = p(EN FC) = pg(F°), il suffit de

montrer que jip(F¢) = 0 et ceci clair car
pp(FO) = w(FNFY) = p(¢) =0
<) Supposons que p(E\F) = 0. Soit A € M telle que up(A) = 0. D’autre part
A=ANX=AN(FUFY) =(ANF)U(ANF°)
Alors

pp(A) = pp(ANF)+pg(ANFY)
= W(ANFNE)+uANFYNE)
< WANF) +p(FCNE)
= pp(A) + p(E\F)
= 0
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donc pg(A) =0.

Exercice 3.4

Soient m, y et v trois mesures positives o-finies sur (X, M) telles que

p(A) = [, gdm, v(A)= [, fdm, pour tout A€ M

ou f et g sont deux fonctions mesurables positives vérifiant

m({fg>0})#0, et {f=0}C{g>0}

1) Montrer que pour tout B € M avec B C P ={fg >0} on a

m(B) = /B Ly

9

2) Montrer que la décomposition de Lebesgue de la mesure v par rapport a p est donnée

par les mesures Vo et V1 avec

vo(A) = gxpdu, v1(A) =v(ANGY), pour tout A € M
A
oG ={g>0}.

Solution 3.4

1) Puisque g # 0 sur B, l'intégration par rapport & la mesure p & densité g donne

1 1
m(B) = /dm: /Egdm = gd,u
B B B

2) D’apres le théoreme de décomposition de Lebesgue, il suffit de montrer que

v=vog+ry, voLpet vy Llp
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Pour tout A € M on a

) +n(4) = [ Dot [ gam

= /fxpdm—l—/ fdm
A ANGC

= fdm + / fdm
ANP ANGC

= fdm + fdm, (car ANGC = Anp°)

AnP Anp©

= /fdm, (car (AN P)U(ANpY)
A

= v(4)

Soit A € M telle que pu(A) =0, alors u(ANP)=0car ANP C A et donc
vo(A) = /iXPd:U’ = / idu = 0.
AY AnP Y
Ce qui montre que vy < p. D’autre part
1 (G) =v(GN Gc) =v(¢p) = 0.

Et aussi
w(GC) = / gdm = gdm =0
e {g=0}

Ce qui montre que vy L p.

Exercice 3.5
Soient (X, M, m) un espace mesuré positive o-fini, A, B,C € M avec m(A),m(B) < oo
et o, € R avec aff # 0.

Soit p la mesure signée définie sur (X, M) par
pw(E)=am(ANE)+Bm(BNE), EcM
Soit 1 une autre mesure positive définie sur (X, M) par

n(E)=m(CNE), FeM

46



d

1) Déterminer d—'u, la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a m.
m

2) Supossons que m [(AU B)\C] =0

a) Montrer que pour tout £ € M on a
wE)=am(ENANC)+m(ENBNC)

b) Déduire que p est absolument continue par rapport a 7

d
c¢) Déterminer ﬁ, la dérivée de Radon-Nikodym de p par rapport a 7.
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Chapitre 4

Mesure de Radon
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