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Chapitre 1

Rappels de théorie de la mesure

positive
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1.1 Espaces mesurés

Ensembles mesurables

Définition 1.1.1 (Tribu) Soit X un ensemble quelconque. Une tribu (ou σ-algèbre) sur

X est une familleM de parties de X telle que

i) X ∈M

ii) Si A ∈M alors Ac ∈M

iii) Si (An)n>1 ⊂M alors
+∞⋃
n=1

An ∈M.

On dit alors queM est l’ensemble des parties mesurables de X.

Définition 1.1.2 (Tribu engendrée par une partie). Si S une famille de parties de X. On

appelle tribu engendrée par S la plus petite tribu sur X qui contient S.

Si X est un espace topologique, on appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les

ouverts, notée B(X).

Théorème 1.1.3 (La tribu B(R))

Sur R, muni de sa topologie usuelle, la tribu B(R) est engendrée par :

1) Les intervalles ]a, b[ , a, b ∈ R

2) Les intervalles ]−∞, b[ , b ∈ R.

3) Les intervalles ]a,+∞[ , a ∈ R

Mesures positives

Définition 1.1.4 Soit (X,M) un espace mesurable, une mesure positive sur (X,M) est

une application µ :M−→ [0,+∞] qui vérifie :

i) µ(φ) = 0.

ii) Si (An)n>1 ⊂M disjoint deux-à-deux, alors

µ(

+∞⋃
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An).
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Remarques 1.1.5 1) De façon générale, on a

µ(
+∞⋃
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

µ(An).

Par ailleurs si A ⊂ B tel que µ(A) <∞ alors µ(B − A) = µ(B)− µ(A).

2) Si (An)n>1 est une suite croissante alors

µ(
+∞⋃
n=1

An) = lim
n−→+∞

µ(An) (1.1)

3) Si (An)n>1 est une suite décroissante telle que µ(A1) <∞ alors

µ(

+∞⋂
n=1

An) = lim
n−→+∞

µ(An) (1.2)

Définition 1.1.6 (Mesure finie σ-finie)

Soit µ une mesure positive sur (X,M)

1) On dit qu’une mesure positive µ est finie si µ(X) <∞.

2) On dira qu’e µ est σ-finie s’il existe (En)n>1 ⊂M telle que X =
+∞⋃
n=1

En et µ(En) <∞

pour tout n > 1.

Exemples 1.1.7 1) La mesure de Direc δx est finie car δx(X) = 1 <∞.

2) La mesure de compage sur X est :

i) finie si et seulement si X est fini

ii) σ-finie si et seulement si X est dénombrable.

Mesure de Lebesgue sur R

Théorème 1.1.8 (de Carathéodory)

Il existe une unique mesure positive sur (R,B(R)), notée λ, telle que

λ(]a, b[) = b− a

pour tout a, b ∈ R, a < b. On l’appelle la mesure de Lebesgue sur R
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Définition 1.1.9 (Mesure de Dirac) Soit X un ensemble et a ∈ X un point de X. Pour

tout A ⊂ X, la mesure δa de Dirac (sur P(X)) au point a est définie par δa(A) = 1, si a ∈ A

δa(A) = 0, si a /∈ A

1.2 Intégration

Intégrale de fonctions positives

Définition 1.2.1 La fonction numérique f : (X,M) −→ (R,B(R)) est dite mesurable si

(f > a) = f−1(]a,+∞[) ∈M, pour tout a ∈ R.

On note L0(X) l’espace vectoriel des fonctions f : (X,M) −→ (R,B(R)) numériques

mesurables.

Remarques 1.2.2 1) La fonction indicatrice χA est mesurable si et seulement si A ∈M

2) Soit f, g : (X,M, µ) −→ (R,B(R)) deux fonctions mesurables, on dit que f = g presque

par tout si

µ(f 6= g) := µ({x ∈ X : f(x) 6= g(x)} = 0

Définition 1.2.3 Une fonction mesurable positive f : (X,M) −→ [0,+∞[ est dite étagée

si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs, c-à-d

f =

n∑
i=1

ai.χAi

où f(X) = {a1, ..., an} ⊂ R et Ai = f−1 ({ai}) ∈M. On écrit f ∈ E+

On pose alors ∫
fdµ =

n∑
i=1

ai.µ(Ai)

avec la convention 0.∞ = 0 si ai = 0 et µ(Ai) = 0.
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Nous notons L0
+ l’ensemble des fonctions f : X −→ [0,+∞] mesurables positives.

Définition 1.2.4 Pour f ∈ L0
+ on appelle intégrale sur X de f par rapport à‘µ l’élément

de [0,+∞] noté
∫
fdµ et défini par∫

fdµ = sup

{∫
sdµ : s ∈ E+, s ≤ f

}
. (1.3)

Pour A ∈M on définit aussi ∫
A

fdµ :=

∫
f.χAdµ (1.4)

Nous donnons maintenant le premier des grands théorèmes d’interversion limite-intégrale

(lim
∫

=

∫
lim).

Théorème 1.2.5 (de la convergence monotone ou de Beppo-Levi)

Soit (fn)n≥1 une suite croissante dans L0
+ et soit f = lim

n−→+∞
fn = sup

n≥1
fn. Alors∫

fdµ = lim
n−→+∞

∫
fndµ = sup

n≥1

∫
fndµ

Corollaire 1.2.6 (Interversion série-intégrale dans L0
+)

Soit (fn)n≥1 une suite de fonctions mesurables positives. La fonction
+∞∑
n=1

fn est aussi dans

L0
+ et ∫ (

+∞∑
n=1

fn

)
dµ =

+∞∑
n=1

(∫
fndµ

)
(L’égalité dans [0,+∞])

Mesures à densité par rapport à une autre mesure

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre

mesure de la manière suivante.

Théorème 1.2.7 Soient (X,M, µ) un espace mesuré et f ∈ L0
+. Définissons la fonction

d’ensembles ν :M−→ [0,+∞] par

ν(A) :=

∫
A

fdµ, A ∈M (1.5)

Alors, ν est une mesure positive sur (X,M). On dit qu’elle est de densité f par rapport

à µ.
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Exemples 1.2.8 1) Intégration par rapport à la mesure de comptage

Considérons (N,P(N)) muni de la mesure de comptage µ = card et la fonction mesurable

f : N −→ [0,+∞]. Alors ∫
fdµ =

+∞∑
n=0

f(n)

2) Intégration par rapport à la mesure de Dirac

Considérons l’espace mesurable (X,P(X)) muni de la mesure de Dirac δa en point a ∈ X

et la fonction mesurable f : X −→ [0,+∞]. Alors∫
fdδa = f(a).

3) Intégration par rapport à une mesure à densité

Soit ν la mesure de densité f par rapport à µ sur l’espace mesurable (X,M). Alors pour

tout g ∈ L0
+ on a ∫

gdν =

∫
fgdµ.

Fonctions intégrables

Définition 1.2.9 Soit f : (X,M, µ) −→ R (f ∈ L0) une fonction numérique mesurable.

On dit que f est intégrable par rapport à µ si∫
|f | dµ <∞.

On notera L1(µ) l’espace vectoriel des fonctions f : (X,M, µ) −→ R intégrables.

Théorème 1.2.10 (Convergence dominée)

Soit (X,M, µ) un espace mesuré. Soit (fn)n une suite de fonctions numériques mesurables.

On suppose que

1) fn −→ f presque partout

2) Il existe une fonction fixe g : X −→ [a,+∞[ intégrable telle que

|fn| ≤ g presque partout
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Alors, f est intégrable et
∫
|fn − f | dµ −→ 0 quand n −→ +∞.

En particulier, on a

lim
n−→+∞

∫
fndµ =

∫
lim

n−→+∞
fndµ =

∫
fdµ
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Chapitre 2

Mesures réelles (singnées),

décomposition
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2.1 Mesure singnée, décomposition

Définition 2.1.1 Soit (X,M) un espase mesurable. La mesure signée (réelle) est une

application

µ :M−→ [−∞,+∞]

telle que

i) µ(φ) = 0

ii) µ est σ-additive ;

µ(
+∞⋃
n=1

An) =

∞∑
n=1

µ(An),

pour toute suite (An)n≥1 deM disjoints deux à deux.

La mesure signée µ est dite finie si µ(A) est fini (i.e. µ(A) ∈ R) pour tout A ∈M.

Remarque 2.1.2 La musure signée infinie µ ne peut prendre à la fois la valeur −∞

et la valeur +∞ : c’est l’un ou l’autre. En effet, supposons qu’il existe A,B ∈ M avec

µ(A) = +∞ et µ(B) = −∞. Puisque µ(A) + µ(Ac) = µ(X) on a µ(X) = +∞ et aussi

par µ(B) + µ(Bc) = µ(X) on a µ(X) = −∞, ceci une contradiction.

Proposition 2.1.3 Soit µ une mesure signée sur (X,M).

i) Si A,B ∈M tels que A ⊂ B avec µ(B) est fini alors µ(A) est fini. De plus on a

µ(B\A) = µ(B)− µ(A)

Par conséquence, si µ(X) est fini alors µ est finie.

ii) La mesures signée µ vérifiée la continuité croissante et la continuité décroissante.

Preuve. i) Soit A ⊂ B avec µ(B) est fini. On a B = A ∪ (B\A), alors

µ(B) = µ(A) + µ(B\A)

Il est clair que µ(A) est fini, car si µ(A) = +∞ on a µ(B\A) = −∞, ce qui est une

contradiction puisque µ ne peut prendre à la fois −∞ et +∞.

ii) La preuve comme le cas des mesures positives.
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Exemple 2.1.4 Si µ1 et µ2 sont deux mesures positives sur (X,M) dont au moins une

est finie, alors µ1 − µ2 est une mesure signée sur (X,M).

Exemple 2.1.5 Soit µ une mesure positive sur l’espace mesurable (X,M) et soit f :

X −→ R une fonction intégrable. L’application υ :M−→R

υ(A) =

∫
A

fdµ =

∫
A

f+dµ−
∫
A

f−dµ

est une mesure signée. On dit qu’elle est de densité f par rapport à µ.

Nous verrons bientôt que toute mesure signée se présente de cette manière.

Définition 2.1.6 Soient µ une mesure signée sur (X,M) et A ∈M.

i) On dit que A est positif pour µ si pour tout E ∈M avec E ⊂ A on a µ(E) ≥ 0.

ii) On dit que A est négatif pour µ si pour tout E ∈M avec E ⊂ A on a µ(E) ≤ 0.

iii) On dit que A est nul pour µ si pour tout E ∈M avec E ⊂ A on a µ(E) = 0. On écrit

simplement A est µ-nul.

Proposition 2.1.7 Soit µ une mesure signée sur (X,M).

i) Si A est positif (resp. négatifs, resp. nul) et B ∈ M avec B ⊂ A, alors B est positif

(resp. négatifs, resp. nul).

ii) Si (An)n est une suite des ensembles positifs (resp. négatifs, resp. nul), alors
+∞⋃
n=1

An est

positif (resp. négatif, resp. nul)

Preuve. i) Soit E ∈ M, E ⊂ B ⊂ A alors E ⊂ A et A est positif donc µ(E) ≥ 0, donc

B est positif.

ii) Soit A =

+∞⋃
n=1

An, on définit la suite (Bn)n par

 B1 = A1

Bn = An\ (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An−1) , pour n ≥ 2
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Les Bn sont des patrties mesurables disjoints deux à deux, de plus ils sont positives car

Bn ⊂ An pour tout n ≥ 1 et on a

A =

+∞⋃
n=1

An =
+∞⋃
n=1

Bn

Soit E ∈M, E ⊂ A, alors on peut écrire

E = E ∩ A =

+∞⋃
n=1

(Bn ∩ E) .

Par la σ-additivité de la mesure signée µ en tenant compte du fait que Bn∩E ⊂ Bn, on a

µ(E) = µ(

+∞⋃
n=1

Bn ∩ E) =
∞∑
n=1

µ(Bn ∩ E) ≥ 0

Ce qui donne
+∞⋃
n=1

An est positif.

Décomposition de Hahn

Théorème 2.1.8 Soit µ une mesure signée sur (X,M).

Il existe P,N ∈M tels que

 P ∩N = φ

P ∪N = X
, P est positif et N est négatif.

On dit que (P,N) est une décomposition de Hahn de la mesure signée µ.

Remarque 2.1.9 La décomposition de Hahn n’est pas unique, on peut associer plusieurs

décomposition de Hahn pour la même mesure signée µ.

Soient (X,M) =([−1, 1] ,B([−1, 1])) et µ la mesure signée définie par

µ(A) =

∫
A

xdx, A ∈ B([−1, 1]

Les couples ([0, 1] , [−1, 0[) et (]0, 1], [−1, 0]) sont deux décompositions de Hahn pour la

mesure signée µ

Décomposition de Jordan
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Théorème 2.1.10 i) Toute mesure signée µ sur (X,M) est la différence de deux mesures

µ+, µ− positives (µ = µ+ − µ−) dont au moins une est finie. De plus, si (P,N) est une

décomposition de Hahn de µ, on définit µ+ et µ− par

µ+(E) = µ(E ∩ P ) et µ−(E) = −µ(E ∩N), pour tout E ∈M.

ii) Les mesures positives µ+ et µ− ne dépendent pas de la décomposition de Hahn utilisée.

Preuve. Comme P est positif et E ∩ P ⊂ P donc µ+(E) = µ(E ∩ P ) ≥ 0 et aussi N est

négatif et E ∩ N ⊂ N donc µ−(E) = −µ(E ∩ N) ≥ 0. Ce qui montre que les fonctions

µ+, µ− : M −→ [0,+∞] sont positives. Dautre part µ+(φ) = µ(φ ∩ P ) = µ(φ) = 0 et

aussi µ−(φ) = 0. Pour la σ-additivité, soit (En)n≥1 une suite deM disjoints deux à deux,

la suite (En ∩ P )n≥1 est aussi disjoints deux à deux car

(En ∩ P ) ∩ (Em ∩ P ) = En ∩ Em ∩ P = φ ∩ P = φ, pour tout n 6= m

La mesure positive µ+ est σ-additive car

µ+

(
+∞⋃
n=1

En

)
= µ

(
+∞⋃
n=1

En ∩ P
)

=
∞∑
n=1

µ(En ∩ P ) =
∞∑
n=1

µ+(En)

de même pour la mesure positive µ−. Il suit alors que µ+ et µ− sont des mesures positives.

On a µ = µ+ − µ− car pour tout E ∈M,

µ(E) = µ(E ∩X) = µ [E ∩ (P ∪N)] = µ(E ∩ P ) + µ(E ∩N) = µ+(E)− µ−(E).

Puisque µ prend au plus une des deux valeurs +∞ ou −∞ alors µ+ ou µ− est finie.

Il reste à montrer que µ+, µ− ne dépend pas de la décomposition de Hahn utilisée. On

considère deux décompositions de Hahn (P1, N1) et (P2, N2) de la mesure signée µ et on

montre que  µ(E ∩ P1) = µ(E ∩ P2)

µ(E ∩N1) = µ(E ∩N2)
pour tout E ∈M ?
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Puisque E ∩ (P1\P2) ⊂ P1 et P1 est positif on a

µ (E ∩ (P1\P2)) ≥ 0. (2.1)

D’autre part, puisque P2 ∪N2 = X on a N2 = PC
2 et alors

E ∩ (P1\P2) = E ∩ P1 ∩ (PC
2 ) = E ∩ P1 ∩N2 ⊂ N2.

L’ensemble N2 est négatif donc

µ (E ∩ (P1\P2)) ≤ 0. (2.2)

Les inégalités (2.1) et (2.2) implique que µ (E ∩ (P1\P2)) = 0. Mais,

E ∩ P1 = E ∩
P1[

(
︷ ︸︸ ︷
P1\P2) ∪ (P1 ∩ P2)

]
= E ∩ (P1\P2)︸ ︷︷ ︸

(E1)

∪ E ∩ (P1 ∩ P2)︸ ︷︷ ︸
(E2)

Puisque (E1) et (E2) sont disjoints on obtient

µ (E ∩ P1) = µ (E ∩ (P1\P2))︸ ︷︷ ︸
=0

+ µ (E ∩ P1 ∩ P2) = µ (E ∩ P1 ∩ P2)

De même façon on trouve µ (E ∩ P2) = µ (E ∩ P1 ∩ P2) . Ce qui donne

µ (E ∩ P1) = µ (E ∩ P2) = µ (E ∩ P1 ∩ P2) .

Exemple 2.1.11 Soit υ la mesure signée définie dans l’Exemple 2.1.5 et considérons

P,N deux parties de X telles que

P = {x ∈ X : f(x) ≥ 0} et N = PC .

Puisque la fonction f est mésurable on a P = f−1([0,+∞[) ∈ M et N = PC ∈ M et

aussi P ∪N = X et P ∩N = φ. L’ensemble P est positif car si E ⊂ P alors f ≥ 0 dans

E donc

υ(E) =

∫
E

fdµ ≥
∫
E

0dµ = 0
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de même façon montrons que N est négatif. Alors (P,N) est une décomposition de Hahn

de la mesure signée υ. Pour la décomposition de Jordan, pour tout E ∈M on a

υ+(E) =
∫
E∩P fdµ =

∫
E
fχPdµ =

∫
E
f+dµ

υ−(E) = −
∫
E∩N fdµ = −

∫
E
fχNdµ =

∫
E
f−dµ

Corollaire 2.1.12 Si (µ+, µ−) est la décomposition de Jordan de la mesure µ, alors pour

tout A ∈M on a

µ+(A) = sup {µ (E) , E ∈M, E ⊂ A} (2.3)

µ−(A) = sup {−µ (E) , E ∈M, E ⊂ A} (2.4)

Preuve. Soit A,E ∈M avec E ⊂ A, puisque µ+ est une mesure positive on a

µ (E) = µ+(E)− µ−(E) ≤ µ+(E) ≤ µ+(A)

donc µ+(A) est un majorant de l’ensemble {µ (E) , E ∈M, E ⊂ A} . D’autre part si

(P,N) est une décomposition de Hahn de µ on a µ+(A) = µ (A ∩ P ) et puisque P ∈ M

et A ∩ P ⊂ A on a

µ+(A) = µ (A ∩ P ) ∈ {µ (E) , E ∈M, E ⊂ A}

ce qui implique que

µ+(A) = sup {µ (E) , E ∈M, E ⊂ A}

Théorème 2.1.13 (caractérisation des ensembles positifs et négatifs)

Soit µ une mesure signée sur (X,M). L’ensemble E ∈M est positif (resp. négatif) si et

seulement si µ−(E) = 0 (resp. µ+(E) = 0).

Preuve. =⇒) Si E est positif et si (P,N) est une décomposition de Hahn de µ on a

µ−(E) = −µ(E ∩N), E ∩N ⊂ E et E positif =⇒ µ(E ∩N) ≥ 0

E ∩N ⊂ N et N négatif =⇒ µ(E ∩N) ≤ 0
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ce qui implique que µ(E ∩N) = 0 alors µ−(E) = 0.

⇐=) Supposons que µ−(E) = 0 et montrons que E ∈ M est positif. Soit G ∈ M avec

G ⊂ E donc µ−(G) ≤ µ−(E) = 0 ce qui donne µ−(G) = 0. Alors

µ(G) = µ+(G)− µ−(G) = µ+(G) ≥ 0,

d’où la positivité de l’ensemble E.

2.2 Variation d’une mesure singnée

Définition 2.2.1 Soit µ une mesure signée sur (X,M). La variation de µ est la mesure

positive

|µ| = µ+ + µ−

où (µ+, µ−) est la décomposition de Jordan de µ

La variation totale de µ est la quantité ‖µ‖ = |µ| (X).

Exemple 2.2.2 La variation de la mesure signée υ définie dans l’Exemple 2.1.5 est don-

née par

|υ| (A) = υ+(A) + υ−(A) =

∫
A

f+dµ+

∫
A

f−dµ =

∫
A

|f | dµ

Remarque 2.2.3 Pour tout A ∈M on a

|µ(A)| ≤ |µ| (A) (2.5)

En effet,

|µ(A)| =
∣∣µ+(A)− µ−(A)

∣∣ ≤ ∣∣µ+(A)
∣∣+
∣∣µ−(A)

∣∣ = µ+(A) + µ−(A) = |µ| (A)

Proposition 2.2.4 Soit µ une mesure signée sur (X,M), alors

|µ| (A) = sup

{
+∞∑
n=1

|µ(An)| : (An)n≥1 ⊂M partition de A

}
(2.6)
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Preuve. Soit (P,N) une décomposition de Hahn de µ. On a

|µ| (A) = µ+(A) + µ−(A) = µ(A ∩ P )− µ(A ∩N)

puisque P est positif avec A ∩ P ⊂ P on a µ(A ∩ P ) ≥ 0. Aussiet N est négatif et

A ∩N ⊂ N, alors µ(A ∩N) ≤ 0. Donc

|µ| (A) = |µ(A ∩ P )|+ |µ(A ∩N)| .

Il est clair que {A ∩ P,A ∩N} est une partition de A dansM car A ∩ P,A ∩N ∈M et
(A ∩ P ) ∪ (A ∩N) = A ∩ (P ∪N) = A ∩X = A

et

(A ∩ P ) ∩ (A ∩N) = A ∩ (P ∩N) = A ∩ φ = φ

Ce qui implique que |µ| (A) ≤ sup

{
+∞∑
n=1

|µ(An)| : (An)n≥1 ⊂M partition de A

}
.

D’autre part, d’après (2.5) et puisque |µ| est une mesure positive on a

sup

{
+∞∑
n=1

|µ(An)| : (An)n≥1 ⊂M partition de A

}

≤ sup

{
+∞∑
n=1

|µ| (An) : A =
+∞⋃
n=1

An

}

= sup

{
|µ|
(

+∞⋃
n=1

An

)
: A =

+∞⋃
n=1

An

}
= |µ| (A)

Donc on obtient l’égalité (2.6).

Corollaire 2.2.5 On a aussi

|µ| (A) = sup {|µ(E)|+ |µ(A\E)| : E ∈M et E ⊂ A} = s (2.7)

Preuve. Puisque {E,A\E} est une partition de A pour tout E ∈M avec E ⊂ A, d’après

la proposition précédente on a |µ| (A) ≥ |µ(E)|+ |µ(A\E)| d’où |µ| (A) ≥ s. Inversement,

pour tout A ∈M on a |µ| (A) = µ+(A) + µ−(A). Comme

µ+(A) = sup {µ (E) , E ∈M, E ⊂ A} ,
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alors pour tout ε > 0 on peut choisit Eε ∈M et Eε ⊂ A telle que

µ (Eε) ≥ µ+(A)− ε

2
(2.8)

Si µ+(A) = +∞ alors

s ≥ |µ (Eε)| ≥ µ+(A)− ε

2
= +∞

et donc s = +∞ = |µ| (A). Maintenant supposons que µ+(A) < +∞. Alors

µ(A) = µ(Eε) + µ(A\Eε) ≥ µ+(A)− ε

2
+ µ(A\Eε).

D’où

µ(A)− µ+(A) ≥ −ε
2

+ µ(A\Eε),

ce qui implique que

−µ(A\Eε) ≥ µ−(A)− ε

2
. (2.9)

(2.8) et (2.9) donne

|µ (Eε)|+ |µ (A\Eε)| ≥ µ (Eε)− µ(A\Eε) ≥ µ+(A) + µ−(A)− ε = |µ| (A)− ε

En fin

s ≥ |µ (Eε)|+ |µ (A\Eε)| ≥ |µ| (A)− ε, ∀ε > 0.

Ceci entraîne que s ≥ |µ| (A).

Proposition 2.2.6 |µ| est la plus petite mesure positive sur (X,M) qui majore µ.

Preuve. Pour tout A ∈ M on a |µ(A)| ≤ |µ| (A) (Remarque 2.2.3), alors |µ| majore µ.

Supposons que ν est une mesure positive majore µ i.e. |µ(A)| ≤ ν(A) pour tout A ∈ M

et montrons que |µ| (A) ≤ ν(A)?

Soit (An)n≥1 une partition de A dansM. On a

+∞∑
n=1

|µ(An)| ≤
+∞∑
n=1

ν(An) = ν

(
+∞⋃
n=1

An

)
= ν(A)

En prend la borne supérieure sur toute les partitions mesurables de A, on trouve |µ| (A) ≤

ν(A).
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Proposition 2.2.7 Pour toute mesure signée finie µ sur (X,M), la variation totale de

µ est finie c-à-d

‖µ‖ = |µ| (X) <∞,

par conséquent, |µ| (A) <∞ pour tout A ∈M.

Preuve. On sait que l’une des messures µ+ ou µ− est finie et comme µ(X) = µ+(X) −

µ−(X) alors µ+(X) et µ−(X) sont finies, ce qui implique que ‖µ‖ = µ+(X) + µ−(X) est

finie.

Proposition 2.2.8 L’ensemble M(X) des mesures signées finies µ sur (X,M) est un

espace vectoriel sur R, et la variation totale définie une norme sur cet espace.

Preuve. Il est clair que M(X) un sous-espace vectoriel de l’espace de toutes les applica-

tionsM−→ R. Pour toute mesure singée µ ∈M(X) et α ∈ R,

‖αµ‖ = |αµ| (X)

= sup

{
+∞∑
n=1

|αµ(An)| : X =
+∞⋃
n=1

An

}

= |α| sup

{
+∞∑
n=1

|µ(An)| : X =
+∞⋃
n=1

An

}
= |α| ‖µ‖

Si ‖µ‖ = 0 alors |µ| (X) = 0. D’après (2.5) on a

|µ(A)| ≤ |µ| (A) ≤ |µ| (X) = 0, pour tout A ∈M.

Donc µ(A) = 0 pour tout A ∈ M, d’où la mesure signée µ est nulle. Pour l’inégalité

triagulaire on utilisant la relation (2.7), soit µ1, µ2 deux mesures signées sur (X,M)

‖µ1 + µ2‖ = |µ1 + µ2| (X)

= sup
A∈M

{|µ1(A) + µ2(A)|+ |µ1(Ac) + µ2(Ac)|}

≤ sup
A∈M

{|µ1(A)|+ |µ1(Ac)|}+ sup
A∈M

{|µ2(A)|+ |µ2(Ac)|}

= |µ1| (X) + |µ2| (X).

= ‖µ1‖+ ‖µ2‖
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Donc ‖µ1 + µ2‖ ≤ ‖µ1‖+ ‖µ2‖ .

Théorème 2.2.9 M(X), muni de la norme variation totale ‖µ‖ , est un espace de Ba-

nach.

2.3 Intégration par rapport à une mesure signée

Soit µ une mesure signée sur l’espace mesurable (X,M) de la décomposition de Jordan

µ = µ+ − µ−.

Définition 2.3.1 Soit f : X −→ R une fonction mesurable. L’intégrale de f par rapport

à µ est donnée par la relation∫
fdµ =

∫
fdµ+ −

∫
fdµ− (2.10)

Remarques 2.3.2 1) Pour les fonctions f ∈ L1(µ+) ∩ L1(µ−) on a f = f+ − f− avec

f+ = max(f, 0) et f− = max(−f, 0) et alors∫
fdµ =

∫
fdµ+ −

∫
fdµ−

=
∫
f+dµ+ −

∫
f−dµ+ −

∫
f+dµ− +

∫
f−dµ−

2) Comme |µ| = µ+ + µ− on a∫
|f | d |µ| =

∫
|f | d(µ+ + µ−) =

∫
|f | dµ+ +

∫
|f | dµ−

et donc f ∈ L1(|µ|) si et seulement si f ∈ L1(µ+) et f ∈ L1(µ−), c’est-à-dire

L1(µ) = L1(|µ|) = L1(µ+) ∩ L1(µ−) (2.11)

L’intégrale par rapport à une mesure signée vérifie des propriétés analogues à celle de

l’intégrale par rapport à une mesure positive.
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Proposition 2.3.3 Soit µ une mesure signée sur (X,M).

Si f ∈ L1(µ) alors ∣∣∣∣∫ fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |f | d |µ| (2.12)

Preuve. On utilise les propriétés analogues des mesures positives avec (2.10),∣∣∫ fdµ∣∣ =
∣∣∫ fdµ+ −

∫
fdµ−

∣∣
≤

∣∣∫ fdµ+
∣∣+
∣∣∫ fdµ−∣∣

≤
∫
|f | dµ+ +

∫
|f | dµ−

=
∫
|f | d |µ|

Théorème 2.3.4 (Convergence dominée). Soient (fn)n une suite de fonctions de L1(|µ|).

On suppose que

1) fn −→ f, |µ|-presque partout.

2) Il existe une fonction fixe g ∈ L1(|µ|) telle que

|fn| ≤ g, |µ| -presque partout.

Alors,

lim
n−→+∞

∫
fndµ =

∫
fdµ (2.13)

Preuve. Le théorème de convergence dominée (Théorème 1.2.10) pour la mesure positive

|µ| donne

lim
n−→+∞

∫
|fn − f | d |µ| = 0.

Par (2.12) on a ∣∣∣∣∫ fndµ−
∫
fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫ |fn − f | d |µ| −→ 0

donc
∫
fndµ −→

∫
fdµ.

22



2.4 Exercices de chapitre 2

Exercice 2.1

Soit µ une mesure signée sur l’espace mesurable (X,M).

1) Montrer que si E ∈M tel que µ(E) > 0, alors il existe E0 ⊂ E ce qui est un ensemble

positif pour µ avec µ(E0) ≥ µ(E).

2) Montrer que si F ∈M tel que µ(F ) < 0, alors il existe F0 ⊂ F ce qui est un ensemble

négatif pour µ avec µ(F0) ≥ µ(F ).

Solution 2.1

1) Si E est un ensemble positif pour µ alors nous avons terminé (on prend E0 ⊂ E).

Supposons que E est non-positif pour µ. Si (P,N) une décomposition de Hahn de µ, on

pose alors E0 = E ∩ P. Puisque P est positif et E0 ⊂ P donc E0 est aussi positif (voir

Proposition 2.1.7). De plus,

µ(E) = µ {E ∩ (P ∪N)} = µ(E ∩ P ) + µ(E ∩N) = µ(E0) + µ(E ∩N).

N est négétif et E ∩N ⊂ N alors µ(E ∩N) ≤ 0 d’où

0 < µ(E) ≤ µ(E0),

ainsi, E0 = E ∩ P est l’ensemble désiré.

Exercice 2.2

Soit µ une mesure signée sur l’espace mesurable (X,M) de la décomposition de Jordan

(µ+, µ−). Soient E, F ∈M tels que E ∪ F = X et E ∩ F = φ.

Montrer que si µ−(E) = µ+(F ) = 0 alors, le couple (E,F ) est une décomposition de

Hahn de µ.

Exercice 2.2
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Soit µ une mesure signée sur l’espace mesurable (X,M).

Montrer que si (µ+, µ−) est la décomposition de Jordan de la mesure µ, alors inf {µ+, µ−} =

0 (la mesure nulle)

Solution 2.2

Si (P,N) une décomposition de Hahn de la mesure µ, pour tout E ∈M on a

0 ≤ inf
{
µ+, µ−

}
(E)

= inf
{
µ+, µ−

}
(E ∩X)

= inf
{
µ+, µ−

}
(E ∩N) + inf

{
µ+, µ−

}
(E ∩ P )

≤ µ+(E ∩N) + µ−(E ∩ P )

≤ µ(E ∩N ∩ P )− µ(E ∩ P ∩N) = 0.

D’où inf {µ+, µ−} = 0.

Exercice 2.3

1) Soit X un ensemble non vide et soit A,B ⊂ X. Déterminer |χA − χB| .

2) R est muni de la tribu Borélienne B(R) et la mesure de Lebesgue λ.

Soient E ∈ B(R), E 6= φ avec λ(E) <∞ et G ∈ B(E). On définit l’application

µ : B(E) −→ R

A 7−→ µ(A) = λ(G ∩ A)− λ [(E\G) ∩ A]

Montrer que µ est une mesure signée sur (E,B(E)) et déterminer |µ| , la variation de µ.

Solution 2.3

1) On a quatre cas

i) Si x ∈ A\B alors |χA(x)− χB(x)| = 1

ii) Si x ∈ A ∩B alors |χA(x)− χB(x)| = 0

iii) Si x ∈ B\A alors |χA(x)− χB(x)| = 1
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iv) Si x /∈ A ∪B alors |χA(x)− χB(x)| = 0

Dans tous les cas on a

|χA(x)− χB(x)| =

 1, si x ∈ (A\B) ∪ (B\A)

0, si x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∪B)C

=

 1, si x ∈ (A\B) ∪ (B\A)

0, si x /∈ (A\B) ∪ (B\A)

= χA∆B(x)

2) L’application µ est finie sur B(E) car

µ(A) ≤ λ(G ∩ A) ≤ λ(G) <∞

Il est claire que µ(φ) = λ(φ)− λ(φ) = 0

Soit (An)n une suite des éléments de B(E) disjoints 2-à-2. Par la σ-additivité de la mesure

positive λ on a

λ

[
G ∩

(⋃
n≥1

An

)]
= λ

(⋃
n≥1

(G ∩ An)

)
=
∑
n≥1

λ(G ∩ An)

λ

[
(E\G) ∩

(⋃
n≥1

An

)]
=
∑

n≥1

λ [(E\G) ∩ An]

Ce qui implique la σ-additivité de l’application µ.

Pour tout A ∈M on a

µ(A) = λ(G ∩ A)− λ [(E\G) ∩ A]

=
∫
χG∩Adλ−

∫
χ(E\G)∩Adλ

=
∫
A
χGdλ−

∫
A
χE\Gdλ

=
∫
A

(χG − χE\G)dλ
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D’aprés 1) et l’Exemple 2.2.2 on a

|µ| (A) =
∫
A

∣∣χG − χE\G∣∣ dλ
=

∫
A
χG∆(E\G)dλ

=
∫
A
χEdλ

=
∫
A

1dλ

= λ(A)

Donc |µ| = λ.

Exercice 2.4 (Examen 2016)

1) Montrer que si m une mesure signée finie et m1,m2 sont deux mesures positives sur

(X,M) telles que m = m1 −m2, alors

m1 ≥ m+ et m2 ≥ m−.

2) Soient µ, η deux mesures signées finies et ν une mesure positive sur (X,M) telles

que µ+ ν = η.

Utiliser la question précédente pour montrer que

µ+ ≤ η+ ≤ µ+ + ν et η− ≤ µ− ≤ η− + ν.

Solution 2.4

1) Soit (P,N) une décomposition de Hahn de la mesure signée m. Puisque m ≤ m1 et m1

est une mesure positive, pour tout A ∈M on a

m+(A) = m(A ∩ P ) ≤ m1(A ∩ P ) ≤ m1(A)

D’autre part, puisque m(A) <∞, pour tout A ∈M on a

m−(A) = m+(A)−m(A) ≤ m1(A)−m(A) = m2(A)

2) (µ+ + ν) et µ− sont des mesure positives avec η = µ+ ν = (µ+ + ν)−µ−. On applique

1) pour ces mesures ;

η+ ≤ µ+ + ν et η− ≤ µ−.
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Par ailleurs on a µ = η+ − (η− + ν) donc d’aprés 1) ;

µ+ ≤ η+ et µ− ≤ η− + ν.

Exercice 2.5

Soit µ une mesure signée finie sur l’espace mesurable (X,M) et soient (P1, N1), (P2, N2)

deux décompositions de Hahn de la mesure µ. Montrer que

|µ| (P1∆P2) = |µ| (N1∆N2) = 0

Solution 2.5

Puisque |µ| est σ-additive on a

|µ| (P1∆P2) = |µ| (P1\P2) + |µ| (P2\P1)

Si (µ+, µ−) est la décomposition de Jordan de la mesure signée µ,

|µ| (P1\P2) = µ+(P1\P2) + µ−(P1\P2)

On a (P1\P2) ⊂ P1 et P1 est positif, alors (P1\P2) est positif. Ceci implique que µ−(P1\P2) =

0 (voir le Théorème 2.1.13). D’autre part

P1\P2 = P1 ∩ PC
2 = P1 ∩N2 ⊂ N2

et N2 est négatif, alors (P1\P2) est négatif. Ceci implique que µ+(P1\P2) = 0. En fin on a

|µ| (P1\P2) = 0 + 0 = 0

De même façon montrons que |µ| (P2\P1) = 0. Donc |µ| (P1∆P2) = 0.

Nous suivons les mêmes étapes pour prouver que |µ| (N1∆N2) = 0.

Exercice 2.6

Soit µ une mesure signée finie sur l’espace mesurable (X,M) de décomposition de Hahn

(P,N).
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1) Pour A ∈M, calculer
∫
χAdµ et

∫
A

(χP − χN)dµ

2) Montrer que pour tout A ∈M on a

|µ| (A) = sup
|f |≤1

∣∣∣∣∫
A

fdµ

∣∣∣∣ .
Solution 2.6

1) Si (µ+, µ−) est la décomposition de Jordan pour µ et par la définition de l’intégration

par rapport à la mesure signée et la mesure positive on a∫
χAdµ =

∫
χAdµ

+ −
∫
χAdµ

− = µ+(A)− µ−(A) = µ(A)

Et aussi, puisque A ∩ P est positif et A ∩N est négatif on a∫
A

(χP − χN)dµ =
∫
A
χPdµ−

∫
A
χNdµ

= µ(A ∩ P )− µ(A ∩N)

= µ+(A) + µ−(A)

= |µ| (A)

2) Soit f mesurable avec |f | ≤ 1, alors par (2.12) on a∣∣∣∣∫
A

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
A

|f | d |µ| ≤
∫
A

d |µ| = |µ| (A)

Ce qui donne sup
|f |≤1

∣∣∫
A
fdµ

∣∣ ≤ |µ| (A).

Inversement, choisissons la fonction mesurable (χP−χN), on a |χP − χN | ≤ 1 car N∩P =

φ et N ∪ P = X. Alors

sup
|f |≤1

∣∣∣∣∫
A

fdµ

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∫
A

χP − χNdµ
∣∣∣∣ = |µ| (A)

28



Chapitre 3

Théorème de Radon-Nikodym et

applications
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3.1 Absolue continuité

Définition 3.1.1 Soit m une mesure positive sur (X,M) et µ une mesure signée sur

(X,M). On dit que µ est absolument continue par rapport à m et l’on écrit µ � m si

pour tout A ∈M tel que m(A) = 0 on a également µ(A) = 0.

∀A ∈M : m(A) = 0 =⇒ µ(A) = 0

Une mesure sur (Rn,B(Rn) est absolument continue si elle est absolument continue par

rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 3.1.2 Si m et µ sont deux mesures positives sur (X,M) telles que µ ≤ m,

alors µ � m. En effet, soit A ∈ M tel que m(A) = 0 on a 0 ≤ µ(A) ≤ m(A) = 0 alors

µ(A) = 0.

Exemples 3.1.3 1) Toute mesure signée finie µ est absolument continue par rapport

à sa variation |µ| c-à-d µ � |µ| . En effet soit A ∈ M tel que |µ| (A) = 0. Puisque

|µ(A)| ≤ |µ| (A) on a µ(A) = 0.

2) Soit m une mesure positive sur (X,M) et f ∈ L1(m). Soit µ la mesure de densité f

par rapport à m c-à-d

µ(A) =

∫
A

fdm, A ∈M

Alors µ� m car m(A) = 0 =⇒
∫
A
fdm = 0.

Nous allons voir que si m est une mesure σ-finie, alors toute mesure absolument continue

par rapport à m est de ce type : c’est le Théorème de Radon-Nikodym.

Proposition 3.1.4 Si µ� m alors |µ| � m

Preuve. Supposons que m(A) = 0. D’après le Corollaire 2.2.5 on a

|µ| (A) = sup {|µ(E)|+ |µ(A\E)| : E ∈M et E ⊂ A}
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Soit E ∈ M tel que E ⊂ A et donc m(E) = 0 et m(A\E) = 0 (car A\E ⊂ A), alors

µ(E) = 0 et µ(A\E) = 0 puisque µ � m. Il en résulte que |µ| (A) = 0, en passant à la

borne supérieure.

Corollaire 3.1.5 µ� m si et seulement si µ+ � m et µ− � m.

Preuve. Supposons que µ � m, alors |µ| � m. Soit A ∈ M avec m(A) = 0, alors

|µ| (A) = 0 et µ(A) = 0 ce qui implique que µ+(A) = 0 et µ−(A) = 0 puisque |µ| = µ++µ−

et µ = µ+ − µ−.

Inversement, si µ+, µ− � m, alors m(A) = 0 implique µ+(A) = µ−(A) = 0 et donc

µ(A) = 0, ce qui suffi t.

Proposition 3.1.6 Soient m, µ deux mesures sur (X,M) avec m positive et µ signée

finie. Alors µ� m si et seulement si

(∀ε > 0) (∃δ > 0) ∀A ∈M : m(A) ≤ δ =⇒ |µ(A)| ≤ ε (3.1)

Preuve. (⇐=) Supposons que (3.1) est vrai et soit A ∈ M avec m(A) = 0 alors 0 =

m(A) ≤ δ pour tout δ et donc

(∀ε > 0) |µ(A)| ≤ ε

Ceci entrâine µ(A) = 0 et alors µ� m.

(=⇒) Supposons la propriété (3.1) fausse, alors

(∃ε > 0) (∀δ > 0) (∃Aδ ∈M) : m(A) ≤ δ et |µ(A)| > ε (3.2)

Si on pose δ =
1

2n
on obtient

(∀n ≥ 1) (∃An ∈M) : m(An) ≤ 1
2n
et |µ(An)| > ε

Posons A =
+∞⋂
n=1

+∞⋃
k=n

Ak. Puisque

A ⊂
+∞⋃
k=n

Ak, pour tout n ≥ 1
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on déduit que

m(A) ≤ m

(
+∞⋃
k=n

Ak

)
≤

+∞∑
k=n

m(Ak) ≤
1

2n−1

Par le passage à la limite quand n −→ +∞ on trouve m(A) = 0.

Lamesure positive |µ| est finie car µ est finie (voir Proposition 2.2.7) et la suite
(

+∞⋃
k=n

Ak

)
n≥1

est

décroissante. Ainsi, la continuité décroissante de |µ| donne

|µ| (A) = lim
n−→+∞

|µ|
(

+∞⋃
k=n

Ak

)
≥ lim

n−→+∞
|µ| (An) ≥ lim

n−→+∞
|µ(Ak)| > ε > 0.

m(A) = 0 et |µ| (A) > 0 implique que |µ| n’est pas absolument continue par rapport à m,

alors µ n’est pas absolument continue par rapport à m en vertu de la Proposition 3.1.4.

Remarque 3.1.7 Si µ est une mesure positive infinie, alors l’imlication (=⇒) dans la

proposition précédente est faux en general. Il suffi t de prendre m = λ la mesure de

Lebesgue sur B(R) et µ(A) =
∫
A
|t| dλ(t). On sait que µ � λ. D’autre part, la suite([

n, n+
1

n

])
n≥1

vérifie

µ

([
n, n+

1

n

])
=

∫ n+ 1
n

n

tdt = 1 +
1

n2
> 1

alors que

λ

([
n, n+

1

n

])
=

1

n
−→ 0

D’où la condition (3.2), la négation de (3.1), est vérifie.

Mesures étrangères (ou singulières)

Définition 3.1.8 Soient µ et ν deux mesures signées sur (X,M). On dit que µ et ν sont

étrangères, et l’on écrit µ ⊥ ν, s’il existe A ∈M telle que A est µ-nul et Ac est ν-nul.

Remarque 3.1.9 Si µ est une mesure positive, alors A est µ-nul signifie que µ(A) = 0.
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Exemple 3.1.10 Soit µ une mesure signée avec une décomposition de Hahn (P,N) et la

décomposition de Jordan (µ+, µ−). On a donc µ+ ⊥ µ−. En effet, puisque P est positive

et N négative on a µ+(N) = 0 et µ−(N c) = µ−(P ) = 0 (voir Théorème 2.1.13).

Proposition 3.1.11 Soit m une mesure positive sur (X,M) et µ, µ1, µ2 des mesures

signées (µ1 et µ2 finies) sur (X,M). On a :

1) µ1 ⊥ µ2 =⇒ |µ1| ⊥ |µ2|

2) µ1 ⊥ µ et µ2 ⊥ µ =⇒ (µ1 + µ2) ⊥ µ

3) µ1 � m et µ2 � m =⇒ (µ1 + µ2)� m

4) µ1 � m et µ2 ⊥ m =⇒ µ1 ⊥ µ2

5) Si µ� m et µ ⊥ m la mesure µ est nulle.

Preuve. 1) exercice.

2) Il existent A1, A2 ∈ M tels que A1, A2 sont µ-nuls, Ac1 est µ1-nul et A
c
2 est µ2-nul.

Par la Proposition 2.1.7 on voit que la partie A = A1 ∪ A2 est µ-nul. Soit E ∈ M,

E ⊂ Ac = Ac1 ∩ Ac2 alors que E ⊂ Ac1 et E ⊂ Ac2 ce qui donne

(µ1 + µ2)(E) = µ1(E) + µ2(E) = 0.

Donc Ac est (µ1 + µ2)-nul.

3) est simple car si m(A) = 0 on a µ1(A) = 0 et µ2(A) = 0 donc

(µ1 + µ2)(A) = µ1(A) + µ2(A) = 0.

4) Si µ2 ⊥ m il existe A ∈ M tel que A est µ2-nul et m(Ac) = 0. Il suffi t de montrer

que Ac est µ1-nul. Soit E ∈ M avec E ⊂ Ac donc m(E) = 0, comme µ1 � m on obtient

µ1(E) = 0.

5) Si µ� m et µ ⊥ m, alors d’après 4) on a µ ⊥ µ. Donc il existe A ∈ M tel que A est

µ-nul et Ac est µ-nul, ceci implique que pour tout E ⊂ A ∪ Ac = X vérifier µ(E) = 0 et

donc µ est nulle.
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3.2 Le Théorème de Radon-Nikodym

Théorème 3.2.1 (de Radon-Nikodym)

Soit m, µ deux mesures sur (X,M) telles que m est positive σ-finie et µ est signée finie

avec µ � m. Alors il existe une unique (m-presque par tout) fonction réelle intégrable

f ∈ L1(m) ( f mesurable positive si µ est positive σ-finie), telle que

µ(A) =
∫
A
hdm, ∀A ∈M (3.3)

Dans ce cas on écrit µ = f.m

En général, f se note
dµ

dm
et on dit que c’est une dérivée de Radon-Nikodym de µ par

rapport à m.

L’hypothèse de σ-finitude dans le théorème précédent est nécessaire comme le montre

l’exemple suivant.

Exemple 3.2.2 Posons m = c la mesure de comptage et µ = λ la mesure de Lebesguesur

définies sur R. On sait que c n’est pas σ-finie car R n’est pas dénombrable. On a λ � c

car si c(A) = 0 on a A = φ et λ(φ) = 0. Supposons qu’elle existe une fonction f ∈ L1(c)

telle que

λ(A) =
∫
A
fdc, ∀A ∈ B(R).

Donc pour tout x ∈ R on a

0 = λ({x}) =

∫
{x}

fdc = f(x)

∫
{x}

dc = f(x)c({x}) = f(x)

on devrait donc avoir λ(A) =
∫
A

0dc = 0 pour tout A ∈ B(R), contradiction. Alors la

mesure de Lebesgue n’admet pas une dérivée de Radon-Nikodym par rapport à la mesure

de comptage.

Proposition 3.2.3 Soient m, µ et µ′ trois mesures positives σ-finies sur (X,M) telles

que µ� m et µ′ � m. Alors

d(µ+ µ′)

dm
=
dµ

dm
+
dµ′

dm
, m-p.p
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Preuve. Posons f =
dµ

dm
et g =

dµ′

dm
avec f et g des fonctions mesurables positives.

D’après 3) dans la Proposition 3.1.11 on a µ + µ′ � m. Alors pour utiliser le Théorème

de Radon-Nikodym, il reste à montrer que la mesure positive µ + µ′ est σ-finie. Il existe

(An)n≥1, (Bn)n≥1 ⊂M tels que

X =

+∞⋃
n=1

An =

+∞⋃
n=1

Bn et

 µ(An) <∞

µ′(Bn) <∞
pour tout n ≥ 1

Pour tout n,m ≥ 1 on a

(µ+ µ′)(An ∩Bm) = µ(An ∩Bm) + µ′(An ∩Bm)

≤ µ(An) + µ′(Bm) <∞

et aussi
+∞⋃
n,m=1

(An ∩Bm) =

(
+∞⋃
n=1

An

)
∩
(

+∞⋃
m=1

Bm

)
= X

Donc µ+ µ′ est σ-finie.

D’après Radon-Nikodym, il existe une fonction positive mesurable h telle que pour tout

A ∈M, on a

(µ+ µ′)(A) =

∫
A

hdm

D’autre part

(µ+ µ′)(A) = µ(A) + µ′(A) =

∫
A

(f + g)dm

Ce qui donne f + g = h, m-p.p, d’où

d(µ+ µ′)

dm
=
dµ

dm
+
dµ′

dm
, m-p.p
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3.3 Applications du Théorème de Radon-Nikodym

3.3.1 Caractère complet de M(X)

M(X) est l’ensemble des mesures signées finies µ sur (X,M). Dans la suite on utilisant

le théorème de Radon-Nikodym pour donner une preuve simple du Théorème 2.2.9 dit

que M(X) est un espace de Banach muni de la norme variation totale.

Lemme 3.3.1 Si P une probabilité sur (X,M) (i.e. P est une mesure positive avec

P(X) = 1). Alors l’application

Ψ : L1(P) −→M(X), Ψ(f) = µ = f.P

est une isométrie linéaire.

Preuve. L’application Ψ est linéaire car pour tout f, g ∈ L1(P), α, β ∈ R, et A ∈ M on

a

Ψ(αf + βg)(A) =

∫
A

(αf + βg)dP = α

∫
A

fdP+ β

∫
A

gdP = αΨ(f)(A) + βΨ(g)(A)

D’après l’Exemple 2.2.2, pour tout f ∈ L1(P) on a

‖Ψ(f)‖M(X) = ‖µ‖ = |µ| (X) =

∫
X

|f | dP = ‖f‖L1(P)

Preuve. (de Théorème 2.2.9)

Soit (µn)n une suite de Cauchy dans M(X). S’il y a une infinité des termes µn qui sont

nulle, la suite converge vers 0. Sinon, on peut supposer µn 6= 0 pour tout n ≥ 1. Posons

alors

P =
+∞∑
n=1

1

2n ‖µn‖
|µn|

P est une probabilité car

P(X) =

+∞∑
n=1

1

2n ‖µn‖
‖µn‖ = 1.
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D’autre part µn � P pour tout n ≥ 1 car si A ∈ M avec P(A) = 0 on a |µn| (A) = 0

pour tout n ≥ 1 ce qui implique que µ+
n (A) = 0 et µ−n (A) = 0 donc µn(A) = 0 pour tout

n ≥ 1. D’après le théorème de Radon-Nikodym il existe fn ∈ L1(P) tel que

µn(A) =

∫
A

fndP, pour tout n ≥ 1 et A ∈M

La suite (fn)n est de Cauchy dans l’espace de Banach L1(P) puisque par le lemme pré-

cèdent on a

‖fn − fm‖L1(P) = ‖Ψ(fn)−Ψ(fm)‖M(X) = ‖µn − µm‖

et donc fn −→ f ∈ L1(P). De nouveau par le lemme précèdent on a µn −→ µ = f.P ∈

M(X) car

‖µn − µ‖ = ‖Ψ(fn)−Ψ(f)‖M(X) = ‖fn − f‖L1(P) −→ 0.

Théorème 3.3.2 Soit m une mesure positive σ-finie sur (X,M). Soit Am, constitué par

les mesures signées finies µ ∈M(X) absolument continues par rapport à m c-à-d

Am = {µ ∈M(X) : µ� m}

1) Am est un sous espace fermé de M(X)

2) Il existe un isomorphisme isométrique entre l’espace de Banach L1(m) et l’espace Am.

Preuve. 1) Am est un sous espace vectoriel de M(X) car si µ � m et ν � m alors

αµ+ βν � m pour tout α, β ∈ R.

Soit (µn)n≥1 une suite dans Am convergeant (au sens de la norme de M(X)) vers µ ∈

M(X) c-à-d

lim
n−→+∞

‖µn − µ‖ = lim
n−→+∞

|µn − µ| (X) = 0.

Pour tout A ∈M, la suite réelle (µn(A))n≥1 converge vers µ(A) car

|µn(A)− µ(A)| ≤ |µn − µ| (A) ≤ |µn − µ| (X) −→ 0
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Soit maintenant A ∈ M avec m(A) = 0, donc, puisque µn � m on a µn(A) = 0 pour

tout n ≥ 1 et alors µ(A) = lim
n−→+∞

µn(A) = 0, ce qui montre que µ� m d’où µ ∈ Am.

2) Définissons l’application Φ : L1(m) −→ Am par Φ(f) = µ = f.m. Cette application est

une isométrie linéaire (voir la preuve du Lemme 3.3.1), Φ est surjective car si µ ∈ Am on

a µ� m et m est σ-finie, alors par le Théorème de Radon-Nikodym il existe f ∈ L1(m)

telle que µ = f.m = Φ(f).

3.3.2 Décomposition de Lebesgue d’une mesure signée

Théorème 3.3.3 Soit m, µ deux mesures sur (X,M) telles que m positive σ-finie et µ

est signée finie. Alors il existe un unique couple de mesures signées µa et µs (positives si

µ est positive σ-finie) sur (X,M) telles que

µ = µa + µs avec

 µa � m

µs ⊥ m
(3.4)

De plus on a µa ⊥ µs(d’après 4) de la Proposition 3.1.11.

Le couple (µa, µs) s’appelle la décomposition de Lebesgue de µ relative à m.

L’exemple suivant montre que l’on ne peut emettre les hypothèses de σ-finitude

Exemple 3.3.4 Posons m = λ la mesure de Lebesgue sur R et µ = c la mesure de

comptage sur R. (La mesure c n’est pas σ-finie). Si l’on avait c = µa + µs avec
µa � λ

µs ⊥ λ

µa ⊥ µs

On devrait avoir

µa({x}) = 0, ∀x ∈ R

car µa � λ et λ({x}) = 0. On aurait donc

µs({x}) = 1, ∀x ∈ R
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Puisque µa ⊥ µs, il existe A ∈ B(R) telle que µa(A
c) = 0 et µs(A) = 0, dans ce cas,

A = φ car si x ∈ A on a

µs(A) ≥ µs({x}) = 1, impossible car µs(A) = 0

Il faudrait donc µa(A
c) = µa(R) = 0 d’où la mesure positive µa est nulle. Ainsi, on aurait

µs = c ⊥ λ

Donc il existe B ∈ B(R) telle que c(B) = 0 et λ(Bc) = 0. Ce qui implique que B = φ

et λ(R) = 0, contradiction, donc la mesure c n’admet pas de décomposition de Lebesgue

relative à λ.

3.3.3 Décomposition polaire d’une mesure signée

Lemme 3.3.5 (Lemme des moyennes)

Soit m une mesure positive finie sur (X,M) et F un sous-ensemble fermé de R. Soit

g ∈ L1(m) telle que

MA(g) =

(
1

m(A)

∫
A

gdm

)
∈ F,

pour tout A ∈M avec m(A) 6= 0. Alors

g(x) ∈ F, pour m-presque par tout x ∈ X.

Preuve. On va montrer que

m({x ∈ X : g(x) /∈ F}) = 0,

ceci traduit par m [g−1(F c)] = 0.

Comme F c est un ouvert dans R il est réunion dénombrable d’intervalles ouverts I1, I2, ...

F c =
+∞⋃
n=1

In.
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On a

m
[
g−1(F c)

]
= m

[
+∞⋃
n=1

g−1(In)

]
≤

+∞∑
n=1

m
[
g−1(In)

]
Il suffi t donc de démontrer que

m [g−1(In)] = 0, ∀n ≥ 1

Possons An = g−1(In). Par l’absurde, supposons qu’il existe j ≥ 1 tel quem(Aj) 6= 0, alors

par hypothèse MAj(g) ∈ F et d’autre part, si x ∈ Aj on a g(x) ∈ Ij = ]aj − rj, aj + rj[

avec aj ∈ R, rj > 0, et donc |g(x)− aj| < rj. Par intégration on obtient∣∣MAj(g)− aj
∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1

m(Aj)

∫
Aj

(g − aj)dm
∣∣∣∣∣

≤ 1

m(Aj)

∫
Aj

|g − aj| dm

<
1

m(Aj)

∫
Aj

rjdm = rj

Cela signifie que MAj(g) ∈ ]aj − rj, aj + rj[ ⊂ F c, d’où MAj(g) ∈ F c. On aboutit donc à

une contradiction, donc m(An) = 0 pour tout n ≥ 1 et le résultat est démontré.

Proposition 3.3.6 Soit µ une mesure signée finie sur (X,M). Il existe une fonction

h : X −→ R mesurable telle que 
|h(x)| = 1, |µ| -p.p

et

µ = h. |µ|

Preuve. La mesure positive |µ| est finie (voir Proposition 2.2.7) et µ� |µ| (voir l’Exemple

3.1.3). Par le Théorème de Radon-Nikodym il existe h ∈ L1(|µ|) telle que µ = h. |µ| .

Reste à voir que |h(x)| = 1, |µ|-p.p.

Montrons d’abord que |h| ≥ 1, |µ|-p.p. Pour r > 0 on pose Ar = {x ∈ X : |h(x)| < r} .

Par définition on a

|µ| (Ar) = sup

{
+∞∑
n=1

|µ(Bn)| : (Bn)n≥1 ⊂M partition de Ar

}
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Soit (Bn)n≥1 une partition de Ar,

+∞∑
n=1

|µ(Bn)| =
+∞∑
n=1

∣∣∣∣∫
Bn

hd |µ|
∣∣∣∣ ≤ +∞∑

n=1

∫
Bn

|h| d |µ|

≤
+∞∑
n=1

∫
Bn

rd |µ| = r
+∞∑
n=1

|µ| (Bn), (car Bn ⊂ Ar)

= r |µ|
(

+∞⋃
n=1

Bn

)
= r |µ| (Ar)

l’inégalité
+∞∑
n=1

|µ(Bn)| ≤ r |µ| (Ar) valable pour tout partition (Bn)n≥1 de Ar, on en déduit

|µ| (Ar) ≤ r |µ| (Ar)

Si r < 1, ceci implique que |µ| (Ar) = |µ| {|h| < r} = 0, alors |µ| {|h| < 1} = 0. Ainsi

|h| ≥ 1, |µ|-p.p.

D’un autre côté, si µ(A) 6= 0 on a

|MA(h)| =
∣∣∣∣ 1

|µ| (A)

∫
A

hdµ

∣∣∣∣ =
1

|µ| (A)
|µ(A)| ≤ 1

|µ| (A)
|µ| (A) = 1

On peut donc utiliser le lemme des moyennes (où [−1, 1] remplace F ), et en conclure que

|h| ≤ 1, |µ|-p.p.

3.4 Exercices de chapitre 3

Exercice 3.1

Soit X un ensemble dénombrable et soit ν = δa−3δb où δa et δb sont les mesures de Dirac

au points a, b ∈ X avec a 6= b.

1) Montrer que la mesure signée ν admet une dérivée de Radon-Nikodym par rapport à

la mesure comptage µc sur P(X). Déterminer
dν

dµc
2) Soit d ∈ X, avec d 6= a et d 6= b.

A) Montrer que ν n’est pas absolument continue par rapport à δd
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B) Démontrer qu’il n’existe aucune fonction mesurable h : X −→ R vérifier

ν(A) =
∫
A
hdδd, pour tout A ∈ P(X).

Solution 3.1

1) La mesure positive µc est σ-finie car X est dénombrable, en effet

X =

+∞⋃
n=1

{an} et µc({an}) = 1 <∞, pour tout n ≥ 1.

La mesure signée ν est finie car pour tout A ∈ P(X) on a

|ν(A)| ≤ δa(A) + 3δb(A) ≤ 4.

On a aussi ν � µc car si A ∈ P(X) avec µc(A) = 0 on a A = φ et alors ν(A) = ν(φ) = 0

D’après le Théorème de Radon-Nikodym, il existe une fonction f ∈ L1(µc) telle que

ν(A) =

∫
A

fdµc

En particulier, pour A = {x} , x ∈ X, d’une part on a

ν({x}) = δa({x})− 3δb({x}) = χ{a}(x)− 3χ{b}(x)

D’autre part on a

ν({x}) =

∫
{x}

fdµc = f(x)

∫
{x}

dµc = f(x)

Ce qui montre que
dν

dµc
= f = χ{a} − 3χ{b}

2) A) Si on pose A = {a} on trouve

δd({a}) = 0 mais ν({a}) = 1

B) Supposons qu’il existe h : X −→ R vérifier ν(A) =
∫
A
hdδd. Pour A = {a} on obtient

1 = ν({a}) =

∫
{a}

hdδd = h(a)δd({a}) = 0
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Ceci une contradiction.

Exercice 3.2

Soient η, µ et ν trois mesures positives σ-finies sur (X,M).

Montrer que si η � µ et µ� ν alors η � ν et

dη

dν
=
dη

dµ

dµ

dν
, ν-p.p

Solution 3.2

Soit A ∈ M avec ν(A) = 0, alors µ(A) = 0 (car µ � ν) et donc η(A) = 0 (car η � µ).

Ce qui montre que η � ν.

Par le Théorème de Radon-Nikodym il existe trois fonctions mesurables positives

f =
dη

dµ
, g =

dµ

dν
, h =

dη

dν

C-à-d pour tout A ∈M

η(A) =
∫
A
fdµ, µ(A) =

∫
A
gdν, η(A) =

∫
A
hdν

l’intégration par rapport à la mesure µ à densité g donne

η(A) =

∫
A

fdµ =

∫
A

fgν

L’égalité
∫
A
hdν =

∫
A
fgν implique que h = fg, ν-p.p d’où le résultat.

Exercice 3.3

Soit µ une mesure positive σ-finie sur (X,M) et soit E, F deux éléments de M. On

définit µE surM par

µE(A) = µ(E ∩ A), pour tout A ∈M

1) Montrer que µE une mesure positive sur (X,M) et qu’elle vérifie µE � µ.

Calculer
dµE
dµ

.

2) Montrer que µE � µF si et seulement si µ(E\F ) = 0.

43



Solution 3.3

1) µE(φ) = µ(E ∩ φ) = µ(φ) = 0. La σ-additivité résulte immédiatement de celIe de µ.

Soit A ∈M avec µ(A) = 0. D’après la monotonie de la mesure positive on a

µE(A) = µ(E ∩ A) ≤ µ(A) = 0

d’où µE(A) = 0. Ce qui donne µE � µ.

D’après le Théorème de Radon-Nikodym il existe une fonction hmesurable positive unique

µ-presque par tout telle que

∀A ∈M, µE(A) =
∫
A
hdµ

D’autre part

∀A ∈M, µE(A) = µ(E ∩ A) =
∫
E∩A dµ =

∫
A
χEdµ

Donc
dµE
dµ

= h = χE, µ-p.p, comme il résulte de l’égalité
∫
A
hdµ =

∫
A
χEdµ.

2) =⇒) Supposons que µE � µF , puisque µ(E\F ) = µ(E ∩ FC) = µE(FC), il suffi t de

montrer que µF (FC) = 0 et ceci clair car

µF (FC) = µ(F ∩ FC) = µ(φ) = 0

⇐=) Supposons que µ(E\F ) = 0. Soit A ∈M telle que µF (A) = 0. D’autre part

A = A ∩X = A ∩ (F ∪ FC) = (A ∩ F ) ∪ (A ∩ FC)

Alors

µE(A) = µE(A ∩ F ) + µE(A ∩ FC)

= µ(A ∩ F ∩ E) + µ(A ∩ FC ∩ E)

≤ µ(A ∩ F ) + µ(FC ∩ E)

= µF (A) + µ(E\F )

= 0
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donc µE(A) = 0.

Exercice 3.4

Soient m, µ et ν trois mesures positives σ-finies sur (X,M) telles que

µ(A) =
∫
A
gdm, ν(A) =

∫
A
fdm, pour tout A ∈M

où f et g sont deux fonctions mesurables positives vérifiant

m ({fg > 0}) 6= 0, et {f = 0} ⊂ {g > 0}

1) Montrer que pour tout B ∈M avec B ⊂ P = {fg > 0} on a

m(B) =

∫
B

1

g
dµ

2) Montrer que la décomposition de Lebesgue de la mesure ν par rapport à µ est donnée

par les mesures ν0 et ν1 avec

ν0(A) =

∫
A

f

g
χPdµ, ν1(A) = ν(A ∩GC), pour tout A ∈M

où G = {g > 0} .

Solution 3.4

1) Puisque g 6= 0 sur B, l’intégration par rapport à la mesure µ à densité g donne

m(B) =

∫
B

dm =

∫
B

1

g
gdm =

∫
B

1

g
dµ

2) D’après le théorème de décomposition de Lebesgue, il suffi t de montrer que

ν = ν0 + ν1, ν0 � µ et ν1 ⊥ µ
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Pour tout A ∈M on a

ν0(A) + ν1(A) =

∫
A

f

g
χPdµ+

∫
A∩GC

fdm

=

∫
A

fχPdm+

∫
A∩GC

fdm

=

∫
A∩P

fdm+

∫
A∩GC

fdm

=

∫
A∩P

fdm+

∫
A∩pC

fdm, (car A ∩GC = A ∩ pC)

=

∫
A

fdm, (car (A ∩ P ) ∪ (A ∩ pC)

= ν(A)

Soit A ∈M telle que µ(A) = 0, alors µ(A ∩ P ) = 0 car A ∩ P ⊂ A et donc

ν0(A) =

∫
A

f

g
χPdµ =

∫
A∩P

f

g
dµ = 0.

Ce qui montre que ν0 � µ. D’autre part

ν1(G) = ν(G ∩GC) = ν(φ) = 0.

Et aussi

µ(GC) =

∫
GC

gdm =

∫
{g=0}

gdm = 0

Ce qui montre que ν1 ⊥ µ.

Exercice 3.5

Soient (X,M,m) un espace mesuré positive σ-fini, A,B,C ∈ M avec m(A),m(B) < ∞

et α, β ∈ R avec αβ 6= 0.

Soit µ la mesure signée définie sur (X,M) par

µ(E) = α.m(A ∩ E) + β.m(B ∩ E), E ∈M

Soit η une autre mesure positive définie sur (X,M) par

η(E) = m(C ∩ E), E ∈M
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1) Déterminer
dµ

dm
, la dérivée de Radon-Nikodym de µ par rapport à m.

2) Supossons que m [(A ∪B)\C] = 0

a) Montrer que pour tout E ∈M on a

µ(E) = α.m(E ∩ A ∩ C) + β.m(E ∩B ∩ C)

b) Déduire que µ est absolument continue par rapport a η

c) Déterminer
dµ

dη
, la dérivée de Radon-Nikodym de µ par rapport à η.
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Chapitre 4

Mesure de Radon
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