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Exercice 3 : 
1) i)  Pour  , alors ][2

2
210 XIRXaXaaP  XaaP 21 2'  et 22'' aP  , d’où 

. C’est à dire 2
212 XaXaa 1)( aPf  2a10 aa   

ii)  un endomorphisme si et seulement si  est une application linéaire (morphisme) de  dans 

lui-même, i.e 

f f

]

][2 XIR

2))(deg([)(:][ 22  PfXIRPfXIRP  ? 
On a  est une application linéaire f

D’autre part, , donc 2
2121)( XaXaaaPf  2))(deg( Pf  puisque IRa 2 , par conséquent est 

un endomorphisme de .  

f

][2 XIR

2) On sait que )())((:][2 PfPffXIRPfff    

On a . C’est à dire 2
2121)( XaXaaaPf  210 aaa  , alors  

2
2121

2
2121 )())(())(( XaXaaaXaXaaafPffPff   

Alors  fff 

3) L e noyau de f est défini par  
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Est un sous espace vectoriel de  engendré par  ][2 XIR  101  GL  de plus elle est une base de . )ker( f

D’autre part,  
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Un sous espace vectoriel de  engendré par  ][2 XIR  1,1 2
212  XGXGL  de plus elle est libre, 

donc elle forme une base de . )Im( f

4)  et 1)()ker(dim 1  LCardf
IR

2)()Im(dim 2  LCardf
IR

 

5) On montre que  en deux étapes : )Im()ker(][2 ffXIR 
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i)  
Soit  tel que ][2

2
210 XIRXaXaaP  )ker()Im( ffP  , alors  

210
2

2121
2

210 )Im( aaaXaXaaaPfXaXaaP   

et  
0)ker( 210

2
210  aaaPfXaXaaP  

En déduit que , ainsi , donc 0210  aaa 0P  ][2
0 XIRP  

On obtient que  ][2
0)ker()Im( XIRff   

L’autre inclusion étant toujours vérifiée, on aura  ][2
0)ker()Im( XIRff   

ii) Soit ][2 , on peut écrire  2
210 XIRXaXaaP 

21

210
2

2121 )()(

PP

aaaXaXaaaP




Où et )Im(2
21211 fXaXaaaP  )ker(2102 faaaP  , on a donc )ker()Im(][2 ffXIR   . 

L’autre inclusion étant évident puisque )ker()Im( ff   est un sous espace vectoriel de , on 

conclut que  

][2 XIR

)ker()Im(][2 ffXIR  . 
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