Chapitre 4

Formes différentielles, différentielle
extérieur

4.1 Formes p-linéaires

Soit F un espace vectoriel de dimention n sur le corps K =R ou C
Définition 4.1 Soit l'application f, telle que

fiEXEXE..xE — K
(1,22, ..., Zp) —  f(x1,z2,...,2p)

f est dite p-linéaire si, f est linéaire par rapport chaque variable x;.

Remarque 4.1
1. Sip=1, f est dite linéaire.
2. Sip=2, f est dite bilinéaire.

3. L’ensemble de p-formes linéaires noté par L,(E,K).

Exemple 4.1

1:RZxR2 — R
f

(z,y) = fi(x,y) = T1ye — 2y
f2 ‘R2xR? — R

(z,y) = fa(x,y) = 21y1 + 1212

fi et fo sont des formes bilinéaires sur R% x R2.

4.2 Formes p-linéaires alternées

Définition 4.2 Soit
fiEXExXE..XxXE=FE — K

(1, T2y, Tp) = f(x1,22,...,2p)
est dite forme linéaire alternée si,
F@1, 22y ey Ty ooy Ty ey Tp) = — f (B, T2, ooy By ooy Ty ooy Tp), Vi, j=1,pet i # ]

Exemple 4.2 Dans l’exemple précédent f1 est une forme alternée, mais fo n’est pas.

Remarque 4.2
1. L’ensemble des p-formes linéaires alternées est noté par AP(E,K) ou AP(E,K)
2. AP(E,K) = AP(E,K) est un sous-espace de L,(E,K)

Proposition 4.1 Soit f telle que

fiEXExXE..XxE=FE — K
(1,22, ..., Zp) —  f(z1,22,...,2p)

f est alternée ssi,
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1. f(z1,22,....,2p) = 0 chaque fois qu’il existe un couple (i,7),x; = x; et i # j
2. un p-uplets vecteurs liées x; = Zj:l Ajx;

Remarque 4.3 Sip > n la seule forme p-linéaire alternée sur E c’est la forme f=0

Définition 4.3

1. Soit l’ensemble {1,2,...,p} C N.
On dit qu’une permutation de {1,2,...,p} vers {1,2,...,p} toute application bijective.
On note par S(p) Uensemble de toute les permutation de {1,2,...,p} vers {1,2,...,p}

2. Soit o € S(p).

On dit que o est une trasposition ssi,
Ji,jel,p: o(i) =4, o(j) =14, et o(k) =k, Vk £,k #j
3. On définit lapplication € par
e: Slkp) — {-1,+1}

+1,  nombre du permutation est pair
o — g(o) = {

—1, nombre du permutation est impair
On appelle la signature de o, la valeur de lapplication € au o i.e., e(0)

Remarque 4.4

1. Une transposition o est une permutation qui permute deux éléments (nombres) distinctss et laisse les
autres.

2. 02=1.
Proposition 4.2 Soient f € L,(E,K) et o € S(p), On définit Uapplication (o f) par
(cf):EXExE..xE=FEF — K
(z1,22, ..., Tp) > f(To@)s To2)s -+ To(p))

qui admet les propriétés suivantes :

1. (of) =¢e(o)f, ie., f(To1),To(2), - To@p)) = () f(x1,22,...,2p)
2. 8(010'2) = 8(0’1)8(0’2)

3. 7(of) = (ro)f
4.3 Produit extérieur
Définition 4.4 Soit f € AP(E,K), g € AY(E,K) et soit ¢ une application bilinéaire définie par ¢ : FxG — H

ot F,G et H sont des espaces vectoriels.
On définit Uapplication f Ay g par

fheg: Epta — K
(X1, 22y ooy Tpy Tppieees Tptg) —> fAp g
ou
Freg=e0) Y O[f(T0) Ta@): s Top)s 9 To(pr1)s Topr2ys - Talpia))]
c€S(p+q)

Définition 4.5 On appelle Uapplication f Ny g produit extérieur de f et g par rapport ¢.
On note par f A g le produit extérieur de f et g au liew de f Ny g.

Exemple 4.3 Soit f,g € ALY(E,K), ¢: F x F — K

frsg:EXE — K
(z1,72) — fAsg

Freg= Y ¢[f(@1)9(a2)] = & 1f(1), g(w2)] — $[f(22), g(21)]
o€eS(2)
pour
p:ExE — K
(Il,IQ) — X1.T9

done, on a

freg=fNg=f(z1).9(x2) — f(22).9(z1)
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Définition 4.6 Soit f1, fo, ..., fp p-forme linéaire sur E.
On appelle produit extérieur de p-forme linéaire (f;), i € {1,2,...,p} Uapplication pour

ExE — K
(x1,22,...,xp) > fiNfa AN fplar, T2, .., 2p)

telle que f1 A fa A A fp(x1, T2,y ooy 2p) = det [fi(z5)],1 <4, <p
Propriétés
1- Soit (eq, €2, ..., €,,) base canonique de F et soit (e}, €3, ..., e*) base duale de F, alors
1=7
er(ej) =0 = { i
2- fp(x1, 2, ..., zp) = det[z;] foler, e, ..., en) = det[z;;], 1 <1i,5 <n.
3- Soit (e, ez) base de E, x = x1e1 + x2e2, y = y1€1 + yae2, alors
f(z,y) = f(rrer +x2ea,y1e1 +yoe2) = w1 f(e1, y1e1 + y2e2) + 22 f(e2, y1e1 + y2e2)
= xiyif(er,er) +x1yaf(er, e2) + way1 f(ez, e1) + xaya f(e2, e2)
= zy2f(er,e2) +z2y1 f(ea, €1)
= my2f(e1,e2) — way1f(er, e2) = det[z;| f(e1, e2) (4.1)
avec f(elueQ) = 1,f(€2,€1): _17f(61761) (62762)
Proposition 4.3 Soit f,g et h trois formes p-linéaire, alors on a les propriétés suivantes :

1. (f ANg) ANh=fA(gAh), le produit extérieur est associatif
2. (fA(g+h)=(fNg)+ (fAh), le produit extérieur est distributif

8. fAg=—gNf
4. Soient f € AP et g € A9, alors f ANg=(—1)PigA f

4.4 Formes différentielles sur un ouvert U C R"

Définition 4.7 On appelle forme différentielle de degré p sur Uouvert U C E, toute application w de la forme

w:UCE — AP(U,K)
x — w(x) = > iy s Wiy ooy Qi i) N dxiy Ao Adag,

1§i1,i2,...,ip§n

Ol Gy Gigy ey A, SONE des fonctions continues.
L’ensemble des formes différentielles de degré p sur Uouwvert U C E et de classe C* est noté par : ng (U,K)

Exemple 4.4
1- f: U C E — K de classe C* | alors f € Q% (U,K)
2- feC, alors df : E — AY(E,K) = df € Q4 (U,K)

Remarque 4.5 w € Q'(U,K), donc
w:UCE — AP(UK)

x — w(x)
. w(x): E=R" — K
(&1,&, &) — w@) (&, &) = w(@,§)
w(x, &) = w(az;z&ez) =Y w
i=1 i=1
= iwida@z (i dxl> (4.2)
i=1 =1
alors

s’appelle la forme canonique de w
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Produit extérieur de deux formes différentielles
Soient wy et we deux formes différentielles de degrés p et g (respectivement), on définit le produit extérieur
w1 A wg par :
w1 Awy: QP x Q1 — Qp-i—q(U’K)
(w1,ws2) — (w1 Awe)(z) = wi(x) Awa(z)

Exemple 4.5
Soit wy est un 1-forme sur R définie par wi(z) = xvdy — ydr — dz.
Soit wy est un 2-forme sur R3 définie par wa(x) = (x + y)dz A dy — zdz A dz, alors

w1 Awy € Q3(U C R3,K)

(w1 Awa)(z) = (zdy —ydx —dz) A ((x + y)dx Ady — zdz A dx)
= z(z+y)dy ANdx ANdy — zzdy AN dz ANdx — y(x + y)dx A dx A dy
+ yzdx ANdz ANdx — (x +y)dz Ndx ANdy + zdz A dz A dx
= —zzdyAdzANdx — (z+y)dz Adx ANdy

—zzdy ANdz ANdx — (z +y)de ANdz Ady

xzdy Ndx Ndz — (x+y)dz ANdy A dz

—zzdx Ndy ANdz + (z + y)dx Ady N dz

—(xz + (v +y))dx Ndy N dz

4.5 Différentielle extérieur

Définition 4.8 L’application o définie par

p

Q(I)(§1,§2, "'551?) = Z(_l)idw(x5€i)(€17§27 "'agiv "'75;0)

i=1

tel que le vecteur (&1, &2, ...,a—, . &p) est le vecteur (&1,&2,...,&p) ommit la composante &;.
On appelle « la différentielle extérieur de w est noté dw.

Alors dw € Qg:,ll(U, K), ou

p

(561,62, 00 ) = 3 (=) duo(2,6) 6
=1
avec
€

= (£1,&2y000r &by s &)

Définition 4.9 Soit w € ng tel que w = > Wiy iy oony Qi iy N dxiy Ao Adxg,, on définit dw par

1<iy g, ip<n

dw = Z d(@iy , Qiys oony i) )dxgy Ndagy, A A dag,

1<iy,d0,..,ip<n

avec
d(ail,aiz,...,aip) = Z B(Gil,aiz,...,aip)dxi
lsil,iz,...,ipgn
Définition 4.10 On définit aussi pour tout k la différentielle d par les propriétés suivantes :
1. Pour f € ng, df = E?:l g—gfi(z)dmi.
2. Pour w; € Qék et wy € Qlc,c, on d(wy Aws) = dwi Awa + (—1)*w; A ws.
3. d2=0.

Remarque 4.6 On définit ’application d par

d: b, — QY (UK)

w — dw

L’application d est linéaire, i.e.,
d(Aw1 + pws) = Adwy + pdws
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Exemple 4.6 Soit w une I-forme différentielle, telle que
w = P(z,y)dr + Q(z,y)dy + R(x,y)d> € Q. (U, K)
et P,Q et ReC', alors

dw(z) = (‘Z—I;da: A dx + g—];dy A dx + g—]:dz A dz)
+ (g—gdxAdy+2—1;dyAdy+%—]:dzAdy)
+ (g—ljdxAdz+g—];dyAdz+%dzAdz)
alors OR  8Q oP OR 0Q oP
dw(z) = (a—y - E)dy ANdz + (E - %)dz Adzx + (% - 6—y)da: Ady

Remarque 4.7

1. Le vecteur associe est, s’appelle le vecteur rotationel

R _ 0Q
0 0z
— }'t/)
TOt(?) = Z)— — %
56 _ 5P
ox Oy

2. Soit w = aydy Ndz+azdz Ndz+azdz Ady € Q}, (U, K), alors le vecteur de la divergence de A= (a1,a2,a3)
noté div(Z) défini par :

3
8&1'

8:@»

8&1

div(A) = e

8&2 8&3 -
Ty Ter T L

8. Sin =2 la composante z de la quantité % est ignore.

Définition 4.11 Soit w € QF,, p>1
1- On dit que w est fermé sur U si dw = 0.
2- On dit que w est exacte sur U, s’il existe un o € ng tel que w = da, on dit alors o est une primitive de w

Remarque 4.8
1. w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy + R(z,y)dz € Q5 (U,K) est fermé < 7°—01>€(P, Q, R) = Oyect

2. Soit w = a1dy A dz + axdz N\ dx + asdx A dy est fermé div(Z) = % - %—‘Lz + % =0

3w =" widz;, alors Vi € 1,2,...,n: w; = g_fi’ donc pour déterminer a revient donc & résoudre un
systéme d’équation aux dérivées partielles.

4. Siw = da est une forme exacte de classe Ct, alors grace au théoréme de Schawrtz, alors pouri # 7 i,j €
1,2,...,n0ona

Ow; 0 <3a> FoRte! 0w

6,Tj a 6_$J 6:51- - 8:51890] - 8:51
5. w =Y widz; une forme différentielle fermé, sii # j
&ui - &uj
6,Tj o 8:51

Définition 4.12 Soit U C R™ un ouvert de R™.
On dit que Uouvert U est étoilé s’il existe un point a € U tel que pour tout point m de U le segment [am] est
inclu dans U.

Exemple 4.7

1- R? est un ouvert étoilé de R2.

2- Une partie conveze de R? est étoilée.
3- L’ouvert RQ\{QO} n’est pas étoilé.

Théoréme 4.1 (de Poincaré)
Si U est un ouvert étoilé de R™, alors toute forme diférentielle sur U qui est fermé est exacte.
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