§2. Espaces de Banach

Normes
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle une
norme sur l’espace F toute fonction notée ||.|| définie sur F a valeurs dans

R, telle que cette fonction vérifie les propriétés suivantes
1. Séparation ||z|| =0z =0
2. Homogénéité ||Az|| =|A|||z]|, Yee E, VA€ K
3. Inégalité Triangulaire |z +y|| < ||z||+|lyll, Y2,y e E

Espaces Normés
Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on dit que F est un
espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme notée ||.|| .

Proposition 1
Tout espace vectoriel normé (E., ||.||) est un espace métrisable.

Démonstration
Pour tout z,y € E, on définit la fonction p par

p(x,y) = [z —yll.

On remarque que cette fonction est bien une métrique sur E car, on a

plz,y) = 0«
le =yl = 0=
r—y = 07
D’ou 'égalité
T =1y.

Il est évident de voir que la distance p(x,y) est symétrique

p(z,y) = |z —yl
= [-(y— )
= [=1ly =zl = p(y, ).

Pour I'inégalité triangulaire, on écrit



[z =yl =[l(z - 2) + (z = y)l
< lz =zl +z -yl
p(z,2) + p(2,9).

p(x,y)

Suites de Cauchy
Soit x,, une suite d’éléments d’un espace normé (E, | ||), on dit que la
suite x, est de Cauchy si, on a la relation suivante

Ve > Oa HNEa Vp,q > NE» on a pr - wq” <E.

lemme 1
Soit xy, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) alors la suite
T, est bornée.

Démonstration
Soit z,, une suite de Cauchy dans E alors, on a

Ve >0, dN., Vp,q > N, ||xp - xq” <é,
en particulier pour € = 1, on écrit
Vp.g > N, |z —zq| <1,

pour g = N, il vient
Vp> N, |z, —zn| <1
C’est a dire
Vp > N, |[lzpl = llzn |l < [lzp — 2w < 1,
ou encore
Vp =N, =1+ [lan| <[zl <1+ [zn] =M.

Les éléments {z1,x,...zx} de la suite x, sont majorés par m = max

{z1,x2,...xx}. D’ou la bornitude de la suite de Cauchy z,. C’est a dire

Vn >0, |zp] <max{m,M}

lemme 2

Soit x, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.|) contient une
sous suite x,) convergente vers x alors la suite x,, est aussi convergente vers
le méme élément x.



Démonstration
Soit x, une suite de Cauchy dans E alors, on a

Ve >0, IN;, Vp,q> N, |lzp — 24| <e,
en particulier pour ng > N, on a
Vp,ni > N, ||zp — zp, || < €.
De plus, la suite x,, admet une sous suite x,, convergente vers x
ng > Ne, |lzp, —z| <e.
D’on, on peut écrire

Vp.nk 2 Ne, oy —af| = lzp — 2+ 2n, — @, ||

IN

lzp = znp || + |20, — 2zl <,

ce implique la convergence de la suite x,, vers ’élément x

Espaces complets
Un espace vectoriel normé (FE, ||.||) est dit complet, si toute suite de
Cauchy z,, d’éléments de F est une suite convergente dans F. Autrement
dit,
Ve >0, IN. €N, Vp,g>N., ona |z,—x <k,

implique l'existence d’un élément z € E tel que

lim z,, = x.
n—oo

Espaces de Banach
On appelle espace de Banach (E,||.||) tout espace vectoriel normé et
complet pour la distance déduite de sa norme.

Espaces produits
Soient (E, ||.||z) et (F,||.|| ;) deux espaces vectoriels normés sur le méme
corps K = R ou C, alors I'espace produit £ x F' défini par

G=ExF={(z,y), telsquex € E etyec F},

est un espace vectoriel normé sur K, par I’'une des normes produits suivantes



o [@ ol =lzlg+llyllr Yeeck, yekF

1

o I vlp=(lzlp+lylFp)?r YeeE, yeF; 1<p<oo
o (@, y)llo = max{llzllz +llyllp} YoecE, yeF

Opérateurs continus

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur un sous
ensemble G C E dans F est dit continu au point zg de G si, on a la propriété
suivante

Pour toute suite z,, de G converge vers z, la suite A(x,) converge vers

A(zg). Cest a dire

lim z, = z¢ implique lim A(z,) = A( lim z,) = A(zo).
n—oo n—oo n—oo

Remarque 1
L’opérateur A est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point de
I’ensemble G.

Théoréme 1

Soient E et F deuz espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur
un sous espace G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu
en un point xy de G.

Démonstration
Soit x,, une suite convergente vers x dans GG alors cette suite peut s’écrire
comme sous la forme

Tn = [.’L‘n—(fb—xo)]—l—(m—l‘o),
= yn + (x — x0).

Il est clair que la suite ¥, est une suite convergente vers 1’élément zg dans
G

limy, = lim[z,, — (x — z9)] = zo,
la composition des deux membres par 'opérateur A, donne

A(zyn) = Alxn+ (x —x0)) + Az — 20)
= A(yn) + Az — x9).



L’opérateur A étant continu au point zg alors, il vient

limA(z,) = lmA(y,) + Az — x0)
= A(zo) + A(x) — A(zo)
= A(z).

Opérateurs bornés
Un opérateur linéaire A défini sur F dans F est dit borné s’il existe une
constante positive C' > 0, telle que

[A(@)||F < Cllzlle, Ve k. (1)

Proposition 2
La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1) est appelée norme
de A notée ||A|| et donnée par

A=)l
A = sup—-~E = sup [|A(2)||p = sup [|A(z)]|p. (2)
w20 |zl ez lzl<1
Démonstration

En effet, de la relation (1), les constantes C' s’écrivent

A
Mg(}, Vee FE, x#0.
=]

D’ou, il est simple de voir que la plus petite des constantes C' notée || Al
s’écrit comme suit

A=)l
|A]| = sup=———E.
0 [zllg
De plus, on écrit
A=)l
IAl = sup—
a0 [zl g
= sup Alz)|
220 || 1zl g F
= sup A< ¢ > ,
= sup [[A(z)l|p.
ll=l[=1



D’ou la deuxiéme égalité

1Al = sup. [A@)||p -

ll=l|=
Pour la troisieme égalité, il est clair que l'on a la relation

sup [|A(z)llp < sup [|A(2)]p-
Jlell=1 lel<1, 20

De plus, pour tout z € E tel que ||z|| < 1 et x # 0, on écrit

4@l = tells 4 (55

(1)

F

Y

F

IN

INA
)
o
o]
=
2
=

ou encore

Passons au supremum sur la boule fermée B(0, 1) des deux membres, on
obtient

sup [ A(@)l[p < sup [|A(@)]p-
lell<1, 20 lel=1

Des deux inégalités précédentes, on tire la relation suivante

sup [[A(@)|p = sup [JA(@)|p-
=1 lall<1, @0

D’ou la troisieme égalité

[All = sup [|A(z)]/p-
l2l|<1, 20
Proposition 3
La norme ||A|| = sup ||A(z)||p sur la boule unité est toujours finie pour
llzll<1

tout opérateur continu.

Démonstration



Supposons que la norme ||A|| n’est pas finie, cela veut dire que 'on peut
trouver un élément x de FE, tel que

[zl <1, et sup|[A(z)|p = oo,
ou encore il existe une suite x,, de E telle que
lonll <1, et [[A(zn)llp = an,

avec la relation
lim o, = 00.
Définissons la suite y,, par
In
Yn = —-
Qnp,

Il est & noter que cette suite converge vers 1’élément 0,

lim y, = 0.
n—oo
D’ou, il vient
lim [|A — lim >4
dm Al = lim = (LAl e
= lim 2% =1,
TL*)OOan

Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car
on doit avoir la relation de la continuité

lim y, = 0= lim [[A(yn)|lp =0,
n—oo n—oo

ce qui affirme que la constante C' = ||A|| est finie pour tout opérateur A
linéaire et continu.

Théoréme 2
Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Démonstration

o Condition suffisante



Supposons que 'opérateur A est borné alors, on a
[A@) |l < Cllzllg
ou encore
[A(z) = AQO)|lp < Cllz = 0]l -
D’ou la continuité de 'opérateur A au point 0. Autrement dit,
lim ||A(z) — A(0)|| =0 lorsque lim |z — 0|z =0
z—0 z—0
ou encore

lim A(z) = A(0).

z—0

Ce qui entraine la continuité partout.
o Condition nécessaire

Soient z et y deux éléments de E tels que

zeB0,1)={zcE, |zlp<1},

et
yeS0,1)={yecE, I|ylg=1}

Il est clair que 'on a la relation

AW < sup [[A(2)]| = [IA] -
x

E415>

D’autres part, pour tout © € E avec z # 0, on a € S(0,1) cela

veut dire que 'on a

X
HA( ) < |41,
Tl |
ou encore
L A@Ip < 4]
@l < AL
EP F

ce qui implique la relation
[A@) ] p < [|All lz]l g -

D’ou Popérateur A est borné, car la constante || A|| est toujours finie pour
les opérateurs A continus.



Espaces isomorphes

Soient (E, ||.||z) et (F,|.||p) deux espaces vectoriels normés, on dit que
E et I sont isomorphes, s’il existe un opérateur homéomorphe A défini sur
FE dans F, c’est & dire

e A est bijectif sur F dans F.

e Aet A™! sont des opérateurs continus.

Espaces isométriques
Soient (E, ||.||z) et (F, .|| p) deux espaces vectoriels normés, on dit que
E et F sont isométriques, 8’il existe une isométrie A appliquant E dans F),
c’est a dire,
|A(x)||z = ||z||p pour tout z € E.

Remarque 2
La notion d’isométrie est plus forte que celle de I'isomorphie.

Normes équivalentes

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes (E, ||.||;) et (E, ||.||5), on
dit que les deux normes sont équivalentes si on peut trouver deux constantes
positives a et 3, telles que

allz)l, < llzlly < Bllzly, Ve E.

Autrement dit, les deux normes sont dites équivalentes si et seulement si,
I’application identique de F dans E soit un isomorphisme entre les espaces
normés (E, [|.[[;) et (E,]].[l5)-

Théoréme 3
Dans un espace vectoriel normé (E,|.||) de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes.

Démonstration
Soit {e1, €2, ..., } une base de E alors pour tout élément x € E, on a

n
ng aie;, avec o; € K, 1<13<n.
i=1



Définissons sur £ deux normes (E, ||.||) et (E, ), alors pour tout x,y €
n n .
E, tel que z = Zi:l Qi Y= Zi:l B;ei, on a la relation

N(z) =N@)| < N(z-y),

= N <Z ai€e; — Zﬁﬂi) ;
= N <Z(ai - /B)iei) )

i=1
< ) i = By N(ey).
i=1

Cette inégalité entraine la continuité de la norme N sur E car, on a

lim N (z) = N(y).
T—y
Etant donné que la sphére S(0,1) = {x € E; |jz|| = 1} est compact
comme un ensemble fermé et borné dans un espace E de dimension finie et
N (x) une fonction continue positive, alors cette fonction est uniformément
continue et atteint ses bornes sur la sphére, c’est a dire

M >0, Im >0, telle que mg/\/<””3|> <M,
X

ou encore
m|z| < N(z) < M ||z]|.

Lemme 3
Tout espace normé (E, ||.||) de dimension finie est complet

Démonstration

Soit x,, une suite de Cauchy de F, alors la suite x, est bornée dans E de
dimension finie. D’ot on peut extraire une sous suite x,; convergente vers
un élément x de E ce qui implique que la suite x,, converge aussi vers le
méme élément = de E. D’ou la complétude de 'espace E.

Corollaire 1

Tout sous espace F de dimension finie d’un espace normé (E.,||.||) est
complet

10



En effet, I’ est de dimension finie toute ses normes sont équivalente. De
plus F' est isomorphe & K™ qui est complet et par conséquent F' est complet
dans E.

Lemme 4
Tout espace de Banach (E,|.||) est fermé.

Démonstration
Soit x, une suite d’éléments de E convergente vers x, alors x, est une
suite de Cauchy dans ’espace complet E. D’ou x,, est convergente dans F.

Corollaire 2
Tout sous espace F' complet d’un espace normé (E,||.|) est fermé

En effet, soit zg € F alors il existe une suite z,, d’éléments de F conver-
gente vers xg dans F, la suite convergente x,, est de Cauchy dans F' complet
ce qui implique que la suite x,, est convergente dans F) la limite étant unique.
D’otl 2y € F. Autrement dit, F = F ou encore F fermé.

Corollaire 3
Tout sous espace F de dimension finie d’un espace normé (E.,||.||) est
fermé.

En effet, il est clair que ’espace F' de dimension finie est complet et par
conséquent F' est fermé.

Remarque 3
Tout sous espace F' de dimension infinie d’un espace normé (F, || ||) n’est
pas nécessairement fermeé.

En effet, il suffit de prendre E = C([a, b]) I’espace des fonctions continues
sur [a,b] muni de la norme uniforme

[l = max [z(t)]
te(a,b|
et soit F' ’ensemble des polynomes qui est un sous espace de C([a,b]), non
fermé car d’aprés Weierstrass, on a toute fonction continue sur [a, b] est une
limite d’une suite uniformément convergente de Polynémes. Autrement dit,
la fermeture de F' coincide avec C([a, b]).

11



Théoréme 4

Soient E et F deuz espaces normés. L’ensemble L(E,F) de tous les
opérateurs A linéaires continus sur E dans F muni de la norme ||A]| est un
espace normeé.

Démonstration
e Séparation ||Al|=0& A=0
Soit A € L(E, F) avec ||A|| = 0, la relation de la continuité
[AG@)| < [[All [l
nous donne la nullité de 'opérateur A, c’est a dire
A(z) =0, Yz e E.

D’ou la relation
A=0.

e Homogénéité ||AA| = || ||A]l

Soit A€ L(E,F) et A€ K alors,ona A € L(E,F), c’est a dire
MA@ < A4 2]

De plus, on a

[AA()]

Al A=)
< [ATTAT ]l

Notons que [|AA]| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit
des majorants vérifiant I'inégalité.
D’ou la relation
[IAAT < [A[]A]-

D’autres part, on a la relation

[A@)[| < |l ]l

ou encore

12



1

@] = 5 M@
< Linape|
S |

Notons que ||A|| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus petit
des majorants vérifiant I'inégalité.
D’ot la relation )

IA]l <
Al

IAAL,

ou encore

IALAL < [[AA]
Des deux inégalités précédentes, on déduit 1’égalité
IALAL = [IAA]-
e Inégalité triangulaire || A1 + Azl < [|A1]| + || A2l
Soit Ay, Ay € L(E,F) alors, on a A; + Ag € L(E, F), c’est a dire
[A1(z) + Az(z)[| < [[Ar + Az [|]| -
De plus, on a aussi

[A1(z) + Az(z)| [ A1 ()] + [| A2 ()]

<
< Al ]l + Azl ]
< ([Axll + ([ A2l) ll]] -

Notons que ||A; + Az]| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus
petit des majorants vérifiant I'inégalité. D’ou la relation

[ Ay + Ag|| < [|Ax]] + [ Az]| -

Théoréme 5
Soit E un espace normé et F un espace de Banach, alors L(E,F) est
un espace de Banach.

Démonstration

13



En effet, soit {A,,} une suite de Cauchy d’éléments de L(E, F),
V€>07 ElN&‘v vp)qua HAP_A‘]H<€7

alors, pour tout x € E, on a

[Ap(z) = Ag(@) = [[(A4p — Ag)(@)]],
< [l 4p = Agll ]l
< ellzl-

D’ou, on tire que {Ay(z)} est une suite de Cauchy dans ’espace de Banach
F, alors A, (z) converge dans F' vers un opérateur A(z). Passons a la limite
des deux membres, on obtient

Jin [[Ap(z) — Aq(2)]| = [|A(2) — Ag(@)]| <ellzll, Vg = Ne.

D’ou l'opérateur B(z) = A(x)— Ay(z) est borné donc continu de E' dans
F, il est un élément de L(E, F). C’est a dire

[A(z) = Ag(@)[] < |A = Aql ll2][

Notons que ||A — Ag|| est une borne supérieure. Autrement dit, le plus
petit des majorants vérifiant 'inégalité.
D’ou la relation

|A— Ayl <e.

Ce qui prouve la convergence de la suite A, vers A dans L(E, F'). L’'opérateur
A est un élément de L£(E, F') comme différence de deux opérateurs continus

A(z) = B(z) — Ag(x) € L(E, F).

Dual topologique
On appelle dual topologique de 'espace F et que ’on note E* ’espace
de Banach des fonctionnelles linéaires continues L(E, K).

Remarque 4

L’ensemble L£(E, F') de tous les opérateurs linéaires continus sur E dans
F est un sous-espace vectoriel de L(E, F') ’ensemble de tous les opérateurs
linéaires sur F dans F. En particulier Le dual topologique E* = L(E, K)
est inclus dans le dual algébrique BT = L(E, K).
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