§3. Théoréme de Banach-Steinhaus

Théoréme 1

Soient E et F deux espaces normés et {A,(x)} une suite d’opérateurs
linéaires et continus définie sur E dans F, si la suite A, (x) converge vers
un opérateur A(x), alors cet opérateur est linéaire et continu de plus, on a

JAJl < limint || 4,

Démonstration
Il est clair que 'opérateur A est linéaire

Alaz +fy) = lim A,(ax + fy)
= alim A,(z) + S lim A,(y)
— ad(z) + BA(Y).
La suite des opérateurs {A,(z)} étant continue alors, on a
|An(z)|| < Cllz||, VneN et Vz€E,
passons a la limite, on obtient

Jim A, (2)[| = [[A(2)]| < Cllz]], Va e E.

D’ou la continuité de 'opérateur A.
Pour ’évaluation de la norme ||A| de Popérateur A, on écrit

[An(2) | < [[Anllll]l,

passons & la limite inférieure des deux membres, on obtient

lim inf [|A,(z)] < lim inf ||A, |||z,
n—oo n—oo
ou encore
[A@)[ < lim inf || Ap|[[|]].

D’ou il vient
JAIl < lim inf | A,
n—oo



Théoréme 2 (Evaluation de la norme)

Soient F et F deux espaces normés et A un opérateur linéaire défini sur
E dans F, si l'opérateur A est borné dans la boule B(xg,), alors la norme
A|| de cet opérateur est aussi bornée. Autrement dit, on a

Vo e B(xo,r), ||A(z)| <M,

implique la relation suivante

2M
JA]l < —.
r

Démonstration
Pour tout y € B(0,1), on a

x =xz9+ry € B(xo,T),

ou encore
& = zoll = llryll = Iyl <7

D’ou la relation

lA@)I = Ay
= JAG) - Ao

~(1A@) + 1AGo) )

2M

T

AN

Passons au suprimum des deux membres, on obtient

2M
sup [[A(y)ll < —,
lyll<1
ou encore 511
Al < —.
r

Espaces de Baire
Soit (E,||.]|) un espace normé, on dit que E est un espace de Baire si

pour toute famille d’ouverts (E,),cn de E, telle que

VneN; E,=FE implique (| E,=F,
neN



ou encore pour toute famille de fermés (F),),en de E, telle que

Vn € N; int F,, =0 implique int < U Fn> = 0.
neN
Théoréme 3 ( Théoréme de Baire)
Tout espace de Banach (E,||.||) est un espace de Baire

Démonstration
Soit (Ep)nen une famille d’ouverts telle que

vneN, E,=E.

Montrons que I'intersection de tout les éléments de cette famille (), En
est dense dans 'espace I/, C’est a dire [,y En = E cela revient a dire que
pour tout z € F, les boules ouvertes B(x,¢) de centre x et de rayon € ont
une intersection non vide avec chaque élément de la famille (E,),en car ces

derniers sont denses dans F, en particulier avec Fq car F; = E. C'est & dire
Ve >0, Ve e E, dz1 € E; tel que ||z —z1]| <,

ou encore
Bz, e) N E1 # 0,

cette intersection étant ouverte comme intersection de deux ouverts B(z, €) et
E, il existe alors p; > 0 et x; € B(z,¢) () E1 tels que

B(w1,p1) C B(w,e) (N Ex # 0.

L’¢lément x; € E, les boules ouvertes B(x1,¢) de centre x; et de rayon €
ont une intersection non vide avec chaque élément de la famille (E,,),cn car
ces derniers sont denses dans F, en particulier avec Ey car Fy = E. Clest &
dire

Ve >0, Vzy € E, Jxg € Es tel que ||z1 — 22| < e,

ou encore
B(‘T17€> ﬂE2 7é (2)7

cette intersection étant ouverte comme intersection de deux ouverts B(z1,¢€) et
E, il existe alors py, > 0 et x3 € B(z1,py) () E2 tels que

B(x2, py) C B(w1,py) (B2 # 0,

ou encore, il vient

B(xa,py) C B(z,e)( E1) E2



D’ot, on peut construire par récurrence deux suites p,, et x,, telles que

B($n+1, pn+1) - B(x'm pn) ﬂ En+1 7é ®7

ou encore, il vient

n+1
Blannn) € BN (N E).

Il en résulte que la suite x,, est de Cauchy dans un espace de Banach.
D’ou la converge de cette derniére vers ’élément xg € B(zy, p,,) pour tout
n € N car, on a

Vp,g>n;  x,, xq € B(xy,p,)

Autrement dit, il vient

Ve >0, Vee E, xge () E, telque ||z —ao||<e= E= () E,.
neN neN

Théoréme 4 ( Théoréme de Banach-Steinhaus 1)

Soit { A} une suite d’opérateurs linéaires continus, définie sur un espace
de Banach E dans un espace normé F, sila suite A,(x) est bornée en chaque
point x de E, alors les normes de ces opérateurs ||Ay|| sont aussi bornées.
Autrement dit, on a

VaoeFE, sup|A.(z)] < oo = sup|A,] < oo.

Démonstration
Supposons que la suite {||A,||} n’est pas bornée, alors la fonctionnelle
définie par
p(x) = sup [|An(2)]

est aussi non bornée dans aucune boule de F, car si p(z) est bornée dans une
boule de E, alors d’aprés le théoréme d’évaluation des normes, les normes
||Ay|| seront aussi bornées.

Soit Ej I’ensemble ouvert, donné par

By ={z € E, p(z) > k},

alors cet ensemble est dense dans E pour tout k£ > 1 car, on a pour tout
x € E, on peut trouver un zop € B(x,¢) tel que p(xg) > k. Il est donné que
p(z) est non bornée dans la boule B(z,¢)). C'est a dire zg € Ej. D’ou la
densité de F dans F.



D’apres le théoréme de Baire il existe un z¢ € (;—; Ek, tel que que la
fonctionnelle

p(zo) = sup || An(zo)|| = oo.

D’oti, on obtient le résultat voulu
sup ||Apl| =00 = Jx9 € E, sup||An(xo)| = oo.
En d’autres termes,

Va € E, sup|A,(z)|| < oco= supl|ldy| < oco.

Théoréme 5 ( Théoréeme de Banach-Steinhaus 2)

Soit {A,} une suite d’opérateurs linéaires continus, définie sur un espace
de Banach E dans un espace de Banach F, la suite {A,} converge vers un
opérateur linéaire continu A, si et seulement si

o Les normes ||A,|| des opérateurs A, sont bornées

o La suite {A,} est de Cauchy pour tout élément x d’un ensemble G
dense dans E.

Démonstration
1. Condition suffisante
La densité de I’ensemble G dans E donne

G=E&Ve>0,VrcE, Iycd, telque|r—y|<e.

La suite {A,} étant de Cauchy pour tout élément y de G alors, on a
Ve>0,3NeN, Vpg>N,VyedG, ona ||[Ay(y) — A(y)|| <e.

D’ot pour tout x € E, on a

[Ap(x) = Ag(@)| = [[Ap(z) — Ag(x) + Ap(y) — Ap(y) + Aq(y) — Ag(¥)
< [ Ap(2) = Ap(y)l + [[Ag(z) = Ayl + [ Ap(y) — Ag(W)
< ([ Apll + 1 Ag[D) |z = yll + &
< (2C+1)e.
L’espace F' étant complet, alors il existe un opérateur linéaire continu

A, tel que
lim A, (x) = A(x).



2. Condition nécessaire

La suite d’opérateurs linéaires continus {A, } converge vers l'opérateur
linéaire continu A. D’ou elle est de Cauchy pour tout élément x de E et par
conséquent pour tout élément de G, car dense dans E. De plus, les normes
|Al| et ||An| sont bornées car les opérateurs A et A, sont continus pour
tout n € N.

Application ouverte

Soient E et F' deux espaces de Banach et A une application linéaire
continue surjective de E sur F. Alors, on dit que A est une application
ouverte si, on a I'image directe de tout ouvert de E par A est un ouvert de

F.

Théoréme 6 (Théoreme de I'application ouverte)

Soit A un opérateur linéaire continu et surjectif, défini sur un espace de
Banach E dans un espace de Banach F', alors il existe une constante positive
a > 0 telle que

BF(0,0é) CA (BE(O, 1)) .

Corollaire 1

Soit A un opérateur linéaire vérifiant le théoréme de l'application ou-
verte, alors l’'image de tout ouvert V de E par l'opérateur A est un ouvert
A(V) de F.

Démonstration
Soit V' un ouvert de E, alors pour tout y € A(V) il existe z € V tel que

y = A(x),
cela veut dire qu’il existe € > 0 tel que
BE(LIZ, E) cV,

ou encore
x + Bg(0,e) C V.

La composition par 'opérateur A des deux membres nous donne
A(z) + A(Bg(0,¢)) C A(V),

ou encore

y+ A(Bg(0,¢)) C A(V).



Appliquons le théoréme de 'application ouverte pour 'opérateur A
BF(Oa Ck) C A(BE(Oa 1))7

ou encore

Br(0,ae) C A(Bg(0,¢)).

D’ot, on obtient

y+ Br(0,ae) Cy+ A(Bg(0,¢)) C A(V),

ou encore

Br(y,ea) C A(V).

Théoréme 7 (Théoréme des opérateurs inverses)
Soit A un opérateur borné et bijectif, défini sur un espace de Banach E
dans un espace de Banach F, alors lopérateur inverse A~ est aussi borné.

Démonstration
Il en résulte immédiatement du théoréme de ’application ouverte, I’application
A étant bijective, continue et ouverte elle donc bicontinue. D’o1, on a

Aec L(E,F), A bijectif implique A~ e L(F,E)

Espaces Produits
Soient E et I’ deux espaces normés, on appelle espace produit que ’on
note E x F' 1’ensemble des couples z = (x,y), muni des opérations suivantes

azy + fzy = (a1 + Baa, oy + By2), avec z1 = (x1,y1), 22 = (T2,Y2)

et «, B des scalaires. On muni cet espace par la norme dite de graphe

12l =l (=, 9) [I= llzlle + llylle-

Remarque 1
L’espace produit E x F' est un espace de Banach si E et I sont des
espaces Banach.

Graphes

soit A un opérateur défini sur le sous espace D(A) C E a valeurs dans
le sous espace R(A) C F, on appelle graphe de A le sous ensemble G(A) C
E x F défini par

G(A) ={(z,y), v € D(A), y=A(x)} C E X F,



ou encore

G(A) = {(z. A)); =€ D(A)) C ExF,
de plus G(A) est un sous espace de E x F.

Opérateurs fermés
On dit que lopérateur A est fermé, si toute suite x,, d’éléments de D(A),
converge vers x telle que la suite A(x,) soit convergente vers y alors, on a

x € D(A) et y= A(x)

ou encore
On dit que lopérateur A est fermé, si toute suite (x,,, A(xy,)) d’éléments
de G(A) converge vers (x,y) alors, on a

(z,y) € G(A) avec la relation y = A(x).

Remarque 1
Un opérateur A est fermé, si et seulement si son graphe G(A) est fermé.

Remarque 2
Tout opérateur continu A linéaire ou non linéaire a un graphe fermé.

Remarque 3
Un opérateur A fermé n’est pas nécessairement borné. (sauf s’il est défini
sur tout un espace de Banach E.)

Théoréme 8 (de graphe fermé)

Soit A un opérateur linéaire, défini sur un espace de Banach E & valeurs
dans un espace de Banach F, si le graphe G(A) est fermé dans E x F, alors
A est continu.

Démonstration

Soit P l'opérateur de projection défini sur le graphe (G(A),|z|lg +
|A(z)||F), muni de la norme ||z||g + || A(x)|| r dans 'espace (E, ||z| ), muni
de la norme ||z| g, par

P:GA) — E
z, Alz)) — Pz, Ar)) = =,

I'opérateur de projection P est borné car, on a



lzlle < llzlle + [A(@)]F,

Iopérateur de projection P est bijectif car, on a
Vx € E, il existe un seul couple (z, A(x)) du graphe fermé tel que P(z, A(z)) = =.

D’aprés le théoréme des opérateurs inverses, 'opérateur P~! est borné
d’ot, on a la relation

[A@)[F + llzlle < Cllzle,

ou encore

[A(@)|[F < (C = 1)lz] g,

ce qui implique la continuité de I'opérateur A.
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