§4. Les espaces Euclidiens

Les espaces Euclidiens ou (préhilbertien) sont en général les espaces vec-
toriels munis d’un produit scalaire. Rappelons que ce concept permet de
pratiquer le raisonnement de la géométrie euclidienne pour des espaces fonc-
tionnels de dimension infinie.

Produit Scalaire

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe)
une fonction (f,g) définie sur £ x E dans K = R ou C, possédant les
propriétés suivantes

(f. f) =
(f.f)=0&f=0,

o (M.9)=A(f.9),
(
(f,

Lg+h)=(f,9)+(f.h),
9) = (9, f),

ou les éléments f, g et h appartiennent a F et le scalaire A appartient a
K.

Remarque 1
La définition du produit scalaire nous donne les relations suivantes

o (f+g.h)=(fh)+{g,h)
o (f;Ag) =X(f,9).

Espace Euclidien (Préhilbertien)
Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est dit espace euclidien
ou préhilbertien, on peut lui introduire une norme définie par

1= V/AF 1)

On remarque que toutes les propriétés de la norme sont vérifiées, due
a la notion du produit scalaire, sauf peut étre 'inégalité triangulaire, ol
on doit faire intervenir I'inégalité de Cauchy-Shwartz dite aussi inégalité de
(Cauchy-Bouniakovsky).



Inégalité de Cauchy-Shwartz (Cauchy-Bouniakovsky)
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, alors pour tout
élément f, g de E, on a la relation

[(Fal <IfI-lglls Vf,g € E.

Pour la démonstration de cette inégalité, il suffit de considérer I’expression

If +Agll> = (f + Ag, f + Ag) .

qui est toujours positive pour tout vecteurs non nuls f, g € F et tout scalaire
Ae K.
En effet,

(f+Ag. f+Ag) = (£ )+ X{f,9) + X{g, ) + |\ (g, 9),

posons la valeur de A comme suit

on aura l’expression suivante

el K9P AP
o f) (9,9) (9,9) - (9,9) =0

D’ou I'inégalité

(f, 1) (g.9) = [{f, ) >0,

ou encore

(Ll <71 gll, Vf,g € E.

Remarque 2

L’inégalité de Cauchy-Shwartz se réduit a une égalité si et seulement si,
les deux vecteurs sont linéairement dépendants, c’est a dire g = af pour
tout a € K.

Cependant, I'inégalité triangulaire découle directement de I’inégalité de
Cauchy-shwartz. En effet,



9, f+9)

)+ (f,9) + (9. f) +{9.9)
Y+ (f.9) +(f,9) + (9.9)
) +2Re(f,9) +(9,9)
£ )+ 21,91 + (9, 9)
A2+ 2040 gl + llgl?

= (£ + llglh>.

If+9l> = (f+

£ f
fof
fof

Y

(
=
(
(

D’ou I'inégalité
If gl < 71+ llgll -

Théoréme 1
Sotent f et g deux vecteurs d’un espace euclidien E alors, on a les
relations suivantes

L |If + gl = IF17 + lg]* +2Re (£, 9)
2. | f +gI? +I1f = gl* =20 /17 +2]g)”

f+g|? 5 f—q|’
2 2

5. A1+ ol =2|
4. Si,on a lim f, = f et lim g, =g alors lim (f,,gn) = (f,9)

5. Si, on a f, et g, deux suites de Cauchy alors (f,,g,) est aussi une
suite de Cauchy.

Démonstration
Pour la démonstration du théoréme, il suffit de prendre les relations

If+gl* = (f+9.f+9)
If=gl* = (f-9.f -9
Appliquons par la suite 'inégalité de Cauchy-Shwartz. Les relations

citées au dessus sont semblables a celles connues en géométrie euclidienne
élémentaire. Autrement dit, on obtient

e La premiére relation nous montre que si les vecteurs réels f et g sont
orthogonaux alors elle s’identifie avec le théoréme de Pythagore.



1+ gll* = 171" + llgl* -

e La deuxiéme relation montre l'identité du parallélogramme donnée
par la somme des carrés des diagonales égale a la somme des carrés
des cotés.

e La troisiéme relation exprime le théoréme de la médiane, la somme
des carrés de deux cotés d’un triangle est égale au double du carré de
la médiane par rapport au troisiéme coté plus le double de la moitié
du carré du troisiéme coté.

e La quatriéme relation exprime la continuité du produit scalaire.

En effet, on a

[(frsgn) = (sl = [(fu—f,9n) +{fs 90— 9)|
= |<fn_f79n>|+|<fagn_g>|
If = fall llgnll + 11 lg — gnll

IN

la suite g, étant bornée, le second membre de cette inégalité tend vers 0.
D’ou la continuité du produit scalaire.

e La cinquiéme relation exprime la conservation du produit scalaire aux
suites Cauchy.

En effet, on a

’<fp79p>‘<f<179q>‘ = ‘<fp_f(17gp>+<fqvgp_gq>‘
= (o = fo 90| + [{fg: 9p — 94)|
< |fp = fal llgpll + 1 fall llgp — gqll 5

les suites f, et g, étant bornées, le second membre de cette inégalité tend
vers 0, d’ott le produit scalaire de deux suites de Cauchy est une suite de
Cauchy.

Corollaire 1
Soit E un espace Euclidien (préhilbertien) alors, on a les relations suiv-
antes

e Si lim f, = f, alors lim | f.| = I|f]-
n—00 n—00
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e Si f, est une suite de Cauchy, alors | f,|| est aussi une suite de
Cauchy.

Remarque 3
Notons que I’on peut avoir I'expression Re (f, g) = 0 sans que les vecteurs
f et g soient orthogonaux.

Remarque 4
Notons que le produit scalaire réel permet de définir la norme et aussi
de définir 'angle entre les deux vecteurs f et g par la formule

(f,9)
1£1- gl

En vertu de l'inégalité de Cauchy-shwartz, le second membre de cette
égalité a une valeur absolue inférieure ou égale & 'unité. D’ou la définition
d’un angle ¢, tel que 0 < ¢ < 7, pour tout vecteurs f,g de E.

cosp =

Remarque 5

Notons que dans un espace euclidien complexe, on n’introduit pas la
notion d’angle de deux vecteurs, car ’expression donnée au dessus est en
général complexe, qui ne peut étre le cosinus d’un angle.

Orthogonalité
On dit que deux vecteurs f et g d’un espace euclidien E sont orthogonaux
si leur produit scalaire (f, g) est nul, c’est a dire

(f,g)=0.

Propriétés

e Siun vecteur f de F est orthogonal a chaque vecteur d’un ensemble
F, on dit que f est orthogonal & I’ensemble F' et, on écrit

(fi)=0, VYpoeF

e Si les vecteurs de deux ensembles F; et Fy sont orthogonaux deux a
deux, on dit que ces ensembles sont orthogonaux et, on écrit

(‘Pa¢>:07 VW€F1>V¢€F2-



e Si f est orthogonal & chacun des vecteurs {;}7 ;, alors f est orthog-
onal & la combinaison linéaire de ces vecteurs, c’est a dire

<f7 @z) = 07 chz S lmphque <f7 )\ISD1 + A2‘)02 + ot )"ﬂgpn> =0.

e Si f est orthogonal aux éléments de la suite g, convergente vers g,
alors f est orthogonal & g.

En effet, due & la continuité du produit scalaire, on obtient
(fygn) =0, Vg, € E implique nl;ngo (figny=1{(f,9) =0.

e Si les vecteurs {f;}_; sont orthogonaux, alors ils sont linéairement
indépendants.

En effet, supposons que 'on a

Mfi+Xfo+ .o+ A fn =0,

le systéme des vecteurs étant orthogonal, par multiplication des deux mem-
bres par le vecteurs f;, on obtient

(fisMfi+Xefo+ o4+ A fn) =0,

ou encore
Aj ([, £i) = 0.
Le module au carré du vecteur f; est différent de 0, d’ou A\; = 0 pour
tout 3 =1,2,...,n.

Orthogonal d’un ensemble
On appelle ensemble orthogonal d’un ensemble non vide A de E le sous
ensemble de E noté A+ donné par

At ={z€cE, YycA ona (z,y)=0.}

Proposition 1
L’ensemble orthogonal A+ d’un ensemble non vide A de E est un sous
espace vectoriel fermé de E.

En effet, 0 € AL car, on a la relation

(0,y) =0, Vye A



De plus, pour tout z1,z9 € AL, et pour tout A\, A2 € K, on a \z1 +
Aozo € AL, Clest a dire

(Mz1+ Ao, y) = (M1, y) + (New2,y)
= A (z1,y) + A2 (w2,y) =0, Vye€A

Soit z,, une suite d’éléments de AL convergente vers x alors, on az € AL,
c’est & dire

(xn,y) =0 implique lim (z,,y) = (z,y) =0, Vy e A.
n—oo

Systéme Complet (Total)

Un systeme {¢;} est dit complet (ou total) si le plus petit sous espace
fermé qui le contient coincide avec I'espace E tout entier. Autrement dit,
I'espace E est engendré par le systéme {y;} ou encore, I’espace des com-
binaisons linéaires finies des éléments de {¢;} est dense dans E. Clest a
dire

Ve >0, Vfe FE, dn € N, <e, avecaq; € K.

'f - Zaz‘%‘

=1

Base hilbertienne

Un systéme orthogonal {p;} est dit une base orthogonale s’il est un
systéme complet. De plus, si la norme de chaque élément est égale & 'unité,
le systéme {¢;} est dit base orthonormée ou base hilbertienne.

Procédé de Gram-Schmidt

Théoréme 2 (Gram-Schmidt)

Soit Yq1,Yg, ... Wy, ... un systéme linéairement indépendant d’un espace
euclidien E, alors il existe dans le méme espace E un systéme orthonormé
d’éléments ©1, g, ..., P, - tel que l'on a les relations suivantes

Oy = 1 + a2y + ... + annt,, ¥n € N avec apy # 0,
et

wn = 5711%01 + /8712()02 + o+ AnpnPp Vn € N avec ﬁnn 7é 0.

C’est a dire

Span (¢17¢27 sty wnv ) = span (@17 P25 -5 Py ) .



Démonstration
Le systéme orthogonal ¢q, ¢y, ..., @, ... s’écrit comme suit

¢1 = V1,

ey = o191 + P,

g = azip; + asaps + @3,

U, = Onp1@1+ nas + ...+ @,

Pour déterminer les coefficient «;;, et par la suite les ¢;, on doit appliquer
Porthogonalité deux & deux des vecteurs ¢,;; ¢ =1,....,n; j=1,...,n—1.
En effet , on trouve le coefficient aig; donné par

<¢27 901>

Qo1 = ————.
(e1,01)

D’oul le vecteur ¢, orthogonal au vecteur ¢;s’écrit comme

Py = Py — M%y
(¢1,901)

ou encore les coefficients aziet ags donnés par

(Y3, 1) (3, ¢2)

azp = ———, et azx=_——"".
(o1, 1) (pa, P2)

D’ou le vecteur ¢35 orthogonal aux vecteurs ¢; et ¢, s’écrit comme

— _<7/’37801> _<7/’37902>
2=V o T (pn on) ¥

Les vecteurs ¢;, ¢ = 1,...,n seront déterminés par induction, et pour
I’orthonormalité de ces vecteurs, il suffit de prendre & la place des vecteurs
@; les vecteurs donnés par

1
7H<P¢, pour tout i =1,...,n..

lle;

Inégalité de Bessel

Théoréme 3 (Inégalité de Bessel)

Soient E un espace euclidien {p, } un systéme orthonormé d’éléments
de E, alors pour tout vecteur f de E, on a la relation



o0

S Leal? < IFIP
n=1

Démonstration
Soit @1, g, ..., p,, une base orthonormée d’un espace euclidien F' de di-
mension finie dim F' = n, F' C E alors pour tout vecteur f,, € F, on a

n
fo = aip; ot i = (fa, 0:) -

i=1

Les scalaires a; = (fy, ¢;) sont appelés projections du vecteur f,, sur la
base {901> P25 -0 Qpn} :

L’idée est de généraliser cette décomposition dans le cas d’un espace
euclidien de dimension infinie?

Soit {¢1, Pa, ..., Pp...} un systéme orthonormé de lespace euclidien F,
alors pour tout vecteur f de E, on fait correspondre une suite des scalaires
(f, ;) appelés coefficients de Fourier de I’élément f par rapport au systéme
{¢,}, ainsi que la série > (f,¢;) @; qui sera appelée par la suite série de
Fourier de I’élément f par rapport au systéme {p,,}.

La question qui se pose maintenant est la suivante

e Est ce que la série de Fourier Y (f, ;) ¢
de E 7

; converge pour la métrique

e Si cette série converge, coincide-t-elle avec le vecteur initial f 7

La résolution de ce probléme revient a trouver le bon choix des coeffi-
cients «a; de telle sorte que la distance entre le vecteur f est le vecteur des
sommes partielles f, = s, = > ;| aj¢p; soit minimale.



IF = fal® = <f—Ziai¢i,f—Ziaiwi>
= <f7f>—iamﬂs@n—éaM%f)Jriam,
SR VL SR
= <f,f>—iai<f,saz Zal 1) Zazm
+§;(<f,%>w)—§;<f,% To).

=1

n

=<f,f>+i(<f,soi> o) (Fen @) =3 (e o)

=1

ou encore

1F = Fall® = AP = D10 P+ D1 Fr) — i)
=1 =1

Il est clair que I'expression || f — f,||? est minimale lorsque, son dernier

terme 371 [((f, ;) — a;)|? est nul. Cest a dire

= <f7§01>7 VZ: 1,2,...,77,.

Dans ce cas, on a
n
2 2 2
1f = fall® = 1P = el
i=1

Nous avons montrer que parmi tous les vecteurs f, de 'espace F, celui
qui s’écarte le moins de f est le vecteur f, de somme partielle

n
fn = Z Oéigoi)
=1

ot les v; sont les coefficients de Fourier du vecteur f dans la base {¢q, ©g, ..., ¢, }-
Ce résultat s’interpréte géométriquement que le vecteur f, est la projection
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orthogonale du vecteur f sur le sous espace F' ou encore, la projection or-

thogonale du vecteur f sur le sous espace des combinaisons linéaires finies
n

de la forme > 7" | \ip;.

F = {i)\igﬁi, VA € K}

i=1

Le fait que le vecteur f, est un élément du sous espace F, cela veut dire
que Pélément f — f,, est un élément du sous espace F- orthogonal au sous
espace F' engendré par les vecteurs {¢;, ¢o, ..., o, }. Autrement dit, I’élément
donné par

n
f=to= =) aip
i=1
est orthogonal au sous espace F' engendré par les vecteurs {¢, ©9, ..., ¢, } S
et seulement si, on a

(fyo)) =i, Vi=1,2,...n,

ou encore

1F = fall? = IFIP =D leil* = d*(f, F) > 0.
i=1

D’ou
n

> lail* < If117

i=1
Comme la valeur de n est arbitraire et le second membre ne dépend pas

s - 2
de n, alors la série est convergente vers sa borne supérieure > >o; |a;|“et, on
en déduit le résultat suivant.

[e.9]
> lail* < If117
i=1

Remarque 6

La somme des carrés des projections d'un vecteur f sur un systéme
orthonormé est toujours inférieure ou égale au carré de la longueur de ce
vecteur f.

Egalité de Parseval

11



Un systéme orthonormé {¢;, ¢y, ...0,,...} est dit fermé, si pour tout
vecteur f € F, on a ’égalité

Do laal* =Y (el = 1117
i=1 i=1

Cette égalité est dite égalité de Parseval.

Il est clair qu'un systeme {¢1, @y, ...0,,, ...} de E est fermé si et seulement
si, pour tout vecteur f € E, la série de Fourier de ce vecteur > ;_; agpy
converge vers f. Autrement dit, la suite des sommes partielles de la série
Fourier > "}_, app, avec oy, = (f, p;) converge vers 'élément f.

Théoréme 4
Soit E un espace euclidien séparable alors, tout systéeme {p,,} orthonormé
fermé est un systéme total (complet )et vice versa.

Démonstration
En effet, si le systéme {¢,,} est total (complet) alors, on a

‘f - Z%’%

=1

Ve >0, Vfe E, In e N, <e, avec o; € K.

Autrement dit, tout vecteur f € E peut étre approximer par une combi-
naison linéaire Y ;" ; a;p; des éléments du systéme {¢,,} qui n’est autre que
la somme partielle de la série de Fourier ;" | ai;. D’out la convergence de
la série Y " | aigp; vers le vecteur f, ce qui implique I’égalité de Parseval

o0

2 2
> lail* =1If1%
i=1

D’ou le systeme {¢,,} est fermé.
Réciproquement, si le systéme {¢,,} est fermé alors, on a la relation de
Parseval "7, loi|? = || f||? cette relation s’écrit aussi comme

o0
F=Y aip;, avec a={f¢,),
=1

cela veut dire qu'il existe un vecteur f,, = > ;" | as¢p;, tel que

n

LF = Fall® = IAIZ =Dl

i=1
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Utilisons 1’égalité de Parseval, on obtient aprés passage a la limite que les
sommes partielles de Fourier du vecteur f, convergent vers f, ce qui signifie
que I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments du systéme {¢,, } est
dense dans l'espace E. C’est a dire

Ve >0, In € N, <e.

n
= aig;
i=1

D’ou le systeme {¢p,,} est total (complet).
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