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Exemples:
1) f(z) =2 sur R

On a

’

f(@x)=2z=f (2)=2>0,

donc f (z) = 2? est strictement convexe sur R.
2) f(z) =1In(x) sur ]0, +oo]
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On a

donc f (z) = In (x) est strictement concave sur ]0, 400].
3) f(z)=€"sur R
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On a , )
fx)=e"=f (z)=e">0,

donc f (z) = e” est strictement convexe sur R.

Inégalité de Jensen et ses applications

L’inégalité de Jensen est une généralisation de la définition de fonctions convexes ot on con-
sidére des combinaisons de longueur supérieurs a 2. Cette inégalité est due au mathématicien
danois Johan Jensen (il donna la preuve en 1906).

L’inégalité reste vraie pour les fonctions concaves, en inversant le sens.

Enoncé de l’inégalité: Soient C' un convere de R et f : C' — R une fonction conveze,

T1,. ., Ty € C et A, ...y Ay, > 0 tels que Z)‘i =1, alors
i=1

Preuve.

Par récurrence sur m:

- La relation est vraie pour deux éléments m = 2 (car f est convexe).

- Supposons que cette inégalité est vraie pour k éléments ou k < m. Soient x4, ..., x,, € C et
m

Ay ooy Am € R tels que > \; = 1. Done, on peut supposer que A, # 1 (sinon on est dans une situation triv
i=1

m m—1
f(z Aizi) = f(Amzm + Z Xi%;)
i=1 =1

= f(AnTm + (1= An)y)

m—1 m—1

oy = > (1_’\—/\m)xl Remarquons que ) m =1, c’est a dire y € C. La convexité de f
i=1 =1

implique

FOmm + (1= An) y) < A f(2m) + (1= An) f(v)
D’autre part, par hypothése (m —1 < m) on a



ce qui implique

FOQ o Niw) < Anf(@m) + (1= An) f(y)

m—1

< Anf(zm) + (1= A\p) Z_ ﬁf@l)

i=1

IN

ZAJ(%) u

Applications (Inégalités célébres)
Inégalité arithmético-géométrique

Cette inégalité établit un lien entre la moyenne arithmétique et la moyenne géométrique.

Soient x1,...,2,, € R%, alors
) 9 +9

Preuve. Pour tout 1 < i < m, on pose \; = -. Prenons la fonction f (z) = In(z). Cette
fonction est concave car

[ (x)= —% < 0 sur ]0,+oo].

Donc, on fait appelle a 'inégalité de Jenson appliqué sur f, \; = % et x; > 0,

ce qui implique




Inégalité de Holder
Soient T1, ..., Tp, Y15, Ym € RY et p,q > 1 tels que % + 5 = 1. Alors

m

S o < (3R> 0
=1 =1

Holder Otto

Preuve. La preuve de cette inégalité passe par les étapes suivantes:
1) (Inégalité de Young):Soient p,q > 1 tels que % + % = 1. En utilisant la concavité de la
fonction logarithme montrer que pour tout z,y > 0 on a

1 1
ry < —af + -yt
p q

William Henry Young

2) Soient a;,b; > 0 (1 <4 < m). Montrer que si Zaf = Zbg =1 alors Zaibi <1
i=1 i=1 i=1
3) En déduire I'inégalité de Holder (Indication: prenons a; = —“— et b; = —4—

(Z zf)é <Z

Inégalité de Minkowski

Soient x1, ..., 7, € R} et p> 1. Nous avons
n 1 n 1 n 1
O (@i+y))r <O a)r + Qw7
i=1 i=1 i=1



Hermann Minkowski

p
Preuve. On utilise la concavité de la fonction suivante f (t) = (1 + t%> sur |0, +oo] et

m
v
T, t
posons S = E x?aAizgettiZz—%. m
7
i=1

Caractérisation différentielle de la convexité

Soient U un ouvert de R™. Soit f : U — R une fonction différentiable sur U.
Définition (Vecteur gradient). Soit x € U, on définit le vacteur gardient de f en point z

Définition (Dérivée directionnelle). Soient x € U et d € R", la dérivée directionnelle de f
en x suivant la direction d est donnée par limite suivante

£ () i LD = S ()

t—0 t

Exemple. La drivée partielle % (x) est la dérivée directionnelle de f en x suivant le vecteur
ieme e; de la base canonique, en effet

of :

Proposition. Si f est différentiable en z alors f, () existe pour toute direction d et on a

fa (@) =(Vf(2).d).

Définition (Matrice hessienne). Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable sur U.
Soit x € U, on définit la matrice hessienne de f en point x, notée V2f (z), par

92
Vi () = (% (x)) 1<i<n

1<5<n



Proposition. Soit f une fonction convexe sur U et x € U. Alors f, () existe pour toute
direction d € R".

Soit f : U — R une fonction. Pour tous z,y € U on définit la fonction ¢ : [0,1] — R d’une
seule variable suivante:

vie[0,1]:o(t)=fy+t(x—y).

Les deux assertions suivantes sont équivalentes
Lemme| (i) f est convere sur U

(17) Pour tout x,y € U : ¢ est convexe sur [0,1]
Preuve.

(1) = (i7) : Supposons que f est convexe sur U. Fixons x,y € U. Soient t1,t, € [0,1] et
0 <A< 1. Alors,

eAML+(1=Nta) = fly+ M+ (1—=Nt)(x—y))
FOQy+ T =N y+ A+ (1= t) (z —y))
f

(Y+t(r—y)+ A=A (y+ta(x—1y)))

(A
< My+ttl@-y)+Q =N [f(y+ta(z—y))
< Ap(t) + (1 =X)p(t2).
(17) = (i) : Soient z,y € U et 0 < A < 1. Donc
fQz+(1-=2)y) fly+A(z—vy))
= ¢\
= e(Ax14+(1—=X)x0)
< A1)+ (1 =XA)p(0)
< A1)+ (1 =XA)p(0)
< M@+ X=X f(y)
(car p(1) = f(z) et (0)=f(y)). N

Remarque. Avec méme argument, on peut montrer I’équivalence pour la notion de stricte
convexiteé.

Lemme. Soient f : U — R une fonction deux fois différentiable sur U, alors Pour tout
z,yeU:
(i) @ est dérivable sur [0, 1] et

o ) =Vfily+tx—y) (z-y)

(17) ¢ est deux fois dérivable sur [0,1] et on a

¢ t)=@-y) Vf(y+t@—y)(z-y).

Preuve.
(i) : Supposons que f est différentiable sur U. Soit to € [0, 1].
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On a trois cas

’O<t0<1:
i Pt 1) —olt) . flyt+Got7)(@—y)—fly+to(r—y)
T o Ft ) e )~ ol )
= f(,z—y)(y—i_to(m_y))
= (Vf(y+to(z—y),z—y)=¢ ().
0150:0:
i 2o+ T) =9 to) _ 7@ —y) —fy)
= f(,ac—y)(y)
= (V). —y) =¢y(0).
®ip=1:
i Lo+ 7) —pto) ) fly+(A+7)(z—y) -~ f2)
_ hgllf(fHT(x;y)) —f(z) _ fo (@)

= (Vf(x),z—y) =, (0).

Donc, ¢ est dérivable sur [0, 1].
(i7) : Soit ty € [0,1], on a

@ (to+7) — ¢ (to) i VAt to+7) (@ —y) 2 —y) = (VI +to(r—y), 2 —y))

lim =
T—0 T 7—0 T
_ iy Vo tT)(@—y) = Vflyt+t(z—y)). 2~y
7—0 T

— Y (Lot e - L orae-n)@-w

- Z<V§i (y+t0($—y))a($—y)>(Ii—yi).

i=1

Avec un calcul on montre que pour tout ¢ € [0, 1] :

¢ t)=@-y) Vy+t@—y)(z—y). N



Proposition. Soit U un ouvert convexe de R" et soit f : U — R une fonction différentiable
sur U . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe sur U .

(1) f(z) =2 fy) +(Vf(y),z—y)  Vo,yelU.

(1i1) (Vf(x) =Vf(y),z—y) >0 Vo, y e U.

On a équivalence entre convexité stricte et les inégalités (ii) et (iii) précédentes rendues
strictes, pour x # y. Pour la concavité, on obtient ’équivalence en changeant le role des
inégalités.

Preuve
(1) = (di) : Supposons que f est convexe. Soient x,y € U, on sait que ¢ est convexe sur
0, 1] alors d’apres ()

i

(1) > ¢(0)+(1-0)¢ (0),
¢ (1) = f(x)
comme | ¢ (0) = f (y) = f(x) > fy) +(Vfy),z—y).

0 (0)=Vf(y' (z-y)
(17) = (i7i) : Soient z,y € U, on a

VAR

On fait la somme terme a terme

f@)+f@y)=>f+f@)+Vfly)—flz),z-y)

ce qui implique
(Vf(z)=Vf(y),z—y)=0.

(i43) = (i) : Soient z,y € U, nous allons montrer que ¢ est croissante sur [0,1]. Soit
t1,t2 € [0, 1] tels que t; < 5. Donc

(Vily+t(z—y) = Viyt+ta(z—y),ytt(r—y)—(y+tta(r—y))) >0

donc
(= t2) (Vf(y+t(x—y) = Vf(y+t(r—-y),(r—y) 20
comme (t; — t2) < 0 on trouve

(Vfl+ti(x—y)-Vfiy+ta(z—y)),(x—y) <0

alors
(Viy+ti(z—y),(x—y) <(Vfly+t2(z—y)),(x—y))

dott g’ (1) =Vf(y+t(z—y) (x—y)
© (t1) < ¢ (t2) .

D’apres le résultat () ¢ est convexe sur [0, 1], par conséquent f est convexe sur U. |
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Corollaire. Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable sur U. Nous avons (i) < (i7)
ou

(i) f est convexe sur U.

(43) Pour tout z € U la matrice hessienne V?f () est semi définie positive.

Preuve.
(1) = (ii) : Supposons que f est convexe sur U. Soit x € U, comme U est un ouvert on a

Ja >0 : 2+ ad € U pour tout d € R".
On pose y = = + ad. La fonction d’une seule variable
o(t)=f(y+t(z—y)) est convexe sur [0,1];

alors
¢ (1) >0,

ce qui implique que
2"V f (z)d > 0 A"V f (z) d;

comme d est libre dans R”, on conclut que la matrice hessienne V2f (z) est semi définie
positive.

(i1) = (i) : Soient xz,y € U et t € [0,1]. On a

(z—y)"' Vfly+tlz—y)(x—y) > 0
= ¢ (t)>0.

C’est a dire ¢ est convexe sur [0, 1]. Par conséquent, f est convexe sur U. |

Convexité d’une fonction quadratique

On considére la fonction
f:R* - R
v — f(z)=12TAz —bTr +c

avec A une matrice réelle symétrique, b un vecteur de R™ et ¢ une constante donnée. On
peut montrer que pour tout x € R”

Vf(z)=Az—b
et
V2f (z) = A.

On déduit immédiatement que f est convexe si, et seulement si A est semi-définie positive.
Si A est définie positive alors f est strictement convexe, mais I'inverse n’est pas vraie comme
nous allons voir dans proposition suivante.



Proposition. Soit f : U — R une fonction deux fois différentiable sur U. Si pour tout
x € U la matrice hessienne V2 f (1) est définie positive, alors f est strictement convexe sur
U. La réciproque n’est pas vraie.

Preuve. Soient x,y € U tels que z #y et t € [0,1]. On a

-y Vfy+t@—y)(@-y > 0
= ¢ (t)>0

c’est & dire @ est strictement convexe sur [0, 1]. Par conséquent, f est strictement convexe
sur U. Pour la réciproque, on donne cet exemple:

f(,y) =2+

La fonction f est strictement convexe, en effet soient (z1,y1), (z2,y2) € R? tels que (x1,y1) #
(72,2) et A € ]0,1[. Comme la fonction h(z) = x? est strictement convexe sur R (car
h" (z) =2 > 0), on trouve

fO (@, y) + (1= A) (z2,92)) = f Q1+ (1= A) 22, Ay + (1= ) y2)
= Ao+ (1= Nz)?+ Qg+ (1= N y)’
Ao+ (1= N o2+ 27 4+ (1= N 3

<
< Af(zr,y) + (1= A) f(22,92),

c’est a dire f est strictement convexe sur R%. Mais en point (z,y) = (0,0) on trouve

Vf<0,0>—(8 8)

qui n’est pas définie positive (elle est semi définie positive). |
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Rappel sur les matrices symétriques (semi) définies pos-
itives

Soit A une matrice symétrique d’ordre n.
1) A est semi définie positive si Vo € R" : 27 Az > 0.
2) A est définie positive si Vo € R™, (z # 0) : 27 Az > 0.

Caractérisation.

1) A est semi définie positive < Toutes ses valeurs propres sont positives.
2) A est définie positive < Toutes ses valeurs propres sont strictement positives.

Les mineurs de A: sont les déterminants de sous matrices carrées de A.

Mineur principal de A d’ordre k(1 <k < n) est le déterminant de sous matrice de A
obtenue en supprimant les n — £ lignes et les n — k colonnes correspondantes.

Mineur principal diagonal de A d’ordre k (1 < k < n) est le déterminant de sous matrice
de A obtenue en éliminant les n — k derniéres lignes et n — k derniéres colonnes.

Caractérisation (Critére de Sylvester).

1) A est semi définie positive < Tous ses mineurs principaux sont > 0.
2) A est définie positive < Ses n mineurs principaux diagonaux sont > 0.
Définition: Soit A = (aij)}é?é” une matrice symétrique.
>IN
n
1) A est dite a diagonale dominante si |a;;| > Z lai;]| -
j=1
J#
n
2) A est dite a diagonale strictement dominante si |a;| > Z || -
j=1
J#
Proposition (Condition suffisante):
1) A est une matrice symétrique a diagonale dominante et positive, alors A est semi définie
positive.
2) A est une matrice symétrique a diagonale strictement dominante et strictement positive,
alors A est définie positive.
Remarque:
1) Une matrice symétrique semi définie positive posséde une diagonale positive.
2) Une matrice symétrique définie positive posséde une diagonale strictemet positive.
3) Si dans une matrice symétrique on trouve dans sa diagonale des éléments diagonaux de
signes différents, alors la matrice n’est pas définie.

Remarque finale: A est (semi) définie négative si —A est (semi) définie positive.
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Cas particulier

Soit f : R? — R une fonction de classe C?. Soit (7,7) € R*Alors:

1- Si det (V2 f(z, y)) > 0, alors la matrice hessienne V2 f(Z, %) est définie:
i tr (V2 f (, @)) > 0 alors V2 f(7,7) est définie positive,
-si tr (V2f (7, 7)) < 0 alors V2f(z,7) est définie négative,

2- Si det(V?f (7,7)) < 0 alors V> f(Z,7) n’est pas définie.

3- Si det(V?f (7,7)) = 0, on ne peut rien conclure.
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