Exercice 02: Soit le probléme aux limites suivant

————— =2, z¢€]0,1[,t€]0,1]

u(z,0) =e*, x €[0,1]
u(0,t) = u(1,t) =0, t €]0,1]

1. Ecrire les schémas implicite et de Crank-Nicolson pour : z; = th, t; = jk ou h =

k = —*— .(Indication : Utiliser le schéma centré pour la discrétisation de u,).
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2. Ecrire le systéme matriciel pour les deux schémas.

1
3. Calculer la solution approchée pour les deux schémas en t; = 1 puis t; = 5 en prenant
N = 3.
Réponse

Soit le probléme suivant

_____ — =2, z€|0,1[,t €]0,1]

u(0,t) = u(1,t) =0, t €]0,1]

ol u = u(x,t)
¢ 1 1
1. Les schémas pour h = 7, k= 573
Schéma implicite : On a

@ j_uf—uf_l @ j:ugﬂ—ugfl 0*u j:ug+1—2ug—|—ug;1
ot k "\ Oz 2h "\ 022 h2

Alors

_Ug —ul”! _ ug+1 —ul_ _ ufH — 2u] +ul_, _9
k 2h h?
D‘ou le schéma implicite du probléme précédent est donné par
1 1, 2 1, 1 1. 1 .4 . .
%E—Eﬁﬁqﬁwﬁ§—Emy—gﬁ+7ﬁmglz—zﬁ +2, 1<i<N, 1<j<M,

wW=e" 0< i< N+1,

K3

up =,y =0, 0< j<M+1,

Schéma de Crank-Nicolson :



On a

ou\’ Cul—ulT (Ou / B wy —ul, (0 1(qu11 2ult )+l 20l ol
ot). k \oz), 2n T \ox2), 2 h?
Alors
_“gﬂ u uly —ul B ally = 20" oty ol — 2] ) 1 _
k 2h 2h?

D‘ott le schéma de Crank-Nicolson du probléme précédent est donné par

1 11, 1 1 1., 1 1. 1 1.,
T2 f+11+(h2 k)ufl—ﬁuﬁf:(ﬁ—E)u{_l—(ﬁ+%)u§+(%+ﬁ)u§+l+2,
wW=et 0< i<N+1,
wy =y, =0, 0< j<M+1,
2. Le systéeme matriciel pour le schéma implicite:
. 1 1., 2 1., 1 1., 1.
pour ¢ = 1 (ﬁ‘ﬁ)“%+(ﬁ—g)ui—(ﬁ+ﬁ)% —%u{ .,
1 1. 1 1 1 .
pour i =2 (ﬁ—ﬁ)uj (E_E)u;_(ﬁJrﬁW —EUQ_1+2
. 11 20 1., 1 1., 1
pour i = N (%_ﬁ)ufv—ﬁr(ﬁ—E)“?v—(%Jrﬁ)uva:_EufvlJrQ
2 1 11 j .
E Gt ! - 0 " "
) (m-p) ()
2h  h? h* ok 2h  h? ' U2 ()
0 1 -
0 k
2 1 1 1
0 E— —_ _ = Un UN
(2h h2) (h2 k)
2. Le systéme matriciel pour le schéma de Crank-Nicolson:
1 R S SR T 1 1 .
ouri =1 W (S = T - T = (= (S )+
f Syt Fhp TP g = G g et pu
(= + — Juj +2
2h  2h2 7
1 R S SR T 1 1 .
our i = 2 W (= = P - ™ = (- - (=4 )+
1 11) Syt TUET R g =g GEt e
(= + —)u} +2
2h 2h2) ’

1<i<N, 1<j<M,

)




, 1 1 1 1 1 . 1 1.
pour i = N - W“ﬁq + (ﬁ k)“? hzu‘ﬁﬂ = (2_h2 - ﬁ)“qu
L 1 I
E)UN + (ﬁ + W)“NH +2
1 1 1 -
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3. la solution approchée pour les deux schémas en t; = 7 en prenant N = 3.
Onat; = M+1—}I:>M:N:3
1
donch:kzz, x; = th
Schéma implicite: on prend j =1
. 1 1 2 1 1 1 1
pour i = 1 (% — ?)ué + (@ — %)u% — (¥ + ?)ué = —%ujlo + 2
pour ¢ = 2 (@—?)U%Jr(@—%)U%—(@JF?)U%——%%JFQ
- 1 1 1 __ 0
pour i = 3 (%_ﬁ) -I—(ﬁ—El)u?)—(%—h-l—ﬁ)zq —Eu3—|-2
De la condition initiale on sait que u} = e1,u) = e1,ud = et
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et des conditions aux limites de type Dirichlet homogeéne on a u} = ul =0

Alors on obtient le systéme suivant

28u! — 18u} = —dei + 2 ul = —0.7755
—14u} + 28ul — 18ul = —4ei +2 = ul=—-1.0321
—14ul + 28ul = —4ei +2 ub = —0.7470

D’o la solution approchée par le schéma implicite est UY) = (—0.7755, —1.0321, —0.7470)*

Schéma de Crank Nicolson: on prend j =0

1 Il)ourizl —#uéjt(%—%)u}—#u%:(#—%)ug—(%—%%)u?—i—
(% + ﬁ)ug + 2
1 Il)ouri:2 —#u}—k(%—%)u%—#ué:(#—%)u?—(%—ké)ug—i—
(% + W)ug +2
1 1pour i=3 — 2Lh2u§ + (% — %)ué — Z%u}l = (2%2 — %)ug — (% + %)ug +
(ﬁ + 2—h2)u2 +2
De la condition initiale on sait que u® = e, ud = ei,ul = et

et des conditions aux limites de type Dirichlet homogene on a up = u} = uj = u} =0

Alors on obtient le systéme suivant

12ul — 8ul = —20et + 10ei + 2 ul = —0.8643
—8ul + 12ud — 8ud = 6ei — 20ei 4+ 10ei +2 = { ul = —1.2615
—8ud + 12u} = 6ei — 20ei + 2 ub = —2.0270

D’ot la solution approchée par le schéma Crank-Nicolson est UM = (—0.8643, —1.2615, —2.0270)"



