Université de M'sila Le :01/06/2022
Faculté des sciences Durée : 1h30
Département de Physique

Examen de : Fonction de la variable complexe (MATH4)

Exercice N° 1: (6 pts) soit la fonction f(z) = Inz

1) Calculer f(—1); f(0); f(1 + i)
2) Démontrer que la fonction f(z)est holomorphe sur C*.

3) Déduire sa dérivée.

Exercice N° 2: (7.5 pts)

z2+sinzd e” p
22+1 2 (z—n)3z

c c

Calculer les intégrales :

1. Cestlecercle |z —1] =%

2.Cestlecercle |z| = 4

Exercice N° 3: (6.5 pts)

1. Chercher la série de Laurent de la fonction f(z) = z* sing autour du point
z = 0 (indiquer le type de singularité)

2. En déduire l'intégrale 3€ z? sing dz ol C est le cercle |z|=10
C

Bonne Chance
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Solution de |’exercice N° 1:

f(z) =lnz=In|z| +iargz.....(0.5pt)

f(=1) =mn-1=In|-1|+iarg—1=in........(0.5pt)
s
f@@) =mni=1nli| +iargi = iE cevven e+ (0.5p1)
. In 2 s
fA+i)=m|1+i|l+iargl+i= g ... (0.5pt)
1 : y
VZEC*: f(z) =Inz=1In|z| +iargz = Eln(x2 +y3) +iarc tg; cev ver wer. (0.5p1)
p Q

On vérifiée les conditions de Cauchy-Riemann pour la fonction f(z) :

( opP X

or__ (0.25pt)
dy x2+y? N p ) x 0Q
y | —=—— = 2% . ....(025pt)
lao -3 y :4 ox x?+y> dy
= = yzz—x2+y2.....(0.25pt) op _y _0Q (0.25p1)
1+x_2 lay_x2+y2_ Ox 40P
1
0Q X X
i 2 = ———.....(0.25pt)
\ay 1_|_%2 x’+y

Les conditions de Cauchy-Riemann sont vérifiées alors f(z) est holomorphe, et sa dérivée égale a :

. _ 0P .aQ X Y
f@ —a(x,y)+15(x,y)—x2+y2—Lx2+y2........(1pt)
= @=L =Z=2

x2+y2 27 PR

Solution de |’exercice N° 2:

z2+sinz
1) Pour £ z2+1 dz, On observe que g(z) = 2241 (z+D)(z-0)

Zg=—letz, =1

2 ] 2 i
Z“+sinz Z“+sinz . . .
= a deux points singuliers en
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i. Pour le chemin Cl:IZ_]-l:% les deux points singuliers z; = —i etz, =i sont a
I'extérieur (0.5pt) de Cy, alors g(z) est holomorphe a l'intérieur du cercle. Ainsi, on

applique le théoréme de Cauchy :

[ z2+sinzd _o 05

l2-11=5
ii. Pour le chemin C,:|z| =4, z; =—i etz, =i sont a lintérieur de C,(0.5pt), alors en

utilisant la formule intégrale de Cauchy :

jé @) 2B Z0) oo (050

Z—Zy
Y
Dans ce cas on considere, f(z) = z2 + sinz

1

Et on a la décomposition en éléments simples de ———— donne :
(z+1)(z—1)
1 21,01 1 ot
Cr DG =D " 2I\Z =0 i) o .(1pt)
zz+sinzd z2 + sinz 4 1 z? +sinz  z? +sinz
= ——dz = zZ=— — z
z2+1 (z+1)(z—-1) 21 z—1 (z+1)
|z[=4 |z|=4 |z=4
1 o o
= (Zm'f(i) - Zm'f(—i)) =m(—1+sini — (-1 —sini)
[
= 2msini ........(0.5pt) = 2mish 1 ....(0.5pt)
e” _ e” . . . _
2) Pour fc(z—nﬁ dz, On observe que g,(z) = 3 @ un point singulierenzy=m

i. Pour le chemin C;: |z — 1] =% le point singulier z, = est a I'extérieur de C;(0.5pt);
alors g(z) est holomorphe a l'intérieur du cercle. Ainsi, en utilisant le théoréme de

(z n)s Z aua mEs was wa osms was wes ................................( .!;p )

1) Pour le chemin C,: |z| = 4, z, = est & l'intérieur de C,, (0.5pt) alors on utilise la 2"

formule intégrale de Cauchy :
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2ifMm
f%d - w e e (0.50)
14
e? 2mif" (m)
I, = Z—1)3 zZ= 20 VR VRRRVRRPRIN (0 Y /19|
|z|=4
Dont f(z) =e% = f"(2) = (2+422)€% ..o coe et ee et et ee e et e e e e e (0.5D0)
ﬁdl =mi(2 + 471'2)6"2 P RPIPRRVRRPRIN (Y219
|z|=4

Solution de |’exercice N° 3:

1

1. La série de Laurent de la fonction f(z) = z? SinE en z,=0
Onposet=-=z=1
Z t
Par la suit on trouve que f(t) = t—lzsin t
Et on a le développement de sint est donné par :
t3 > t7
sint = t—a-}-a—ﬁi- . (Ipt)
1 . 1 t 3 ¢t°
fz(t) ZFSlnt = I_§+§_ﬁ+
Finalement on trouve :
1 1

fl2) = z

P.Anlytique(0.5pt)

_ _ e (1pt
312 513 715 (1pt)

Partie principale(0.5pt)

On remarque que la partie principale est infinie(0.5pt) alors la fonction f(z) = z* Sin%a un

1
point singulier essentiel(0.5pt) enz, =0 et a_; = — a0

2. Pour le chemin C: |z| = 10, le point singulier de f(z) z, = 0 est a l'intérieur de la courbe

C; alors en appliquant Le théoreme des résidus :

2. I
z°sin— dz = 2mi x Res(f,0) ..... (1pt)
z
C
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avec Res(f,0) = a_q1 = ;—'1.....(1pt)

—mi

. IT
= j[)zz Mz dz =2mixA_1 =——.....(0.5pt)

C

3
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