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1 Espaces de Lebesgue, Distributions

Q est un ouvert de RV .

Définition 1.1. i)Pour 1 < p < oo, l'espace de Lebesgue LP(Q)) est I'ensemble des
fonctions mesurable f : 0 — R telle que

1 oy = /Q f(@)Pds < oo.

ii) Pour p = oo, on désigne par L*(2), l'espace des fonctions mesurable et bornées
f: Q2 — R et on pose

[[fll () = ess sup|f(x)].
z€eQ
Remarque 1.1. L’application u — ||u||Lrq) définit une norme sur lespace LP(Q), et
les espaces (LP(2), ||.||tr()) sont des espaces de Banach séparables pour 1 < p < oo et
réflexifs pour 1 < p < oo.

R 1.1. «) Montrer que LP(Q) > f — | fllr(y définit une norme sur LP(£2)
pour tout 1 < p < co. b) Montrer aussi que ces espaces avec leurs normes associées sont
des espaces de Banach.

Dans ce qui suit, p € [1,00[. Nous présentons quelques résultats de convergence et de
densité.

Théoréme 1.1 (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi). Soit (f,),
une suite croissante de fonctions de L'(Q), telle que sup,, fQ fodx < co. Alors f,, converge
p.p. sur Q vers une fonction f € L'(Q) et lim, o0 || fo — fll11() = 0.

Théoréme 1.2. Théoréme de convergence dominée de Lebesgue/ Soit (f,), une
suite de fonctions de LP(S2). On suppose que (f,)n converge p.p. sur Q vers une fonction
f et qu’il existe une fonction g € LP(Q) telle que pour chaque n : |f.(z)| < g(x) p.p.
x € 2. Alors f € LP(Q) et limy o0 || fn — fllzr@) = 0.

Théoréme 1.3. [Réciproque du théoréme de Lebesgue[Soient (f,), une suite de
fonctions de LP(Y) et f € LP(QQ) telles que limy, .o || fn — f|lzr) = 0. Alors il existe une
sous-suite (fy, ) telle que

1. (fn, )k converge p.p. sur Q vers f.

2. Il existe h € LP(Q) tel que pour tout k : |f, (x)| < h(z) p.p. x € Q.

(La preuve de ce théoréme est basée sur le théoréme de Fischer-Riesz ci-dessous .)

IEREERE 1.2. Soient p,q € [1,00[. Soit (f,) une suite de fonctions de LP(2) N LK)
qui converge vers f dans LP(Q) et converge vers g dans L1(Y). Montrer que f = g p.p.
sur €.



IEREEERE 1.3. Montrer que lextraction d’une sous-suite est nécessaire dans le théoréme
précédent. Prendre l'ezemple suivant : f, : [0,1] - R

oum € N*, ™2 <y < mlmdl) 4 g,

Théoréme 1.4 (Théoréme de densité). L’espace D(2) des fonctions de C*(Q) a
support compact est danse dans LP(QQ). C’est a dire pour tout e > 0 et pour tout f € LF(Q),
il existe une fonction ¢ € D(Q) telle que : ||f — ¢||r@) < €.

Théoréme 1.5 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q) et g € LP (Q) o %—I—Z% =1.
Alors fg € LY(Q) et on a l'inégalité suivant :

[f9ller@dz < [[flle@llgll e - (1.1)

Théoréme 1.6 (Théoréme de Fischer-Riesz ). Pour tout p € [1, 00|, l'espace LP(Q2) est
un espace de Banach avec la norme associée.

‘Définition 1.2. 1) On note par D(Y) Uespace de toutes les fonctions f de classe
C* et a support compact.
2) Une suite {¢,} de D(QY) est dite convergente vers ¢ dans D(2) s’il existe un com-
pact K C Q tel que

Vn : suppp, C K, D%, — D% uniformément sur ()

pour tout multi-indice o € NV

_ 1.3. 1. Une forme linéaire T : D(2) — R est continue si pour tout suite
(¢n)n convergente vers ¢ dans D(€2).

lim T'(¢, — ¢) = 0.

n—oo

2. Une distribution sur Q est une forme linéaire continue sur D(§2). On note par
D'(Q2) lespace de toutes les distributions sur 0 (c¢’est l’espace dual de D(S2)).

IEREREIEE 1.4 (Distribution réguliére). Montrer que pour tout f € LL (), lap-

loc

plication Ty : D(Q2 = R, ¢ +— fQ fedx définit une distribution sur Q. (Iy s’appelle
distribution réguliére, on la note par f.)

_ 1.4 (Dérivation d’une distribution). On appelle dérivée d’une distribu-
tion T € D'(Q), d’ordre o« € NV, Iapplication

D°T D) — R
p — DT(p) := (=1)l*UT, D)

_ 1.5. a. Montrer que DT est une distribution sur Q, pour tout a € NV
(On dit alors que T' est indéfiniment dérivable).
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b. Supposons que T := f € C¥(Q). Montrer que les dérivées de T jusqu’a l'ordre k
coincident avec les dérivées classiques de f.

Deéfinition 1.5. Soit E un espace de Banach. On appelle dual de E et note E' l’espace
de toutes les formes linéaire continue f sur E, et on écrit f(x) = (f,z) (x € E).

Théoréme 1.7 (Théoréeme de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un espace de
Hilbert et H' est son dual. Alors pour tout élément f € H', il existe un unique élément
x € H tels que

(f,y) = (x,y) pour touty € H,
et || f|| = llz||, o (, ) désigne le produit scalaire sur H. De plus l'application f —— x est
linéaire et continue.

Théoréme 1.8. Pour tout élément f € (LP(Q))', il eviste un unique élément g € LP (1)
(%—i—}%: 1) tel que

(f,v) = / gudz, Vv e LP(Q).
Q

De plus, on a
111 = llgll e -
Ce théoréme nous permet d’identifier le dual de L? avec L”'.
Définition 1.6 (Convergence faible). 1. Une suite (z,), est dite converge faiblement
vers x dans un espace de Banach E et on note x,, — x, si pour tout élément f € E’

on a
(fixn)mxe — (f,2)pxp quand n — +oo.

2. Une suite (T,,),, est convergente vers T dans D'(Q2) si pour tout ¢ € D(2) on a
<Tn7gp> — <T7 (10>7 n — 00.

D’aprés les théorémes ci-dessus, on peut identifier le dual de LP(Q) avec LP () et
aussi tout espace de Hilbert avec son dual. D’ott on le résultat suivant

_ 1.8.1. 1. Une suite (f,) est convergente faiblement vers f dans LP si et

seulement si pour tout g € ¥

/fngdx—>/fgdx, n — oo.

<TTL790> — <T7 30>7 n — o0.

3. Une suite (x,), est convergente faiblement vers x dans un espace de Hilbert H SSI
pour tout y € H on a
(x’my) — (:E7y)a n — 0.

‘Exercice 1.6. i) Si la suite (f,), est convergente dans LP, montrer qu’elle est fai-
blement convergente dans LP.
i) Sila suite (fn)n de LP est convergente D'(S2), montrer quelle est faiblement conver-
gente dans LP.

Théoréme 1.9. Toute suite bornée dans un espace de Hilbert H admet une sous-suite
faiblement convergente dans H.



1.1  Exercices corrigés

IEREERE 1.7. Montrer que LP(Q) 3 u — lu|lr () définit une norme sur LP(Q2) pour
tout 1 < p < oo.

1. Pour p =1 et p = oo, c’est évident. Pourl < p < 0o, on a pour I'inégalité triangu-
laire, en utilisant 1'inégalité de Holder :

If+glls.= [ |f+glPde < [ |f+gPP7 ' flde+ [ |f +gl"|g|dx
Q Q Q

< N+ gl 1 e + 1L+ gllze gl

ce qui donne le résultat.

RS 1.8. Soient p,q € [1,00[. Soit (f,) une suite de fonctions de LP(Q) N L4(S)
qui converge vers f dans LP(Q)) et converge vers g dans L4(Y). Montrer que f = g p.p.
sur €.

_ Utiliser le théoréme de Lebesgue inverse
RS 1.9. Soit T € D'(Q).

a. Montrer que DT € D'(Q), pour tout o € NN (Alors toute distribution T est
indéfiniment dérivable).

b. Supposons que T := f € C¥(Q). Montrer que les dérivées de T jusqu’a l'ordre k
coincident avec les dérivées classiques de f.

a) Soit {¢,}, une suite convergente de D(0,7T). Alors

3 K C ) compact : suppy, C K, Vn
Py @), dansL®(0,7T), Va € NV

On a donc pour tout a € NV
(DT, pn) = (=1)PUT, p5) — (=1)NT, o®)) := (D(a)T, ) car T € D'(0,T; E).

Donc D®T est une distributions.

b) Comme f € C*(Q), alors f € Li.(Q) € D'(Q). Et on a pour tout o € NV avec
la] < k-

<D(a)Tf’90> = <_1)|a|<Tf790a> (1'2)

D’autre part
(D) = [ DO rpds
Q
= (=1l /QfD(a)godx = (—=1)lNTy, o) (1.3)
De (|1.2)) et (L.3]), on trouve le résultat.
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i) Sila suite (f,)n est convergente dans LP, montrer qu’elle est fai-

MG 1.10.

blement convergente dans LP.
i) Sila suite (f,)n de LP est convergente D'(S2), montrer quelle est faiblement conver-

1
p
e L"(

gente dans LP.

_ 1.11. Soient p,q et r trois réels supérieure ou égaux a 1 tels que -
Soient f € LP(Q) et g € LI(QY). Montrer a l’aide de linégalité de Holder que fg

{Q»a =

)

et
1 fallr@) < I flleellgll Lo

Appliquer I'inégalité de Holder sur les fonction | f|” € LP/7(Q), |g|” € LP'/" ().

RS 1.12. Soit (f,). une suite de LP(QY) convergente vers f dans LP(S)
1. Montrer que si Q est borné alors (f,)n converge vers f dans L1(Q) pour tout 1 < q <p

2. Montrer que (f,)n converge vers f dans D'(2).

1. On applique l'inégalité de Holder

| fr — fHLq(Q = /Q|fn—f|qu

q/p 1—q/p
< (/Q o — flpdx) (/Q dx) =c||fn— f||%p(9) —0

2. On a pour tout ¢ € D(Q) :

| / Pedal < fa = Floso Il @ — 0

R 1.13. Soit {T,}, une suite des distributions converge vers T dans D'(1)
Montrer que { DT, },, est convergente ver D*T dans D'(S2) pour tout multi-indice o € NV.

Rappelons que

T, — T dans D'(Q) < Yo € D(Q) : (T, p) — (T, p).

Soit ¢ € D(§2). On a

<DaTn,<p> = (_1)|a‘<Tn7Da90> — (_1)|a‘<T’ Da90> = <DaT7 90>



2 Espaces de Sobolev

2.1 Notion de dérivée faible et espaces de Sobolev

Soient u € C*(R), v € L} (R). On a les deux propriétés suivantes sont équivalentes

- fevote = ugtn, ¥ <DIR)
s =, ppeR

(Montrer cette équivalence). On peut donc adapter la premiére formule ci-dessus comme
définition de la dérivée de u (des que u est de classe C') et de plus v est la dérivée de

la distribution réguliére T,,. Maintenant, si u n’est pas de classe C!, alors l'existence de
telle fonction v € L () est équivalente a dire que la distribution 7! € Li (). C'est

loc loc

a dire u doit étre appartient a lespace des fonctions {w € Ll _(Q) : T! € Li.(Q)}.

Ce type d’espaces est appelé espace de Sobolev. Donc la notion de dérivée donnée par
la formule (1) qui s’appelle dérivée faible, est plus générale que la notion classique, car
il coincide avec la dérivée classique lorsque elle existe et de plus elle garde la formule
d’intégration par partie valable dans un espace plus vaste que C!, & savoir l'espace de
Sobolev. Ce qui est important dans la résolution des équations aux dérivées partielles. De
plus, ces espaces avec leurs normes associées forme des espaces de Banach séparables et
réflexifs, contrairement aux espaces C!, et elle sont commode et serviable pour appliquer
les différentes méthodes dans la résolutions des équations aux dérivées partielles comme
les méthodes variationnelles (I’objet de chapitre III), la méthode de point fixe ...etc.
On précisera maintenant les définitions dans un cadre plus générale et on a :

Définition| 2.1. Soient Q C RN un owvert, u, v € LL ().

1. On dit que v est la dérivée partielle faible de w par rapport a x;, si

/v edr = — / u O;pdz, Vo € D(Q). (2.1)
Q Q

Autrement dit, si . 8%l n’y a pas de confusion, on écrira O;u

au lieu de i} ou -

2. Pour o € NV, on dit que v est la dérivée faible de u d’ordre o si

/v odr = (1) / u D%dz, Ve € D(Q). (2.2)

Autrement dit, si _ La méme chose, on écrira D*u au lieu
 DT=.

Remarque 2.1. Rappelons que les distribution 0;T,, DT, sont définies respectivement
par

(O, Ty, @) = — / u Ojpdx, Ve € D(Q).
Q
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(DT, @) = (—1)l / u D%pdz, Ve € D(Q).
Q

_ 2.2. Soit Q un ouvert de RY.

1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est I’ensemble

H'(Q) = {u:Q— R mesurable | u,0ueL*(Q), i=1,. N} (23)

2. L’espace de Sobolev d’ordre k € NU {400}, est I'ensemble

H*(Q) o {u:Q — R mesurable | u,D% € L*(Q), Ya € NV avec |a| < k}.
(2.4)

(O ;u, D sont dans le sens de la définition [2.1]).
Dans un cadre plus générale, on définit les espaces de Sobolev comme suivant

_ 2.3. Soit Q un ouvert de RY, et Soit 1 < p < +o0.

1. L’espace de Sobolev d’ordre 1 est I’ensemble

Whe(Q) = o {u:Q — R mesurable | u,0u € LP(Q), i=1,...,N}. (2.5)

2. L’espace de Sobolev d’ordre k € NU {400}, est I'ensemble

Wk?(Q) def{ : Q — R mesurable | u, D € LP(Q), Yo € NV avec |a| < k}.
(2.6)
(O ju, D sont dans le sens de la définition [2.1]).
B 2.1. Soit u la fonction définie sur | — 1,1] par u(x) = |z|. Montrer que u €

H'(—1,1).

Solution. Il est claire que v € L?(—1,1). Calculons sa dérivée faible v si elle existe.
On a pour tout ¢ € D(—1,1) :

1
/ vodr = / lz|p'dx = —/ edz —i—/ edx  (aprés intégration par partie).
_ - —1

d’ol

o(z) = -1 si z€e(—1,0]
- 1 si z€]0,+1)
et onau,v € L*(—1,1) (évident). Donc u € H*(—1, 1), mais elle n’est pas dans C*(—1, 1).
Remarque 2.2. On peut montrer facilement que les fonctions continues et Ct par mor-
ceaur appartiennent auz espaces de Sobolev WHP(Q).

_ 2.2. Trouver les valeurs de « de sorte que la fonction u(x) = x soit dans
HY(0,1).



Solution. On a
1
u € L*(0,1) <:>/ 2?dr < 00 <= a > —1/2
0

Soit v la dérivée faible (si elle existe). Alors, pour tout ¢ € D(0,1) :

1 1 1 1
/ vedr = —/ up'dr = / vedr = a/ r* Lodu.
0 0 a 0

Dot v(z) = ax® L.

1
UEL2(0,1)<:>/ 22 DAy < 00 = a > 1/2
0

Donc u € H'(0,1) <= a > 1/2.

_ 2.3. Soit Q = By(0) la boule unité de RN . Considérons la fonction suivante

u: ) — Ry
r — ux) = x|~

Trouver les valeurs de « telles que u € H'(By(0)).

Solution. On utilise le changement de variable polaire x = rw ou 0 < r < 1 et
lw| = 1. On a dz = ¥~ tdrdw. D’ou

1
/]u(x)|2da::/\x|2adx:/ dw/ r2etN=Lqp,
Q Q |w|=1 0

On a f‘w‘:l dw < oo (car c’est le volume de la boule unité). Et on a

1
/ P2t N =ldr < 400 <= a > —N/2.
0

Donc u € L?*(Q) si et seulement si @ > —N/2. D’autre part, on a dju(z) = o|z|* 2z,

Vo € Q\ {0}. Donc
N
(Vi:0u e L*(Q) — Z/ |Oul’dz < 0o <= Oz/ |z|**2da < oo
i=1 79 Q
2

1
N
= a/ dw/ 2ot NS qr = > —— + 1.
|w|=1 0

Dot u € H'() si et seulement si o > 1 — N/2.
Quant a la structure de ces espaces, on a les résultats suivants :



Théoréme 2.1. Pour 1 < p < oo, l'espace W'P(Q) est un espace de Banach avec la
norme sutvante

1/p
[ullwre@) = <IUH )+ZH<9UHLP(Q> ~ (2.7)

Remarque 2.3. 1. La norme définie ci-dessus est équivalente aux normes suivantee

N
lull = [ullze@ + > 10wl o)
=1

[ull = max{{[ull o), 10iull (), 7 = 1,...; N}

2. Si la suite {u,}, est convergente vers u dans WP(Q). alors

1/p
Hun_UHWLP(Q) = <||un u” P(£2) +Z||aun au“LP(Q)) — 0.
Ce qui implique que

[un — ullfp) — 0, 10un — Oullfpq) — 0, Vi=1,..,N.

Par conséquent

U, — U

p
O, —s O, Vi dans LP(S2).

(up — u dans WP(Q)) < {

Démonstration du Théoréme [2.1]

1. Montrons que ||.||w1.r(q) définit une norme sur W'?(Q2). La propriété de la séparation
et de I’homogénéité sont évidentes. Pour I'inégalité triangulaire, appliquer I'inégalité
de Minkowski :

N 1/p N 1/p N 1/p
(zmw) - (ZW> N (zw) .9
=1 =1 =1

2. Montrons que W1?(Q) est un espace complet, c’est a dire toute suite de Cauchy est
convergente. Soit {u,}, une suite de Cauchy dans W1?(Q). Alors Ve > 0, Ing €
N,Vm,n > ng:

1/p
[tn = wm[lwrm@) = <Hun U |70 r) T Z [0t — Osti |7, Q)) <e

D’ou Ve > 0, dng € N,Vm,n > ng :

|ty — U || () < € €t ||Oiun, — Ot || o) < €, Vi=1,...,N.
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Donc les suites {uy, }, et {0;u,}n sont de Cauchy dans LP(€2) qui est complet, elles
sont convergente respectivement vers u, v; € LP(Q2) pour ¢ = 1,..., N. D’autre part,
I'espace LP(§2) < D'(€2). On a donc

<un 5 u dans Lp(Q)> — (un 5 u dans D'(Q))

- (&-un 5 9yu dans D’(Q))

et onapourz=1,...,N.

(@un s v; dans LP(Q)) — (&un = v; dans D'(Q)) )
Par unicité de la limite, on en déduit que O;u = v;, pour tout ¢ = 1,..., N. Donc
{un} est convergente vers u dans W'?(Q).

Théoréme 2.2. L’espace de Sobolev H'(Q) est un espace de Hilbert avec le produit
scalaire sutvant

(U, v) g1 () = /Q (uwv 4+ Vu.Vo)dz. (2.9)

La preuve est immédiate.

2.2 Densité sur RY

En pratique, beaucoup de formules et de résultats sont faciles & démontrer pour des
fonctions réguliéres et peuvent étre généralisés aux fonctions arbitraires grace a I'argu-
ment de densité. Pour cela on va étudier la question d’approximation des fonctions de
WP par des fonctions réguliéres. L’idée est d’utiliser les fonctions régularisantes pour
I’approximation :

Définition| 2.4. Une fonction régularisante est une fonction p € C*°(RY) qui s’annule
en dehors d’une boule et satisfait

/RN p(x)dz = 1.

Un exemple important de ce type des fonctions est la fonction suivante

cexp(H%l) stz <1
= z 2.10
p) { 0 si |z > 1 (2.10)

ou ¢ > 0 est choisit de sorte que [,y p(z)dz = 1. Il est facile de vérifier que p € D(RY) et
suppp = B(0,1). On accepte le résultat suivant concernant les espaces de Lebesgue Lp

Théoréme 2.3. L’espace C*°(RY) est dense dans LP(RYN). En particulier, pour tout
ue LP(Q), on a

pn*u € CO(RN)NLP(RY), et p,*u — u dans LP(9).

11



O

puli) =), et pyxuta) = [ ol = p)utu)y

Corollaire 2.3.1. L’espace C*°(RY) est dense dans WFP(RYN), pour tout k € N* et
1 <p<oo.

Démonstration. Soit u € WHP(RYN). Alors, d’aprés le théoréme

pnxu € CP(RY)NLP(RY),  p,*u — u dans LP(9).

Et on a pour tout @ € NV, |a| < k

D*(pp *xu) = pp*x D%u € C¥(RY) N LP(RY) et D*(p, xu) — u dans LP(R™).

Par conséquent

pn*u € WHP(RN) et p, xu — u dans WHP(R™).

Théoréme 2.4. L’espace D(RY) est dense dans WEP(RY), pour tout k € N* et 1 <
p < Q.

Démonstration. 11 suffit de construire une suite de fonction {¢,} C D(RY) converge vers
u dans WHP(RYN). Considérons la fonction de troncature ¢ € D(RY), qui vérifie

¢ =1sur B(0,1), supp( € B(0,2) et 0 < ¢ < 1.
On définit pour tout n € N*, la fonction ¢,, par
n(2) = C(x/n)(pn *u) € D(RY).
D’apreés le corollaire précédente, on a
pn*xu — u dans € WFP(RY),
mais p, x u € C*(R"). Pour conclure il suffit de montrer que

Pn* U — ¢, — 0 dans € LP(RY).

60 = pux ) = [ Jou=paralrdes [ jou gy
{lz|<n} {|z|>n}

TV
=0

- /{ s — g

< / ’pn*u‘pdx = / X{\x|>n}’pn*u‘pdx
{|z|>n} RN

12



I est claire que X{jz|>n}|pn * ulP — 0 pour tout € RY. Et on a p, xu — u dans LP(12),
d’apres le théoreme de Lebesgue inverse, il existe sous-suite notée encore p, x u et une
fonction g € LP(RY) telles que |p, x u| < g et par conséquent X{jz|>n}|on * u| < g. D’oll en
appliquant le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient

/ X{|z|>n}|Pn * uPdz — 0.
RN

Donc
||¢n — Pn *UHI;JP(RN) — 0.
Par conséquent
[6n — ullLoery < |90 — pn > ullLony + [l oo * u — ul| Lo@yy — 0.

De la méme maniére on montre que D%®,, — D% dans LP(RY). O

2.3 Densité sur un ouvert 2

On essaye maintenant de généraliser le résultat de densité prouvé dans RY & un ouvert
quelconque € de R”. L’idée naturelle est de prolonger les fonctions définies sur Q a RY et
d’appliquer la densité dans RY. Or le prolongent des fonctions de W*?(2) en W*P(RY)
n’est pas toujours possible car il nécessite des conditions sur le bord de 2. C’est I'objet
de la section suivant.

Définition 2.5. Soit P : WkP(Q) — WHFP(RY) une application. On dit que P est un
opérateur de prolongement de W*P(Q) si elle linéaire et continue et satisfait

Pujg = u p.p. sur Q, Yu € WHP(Q).
On a donc le résultat de densité suivant :
Théoréme 2.5. S’il existe un opérateur de prolongement de W5P(Q), alors I’espace
E:={veW"(Q)|37eDRY):v="1q}
est dense dans W*P(Q). En particulier C*°(Q) N WkP(Q) est dense dans WFP(Q).

Démonstration. Soit u € W*P(Q). D’aprés 'hypothése de théoréme on a Pu € WrP(RY).
D’apres la preuve du théoréme 2.4} on a

Co(ppn * Pu) — Pu dans WFP(R™Y).
Par conséquent
HCn(pn * PU)IQ - UHW’W(Q) < ||Cn(pn *Pu) - UHW’“’P(RN) —0

Donc
Up = Cu(pn x Pu)jq € E et v, — u dans WhP(Q).

Ce qui fini la preuve. O
Remarque 2.4. L’espace des fonction test D() n'est pas dense dans WHP(Q) si 2 # RN,
IERERERE 2.4. Montrer que Uespace D(Q) est dense dans LP(Q) pour tout 1 < p < co.
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2.4 Existence de opérateur de prolongement

Définition| 2.6. Soit Q un ouvert de RN de fronticre T' . On dit que T (ou Q) est de
classe C* (k € N), si pour tout xy € T, il existe une boule B(xg,r) et une application
bijective de B(xg,7) dans un ouvert W telles que

1. ¢ B(xo,r) — W est un k-difféomorphisme (1 et =' sont k fois différentiables).
2. (2N Bz, 7)) =W nN{z = (a/,2,) € RN : 2, > 0}.
3. (TN B(xg,r) ) =WnN{z= (2, z,) € RN : z, = 0}.

Le résultat suivant donne un critére pour la prolongation dans W1P((2).

Théoréme 2.6. Soit ) un ouvert de RN de classe C*. Alors il existe un opérateur de
prolongement
P:Wh(Q) — WH(RY).

2.5 Trace et formule de Green

2.5.1 Notion de trace

Si uw € C(€2) alors la fonction T définie sur J€) par T := ujpq est bien défini et elle
est dans C(09). Elle s’appelle la trace de la fonction u sur 9€2. On a donc bien définit une
application linéaire

T:C(Q) — C(09).
qui est continue avec la norme L. Maintenant si u appartient a LP(0,T; W, (Q)) et
n’appartient pas a C(€2), alors il est claire que Tu := g n’est pas bien définie car 9
est négligeable et on ne peut pas avoir des informations de u sur 9€). Mais en fait, on
peut donner un sens a T'u si u appartient I’espaces de Sobolev W1P(Q). En effet, on peut
montrer que que ’application

(=), - lwrri) — (L2, |||l r o))

est continue et grace a la densité de C*°(Q2) dans W'P(€2), on peut généraliser la définition
de T a lespace WHP(2). Et on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.7. Soit Q un ouvert de RN de classe C'. Alors il existe une application
linéaire et continue T : WHP(Q1) — LP(9Q) telle que

Tu= UjoQ LIRS C(ﬁ)
(LP(092) est muni de la mesure surfacique sur 0S2).

Définition 2.7. Soit u € W'P(Q). La fonction Tu € LP(OR) s’appelle trace de u sur
o0N.
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Remarque 2.5. 1. Soit u € WHP(Q), alors

Tu = lim Tu, := hm L U o0 ot u, € C(Q), u, — u dans WH(Q).

n—oo

En effet, grace a la continuité de T, on a
HTU — TunHLp(aQ) S ||un — U,HWl,p(Q) — 0.

2. L’application T n’est pas surjective. C’est a dire l'image T(W'P(Q2)) est un sous-
ensemble strictement inclus dans LP(0S2).

Définition 2.8. L’espace H'/2(09) est le rang de l'opérateur de trace
T:HY(Q) := W (Q) — L*(09Q).

Remarque 2.6. L’espace H'/?(0Q) coincide avec l’espace de Sobolev fractionnaire H®
avec s = 1/2. De plus Uopérateur de trace T' est continue de W'P(Q) dans HY? muni de

la norme
lallzse = Jullze + / / yw E deay.

Ce type des espaces de Sobolev fractionnaires n est pas abordé dans ce cours.

2.5.2 Formule de Green

Siu,v € CH(Q) N HY(Q) alors on a la formule d’intégration par partie suivante

/(Zuvdx:/ uv nida—/u@vdx Vie{l,..,N}.
Q o0 Q

ol T = (ny,...,nx) est le vecteur unitaire de la normal extérieur a 0€2. Gréce a la densité
de C! dans H'(Q) (Théoréme et la continuité de l'opérateur de trace T' (Théoréme
, on peut généraliser la formule ci-dessus pour toutes les fonctions dans H'(Q) et on
a la formule suivante qui s’appelle formule de Green

Théoréme 2.8. Soit Q un ouvert de R™ de classe C'. Alors on a
Yu,v € H(Q) : / Oiuvdr = / TuTv n;do — / uopude Vi e {1,...,N}.  (2.11)
Q o0 Q
Remarque 2.7. S’il n’y a pas de confusion on écrit
/ uv n;do au lieu de / TuTv n;do.
o0 a0

Corollaire 2.8.1. Soit Q un ouvert de RY de classe C*. Alors pour tout u € H?*(Q),

ve H (Q) ona
/Auvdx:/ TauTvda—/Vu.Vvdx
Q a0 On Q

ou St = Vu.7 € H'(Q). (Pour la simplicité, on écrit
mn

~—

/Auvdx: @Uda—/Vu.Vvdx
Q a0 on Q
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Remarque 2.8. La formule de Green reste valable pour des fonction u € WHP(Q) et

1p/ 11
v e W (Q) avee 5 + 5 =1

2.6 Quelques propriétés utiles dans les espaces de Sobolev

2.8.1. Soit w € W'P(Q). Soit H : U — Q un difféomorphisme (i.e. H
est bijective et H, H™' sont de classe C') telle que :

JacH € L*®(U), JacH ' € L>(Q).
Alorsuo H € WH(U) et on a

O(uo H) 0H;

. N ou
s S = S HWI G, = H)

Démonstration. Pour p < oo.

i) Par densité (Voir cours 2), Il existe une suite {u,}, de C*(€Q) telle que

U, — u dans LP(Q) et Vi : Q;u, — O;u dans LP(K') pour tout compact K C U.

ii) Montrons que si v € LP(2) alors vo H € LP(U). On a
[ wetpay = [ jutplsact ds
U Q
< C’/ lu(z)[P|dz < oo (car JacH ' € L*®(U))
Q

Donc vo H € LP(U)..

iii) Montrons que si v, — v dans L?(§2) alors v, o H — v o H dans LP(U). D’apreés
le théoréeme de Lebesgue inverse, il existe une sous-suite {v,, } telle que

Up, —> U D.D. T EQet v, | <geLP(Q) Vn.
Par conséquent
oH—voHpp. yeUet|v, oH|<goHeLPU) Vk.

Uny,

En appliquant le théoréme de convergence dominé de Lebesgue, on obtient
Up, © H — v o H dans LP(U).

Montrons maintenant que v, o H — v o H dans LP(U). Par absurde, supposons
qu'il existe € > 0, il existe une sous-suite {v,, o H}j tels que

[Un, © H—vo Hl| o) > e. (2.12)

Or, la suite {v,, }rconverge vers v dans L”(12), elle admet donc une sous-suite notée

{vp@m } telle que
[vo(niy © H —v o Hl| oy — 0.

Ce qui contredit avec ([2.12]).
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iv) On est prét maintenant & montrer que que w o H € Wh(U). On a d’apres i)
U, o H — uo H dans LP(U). Comme u, et H sont de classe C' alors

vi Qo H) Z aH L (y). (2.13)

Ay — ayz
D’autre part, d’aprés ii) on a pour tout compact K C U
(’;:j (H) = ai. oH — 8_2 o H = a;‘ (H) dans L?(K)
et comme g—g € L>*(K) alors
Ju OH. ou OH
“(H) o= (y) — o—(H)>
D’ou on peut passer a la limite au sens des distributions dans (2.13)) et on obtient
un oH) 8un aun
Vi : e rU
Z " ayz Z oz, ° oy, €U

Pour p = oo. Il est claire que uo H € L>®(Q2). D’autre part, soit {2’ un ouvert borné de
RY tel que ' C Q. Alors u € WHP(Q) et on a d’aprés ce que précéde :

. Ouo H) Y ou 0H;
P — H(y L™(9).
v 2y =3 S ) 52w €
Donc wo H € WH>*(Q). Ce qui finit la preuve. O

2.8.2. Soient u € W'P(Q), G: R — R de classe C' telle que G(0) =
et |G'(t)] < M, Vt e R. Alors

Goue W' (Q) et 0i(Gou)=G (u)du, Vi.

Démonstration. Pour p < oo, on a d’aprés le théoréme des accroissement finis |G(t)| <
Mt, vt € R. Alors [Gou| < Mu € LP(R2), et donc Gou € LP(Q). D’autre part par densite,
il existe une suite {u,}, de C*(Q) telle que

u, — w dans LP(Q) et Vi : O;u, — O;u dans LP(K) pour tout compact K C U.
Alors, comme G et u, sont de classe C!, on a
(G o uy,) = G'(u)dsuy, (2.14)
On montre comme dans la preuve précédente que
Gou, — Goudans LP(Q), G'(u)du, — G'(u)d;u dans LP(K),

pour tout compact K C ). D’oll en passant a la limite au sens des distributions dans
(2.14]), on obtient
0;(Gou) = G'(u)du € LP(Q).

Pour p = 0o, On procéde comme a la fin de la preuve précédente. O
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2.7 Injection de Sobolev

Théoréme 2.9. Soit Q un ouvert de RN tel que O est de classe C'. Alors, on a les

injections _ suivantes

L (Q) si p<N
WoP(Q) = LUQ), si p=N, Vg>1 (2.15)
C*(Q) si p>N,
* Np 1 _ 1 1

e eta=1-— %, pour tout p > 1. En particulier, pour tout

e
—-p
u € WHP(Q) on a les inégalités suivants :

Hu“LP*(Q) < Chllullwrro (2.16)

|ula < Collullwrr ) (2.17)
ou C1, Cy >0, dépendent seulement de N, p et le diametre de ().
En dimension 1, on a le résultat important suivant
2.9.1. Soit I un intervalle ouvert de R. Alors pour tout 1 < p < oo

L’espace WYP(I) s’injecte de maniere continue dans C(I). C’est-a-dire

Yu e Whp(I), v eC(I):u=wv p.p. surl
(2.18)
3C >0, |ullwieay < [Jvlleq

Théoréme 2.10 (de Rellich-Kondrachov). Soit Q un ouvert borné de RY tel que 09
est de classe C* et soit 1 < p < oo. Alors on a les injections _ sutvantes

L) sip <N, pout tout 1 < g < p*
WhP(Q) —.< LiUQ) sip=N, pout tout 1 < g < o (2.19)
C(Y) sip> N,

ok N
(oup* = 35).

2.8 Espaces W,"(Q) et W=7 (Q)

Définition| 2.9. L’espace Wy(Q) est ladhérence de lespace D(Q) dans WP().

Notation 2.1. Pour p = 2, Uespace W, ?(Q) sera noté dorénavant par H} ().
L’espace W'P(£2) est un sous espace de W'P(Q) et il est caractérisé par :

Théoréme 2.11.
ue WP (Q) < (ue WH(Q) et Tu = 0). (2.20)

En particulier, siu € Wy?() NC(Q) alors ujpq = 0.
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Un résultat important qui découle de théoréme [2.10] est 'inégalité de Poincaré :

Théoréme 2.12 (Inégalité de Poincaré). Soit Qouvert borné de RY tel que OQ est
de classe C' et 1 < p < 0o. Alors il existe une constant C' > 0 telle que

ull ey < Cl\Vull(Lry~, pour tout u € Wy (Q) (2.21)
Corollaire 2.12.1. L’application

WoP(Q) — Ry
u +— Hqu(LP(Q))N

définit une norme sur Wy (Q) noté par ||.||W01,p(Q), équivalente a la norme ||.||w1.rq). De

plus (W, (Q), ||.||Wg,p(9) est un espace de Banach.

Définition’ 2.10. L’espace WP (Q) est lespace dual de W,P(Q) (on % + z% = 1.
Autrement dit un élément f de W% (Q) est une forme linéaire continue sur Wy " (Q), et
on note par (, ) le crochet de dualité entre W57 (Q) et Wy P(Q). Et rappelons que

{f,v)
Whvove = 2 Tl e, ot
v IVlwgr@) iy pa =1

et
(f,0) N F -1 [0l ) pour tout v e Wy (€).

Notation 2.2. Pour p = 2 alors p' = 2. Alors l'espace W=12(Q) est le dual de I'espace
Wy (Q) == HA(Q). I sera noté par H'(Q).

Théoréme 2.13. (Caractérisation de W= (Q)). Soit f € W=7 (Q). Alors Il existe
O N dans LP(Q),

tels que pour tout v € Wy P(Q) on a

(fiv) = /Q (fov + Z fivx,) dz (2.22)
et

N 1/p
[ f -1 ) = (/Q;W ) : (2.23)

En particulier si f € L*(Q) C H™1(Q) alors

(f,v) = /vad:v pour tout v € Hy(Q).
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2.9 Exercices corrigés

IEREREE 2.5. Soit f: R — R une fonction définie par

x six € [0,1]
fle)=< —x+2 sixzell,4
0 ailleurs

1. Montrer que f € L*(R).
2. Est ce que f € H'(R).

“+oo 1 4
/ fAde = / rdw —I—/ (—x +2)*dz < oco.
—00 0 1

1. On a
Donc f € L*(R).
2. On calcule la dérivée v de f (au sens des distributions). Soit ¢ € D(R). On a

1 4
(v, ) := —/fgo’dx = —/ r¢'dx —/ (—z +2)¢'dx
R 0 1

— -4x@5+141¢¢v—K—w%—%wﬁ-—[%¢dx

1 4

= / goda:—/ edz + 2¢(4)
0 1

= (w+ 204, )

ot w = 1sur (0,1), w= —1sur (1,4), et w = 0 ailleurs. Donc v = w — 244 & L*(R).
D'ou f & H'(R).

SRS 2.6. Soit f:(0,1) > R, z— f(z) =z
1. Montrer que f € L'(0,1) si et seulement si o > —1.
2. Montrer que f € H'(0,1) si et seulement si o > 1/2.
3. Montrer que f € H='(0,1) si et seulement si « > —3/2.

1. On a L
fELl(Q)<:>/ 2%dr < 0o = a > —1.
0

1
/ z%dx
0

car

1 at171 12 :
B FEsy ([a: ]0) sia £ —1

([In2]b)"/? sio=—1
400 sia< -1

= ﬁ sia > —1
400 sia=-1
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2. On a .
feL2(0,1)<:>/ r*dr < 00 &= 2a > -1 = a > —1/2
0

Soit v la dérivée faible (si elle existe). Alors, pour tout ¢ € D(0,1) :

1 1 1
v, Q) = — "de = —[foll +a [ 2 tode = | 2% lpda.
(v, ) fe ©lo @ o
0 0 0
D’ou v(z) = ax®!.

1
ve L*0,1) <:>/ 220 Vg < o0 = 2(a—1) > -1 <= a > 1/2
0

Donc u € H*(0,1) <= a > 1/2.

3. On a d’apres le théoréeme de Riesz

1 1
feHY0,1)| < 3we H0,1): / fedr = / w'y'dr, Ve € D(0,1)
0 0

—w" = f = 2* dans D'(0, 1)
w e HY(0,1)

Ia+2 T .
— weHY(0,1), wz)={ ~@es T Grher)’ vz €]0,1] sia# -1
rlnx —x, Vo €]0,1] siav=—1

= a+2>12<=|a>-3/2|

IEREIERE 2.7 (Primitive d’une fonction de L}

loc
un intervalle de R. Sotent ¢ € I et v la fonction définie par

). Soit u une fonction de Lj,.(I) ou I est

loc

v(x) = /x u(t)dt, Vzel.

1. Montrer que la dérivée faible de v est égale a u, et que v € C(I) (v s’appelle primitive
de u).

2. Déduire que si I est borné et u € L*(I), alors v € WHH(T).

3. Déduire que siu € WH(I), il ewiste une fonction u continue sur I telle que u = u
p.p. sur 1.

Solution :
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1. On pose I =]a, b[. Soit ¢ € D(I). On a
W)=ty = - | o)l (x)de = / b [ utoe] oaa

[l e
_ _/:[/ta@'( ] //bU } u(t)dz (par Fubini)

Ju(t)dx

Donc v' = u.
Pour la continuité, on a pour tout x € I, h € R assez petit :

z+h
lv(z+h)—v(z)| = / u(t)dt = /X[x,:c+h] (t) u(t)dt
T 1
(o x est la fonction caractéristique). On a

Vh : [ Xewrn (E)u(t)] < ult), |X@atn(t) u(t)] =0 p.p.t€l, quand h — 0.

D’ou, d’aprés le théoréme de convergence dominé de Lebesgue

lv(z+h)—v(z)| = /X[%Hh] (t) u(t)dt — 0 quand h — 0.
I

Donc v est continue sur /.
2. On a v = u € LY(I). Il reste & montrer que v € L*(I). On a

/|v|dx =
I

D’on v € LY(I).

3. Comme u € WHI(I), alors u' € L*(I). D’aprés la question 1), la fonction v définie
sue [ par

u(t)dt

dr < //|u(t)|dtdx < lullay x ] < oo.
IJI

v(z) = /I u'(t)dt, Vo € 1.

est dans C(I), et v/ = u' dans D’'(I). (Notons que I'on peut prendre x € I car
v € inL(I), contrairement & la réponse de question 1), ot u est seulement dans
Li..)). Donc u = v+ C p.p. sur I. Il suffit donc de choisir u = v+ C' € C(I). Ce qui
donne

u(z) =u(z) = /r u'(t)dt +C p.p. z € 1.
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_ 2.8. Montrer l’injection continue suivante
H'Y(0,1) = C([0,1]).
'Selution :| D’aprés l'exercice ([2.7) question 3, il existe @ € C([0,1]) telle que u = u

p.p. et u(z) = f; u'(t)dt + ¢, Va,y € [0,1], et il est claire que ¢ = u(y). Alors, on a

p.p. z €]0,1[: u(z) = /w o' (t)dt + u(y)

En intégrant par rapport a y sur (0, 1), on obtient

x 1 1 1
p.p. z €]0,1[: |u(z)| = \/ u’(t)dt+/ u(y)dy| < / |u’\dt—|—/ lu|dx
Y 0 0 0
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwartz

p.p.x G]Oa 1[5 |U($)| < ||U||L2(0,1) + HU'||L2(0,1) = ||UHH1(0,1>-

D’ou
lull o 0,1y < [Jwl| 51(0,1)

ce qui donne l'injection continue de H'(0,1) < C([0, 1]).

(
(TEC(D) telle que u =T pp.sur I

IEREREEE 2.9 (Prolongation dans W), Soient p > 1, u € WP(RY) et Pu la fonction

définie sur R par
] u(x) stz >0
Pulz) = { u(—x) six <0

1. Montrer que P(u) € W1P(R).
2. Montrer que P : W'P(R%) — WP(R) est linéaire et continue.

1. On a

/RIPulpdx:/Ooo |U(a7)|pdx—|—/_(:o lu(—z)Pde = /Ooo |U(x)|pdm+/ooo|u(m)|de

= 2||U||ip(R+) < +0o0.

Donc Pu € LP(R). Montrons que la dérivée au sens des distributions de Pu appar-
tient & LP(R). D’aprés la question 4) de l'exercice précédent, on a

u(z) = / o' (t)dt + g, p.p. x>0,
0
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et

—X

u(—x) = W' (t)dt + ¢o = / —u'(—t)dt + ¢y, p.p. x <O.
0 0

Donc Pu(z) = [ v(x)dz + co p.p. € R, ot

o(z) = { u'(x) siz >0

—u/(—x) six >0

Ce qui donne (Pu)" = v dans D'(R). On peut vérifie aisément que v € LP(R). D’ou
(Pu) = v € LP(R). Par conséquent Pu € WP(R).

2. On a d’aprés la question 1), || Pul”, (R) = = 2||ul”, ) et de la méme fagon on montre
que
I(Pu) 2o @y = 1011 ) = QHUIHPLP(R )

Par conséquent
1/p 1p
|Pullwoe) = (| (PO By + 1Pullog) = 27 ullwses)

Ce qui donne la continuité de P.

_ 2.10. Soit u € H'(Q2). Montrer I’équivalence entre les assertions suivantes
1. uwe (H}(Q))*.
2. —Au+u =0 dans D'(2).

Solution : On a
€ (HyQ) <5 (u,0)m@ =0, Yo € HY(Q)
= {/ Vu.Vudx + / uvdr = 0, Yv € Hy ()
Q Q

Pardensite /Vu.Vvdx+/uvdx:0 Yo ED(Q)}
0 0

<— (—Au+ u,v)pxp =0, Yv € D(Q)
<— —Au+u=0, dans D'(Q).

IERERERE 2.11. Soit I un intervalle borné, u € D(RQ)

1. Montrer que
[ (o) = uly)*dady < 1P gy o 1] = mest),
IxI
2. Déduire l'inégalité suivant :

/Iu(x)zdx < @/J\u’(t)ﬁdt—l—‘% (/I\u(a:)|dx)2
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3. Est ce que cet inégalité est vérifié pour u dans H'(I) ?.

Solution :
1. On a

(u(z) —u(y))* = !/:U’(t)th < (/IU’(tth)2
Cauchy Schwartz / 2ar / St

] 112

En intégrant sur I par rapport & x et y, on obtient

/ (u() — u(y)dady < / 1] (225, dzdy
IxI IxI
= ] 2 / dady = 1 [y
X
2. On a

/IX[(U(ﬁ) —u(y))’dzdy = /“](u(x)2 + u(y)* + —2u(z)u(y))dzdy
- /(/ <>2dm)dy+/(/( 2dy) x—z/ dx/
— 2|I\/ de—z(/()d)

En substituant dans I'inégalité de la question 1), on obtient

2
2|1 /u(;;;)?dg; <|I]? H“'H%?(z) +2 (/u(;n)das) )
I I

en divisant sur |/|, on obtient le résultat.

3. Oui. En effet, d’aprés le théoréme de densité (Voir cours 2 chapitre 2), l'espace
C>=([0,1]) est dense dans H(0,1). C’est & dire pour tout u € H(0,1), il existe une
suite (uy,), de C=([0,1]) telle que

u, — u, dans H'(0,1).
Ce qui implique que
u, — u, dans L*(0,1), etu, — u, dans L*(0,1).

Et d’aprés la question 2), comme u,, € C*([0, 1]), alors elle satisfait I'inégalité

/u dr < '2/| /2 dt+|I| (/lun]dx) |

En passant a la limite, on obtient I'inégalité pour u € H(0,1).
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EEREERE 2.12. Soit Q un ouvert borné de RN et connexe. Montrer Uinégalité de Poin-
caré

[Selution’s On a

@24) <= 3C > 0,Yu € HL() : e _
||vu||(L2(Q))N

Par I’absurde, On suppose que : Il existe une suite (u,), C H}(Q) telle que

Up,
v tnllze (2.25)
||Vun||(L2(Q))N

Up

On pose v, = . Alors, on a
||Un||L2(Q)
[tnl 22 () Va2 1
[vnllze) = 77— =1, [[Vuulle@yy = 5——— < =, V. (2.26)
T 20 MO T | 2@y ~ 0

Et on a 1

||Un||H1(Q) = ||Un||L2(Q) —|— ||an||L2(Q) S 1 + ﬁ S 27 \V/TL

Donc la suite (v,), est borné dans H'(Q) qui s’injecte dans L?(£2) de maniére compacte.
Alors On peut extraire une sous-suite de (vy,),, notée encore par (v,), telle que

v, — v, dans L*(1).

D’autre part, d’aprés (2.26)), on a ||v][2(0) = limy—e ||Un]|22(0) = 1 et on a Vo, — 0
dans L?*(Q2). Donc

v, — v dans D'(Q) et Vv, — Vo = 0 dans D'(Q)".

D’ott Comme  est connexe alors v = C dans Q et C' # 0 car |[v]|z2@ = 1. Mais
v e HNQ), alors la trace de v : T'v := 0 et comme v = C' dans {2 alors v =¥ p.p. dans €,
ou v = C dans 2. D’ou

Tv="Tv:=7pq = C car v € C(Q).
Donc C = 0. D’ou on obtient la contradiction.

_ 2.13. Soit f une fonction continue sur Q et de classe C* par morceauz et a
support borné dans 2. Montrer que f € H'(Q).

_ Comme f est continue sur §, et a support compact, alors elle appartient
a L?(Q). Comme f est C' par morceaux et a support borné, par définition, il existe une
famille finie d’ouverts {€2; : i = 1, ..., m} deux a deux disjoints, telle que U, ); = suppf C
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Q et f = f; est de classe C! sur chaque Q;. Pour tout i # j, on pose [';; = 9; N 99,
n'(x) est le vecteur normale unitaire extérieur en z € 9¢);. On a

Vo € Ty n'(z) = —n! ().

D’ot, en posant v := Jxf (au sens des distributions), pour tout ¢ € D(2), on a

(o) = = [ Joupde==3" [ forpds
Q i=1 7
- Z (— fvn@dS#—/ onf gpda:)
P 09 Q

D’autre part, on a

Z fonidS = Z / funidS
i=1 7% ij=1yi#5 7 i
= Z / fo(ni, +nl)dS =0
1<i<j<m 7T

Donc m
(o)=Y [ ot oo
i=1 7S

Donc v(x) = Ok fio, (%), Vo € Q;, i = 1,...,m. D’autre part, on a

/UQdZL‘ = Z/ vidz = Z/ 8kf‘29,dx < 00
Q i=1 7 i=1 7 Z

D’ou v € L*(Q). Part conséquent f € H'(Q).
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3 Problémes aux limites linéaires de seconde ordre

Notation 3.1. Si H est un espace de Hilbert alors on note par [(w,v)| le produit scalaire

entre u et v dans H, et par [{(f©) | le produit de dualité entre f € H' et v € H.

0 si 1#£]
3.1 Quelques définitions
Nous nous intéressons a un probleme d’EDP elliptique linéaire de second ordre suivant

Lu = f dans ()

ot 2 est un ouvert de RY, v : Q — R est 'inconnu, u := u(z), f : Q@ — R est une fonction
donnée, L est un opérateur différentiel d’ordre 2 défini sous forme divergentielle par

n

Lu=— Z (a” (z)uy,) o T sz T)Uy, + c(x)u (3.1)

,j=1

ou sans forme divergentielle par

n

Lu = Z T)Ugye; + Z b (2)ug, + c(r)u (3.2)

1,j=1

ot les fonctions a¥, b*, ¢ sont les coefficients de 'opérateur L.
Un opérateur important de ce type est 'opérateur Laplacien défini par

N 92
Au = Z %7 (11 suffit de prendre aij = 5“7 b =c= 0)

=1

ot Q est un ouvert borné de R, u : Q — R est I'inconnu, u = u(z), f: Q@ — R

est une fonction donnée. La condition u = 0 sur 02 s’appelle la condition au limite de
Dirichlet.

Remarque 3.1. Si les coefficients a”, i, =1,...,n sont de classe C alors l'opérateur
L donné par sa forme divergentielle peut étre écris sans forme divergentielle et vice versa.
En effet 'équation en forme divergence (3.1)) devient

— Z a (@) g, + Z:b2 Uy, + c(T)u (3.3)
ij=1
ot bt = bt — S a | et cette équation est bien sans forme de divergence.

]1x7

Dans ce qui suit on suppose que a” = a’® (i,j =1,...,n).
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Deéfinition 3.1. On dit que l'opérateur L est uniformément elliptique s’il existe 6 > 0
tel que

n

> a(x)&g; > olef (34)

ij=1
pour p.p. € Q et pour tout £ = (&1,...,&y) € RY.

Remarque 3.2. La condition d’ellipticité signifie que pour tout x € €2, la matrice sy-
métrique A(x) = (a¥(x));; est définie positive et ses valeurs propres sont plus grands que

6.

_ 3.1. Montrer que les opérateurs suivant sont uniformément elliptiques :
N 9%y
i=1 922"

1. L’opérateur Laplacien : Au ="
2. L'opérateur : Lu = div(a(z)Vu), ot a(z) > ¢y > 0 pour tout = € €.

3.2 Théoréme de Lax-Milgram

Le théoréme suivant sert a démontrer 'existence de la solution pour les problémes
elliptiques linéaires.

Théoréme 3.1 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert sur le corps R. Supposons
que
B:HxH—>R

est une application bilinéaire (forme bilinéaire), vérifiant les deux conditions suivantes
i) B est continue, c’est a dire :

Ja > 0: |B(u,v)| < allul|||v|, Yu,v e H
ii) B est coercive (ou elliptique) sur H, c’est a dire
38 > 0: B(u,u) > B|lul|®, Yu € H.

Soit f : H — R une forme linéaire continue (i.e. f € H'). Alors il existe un élément
unique u € H tel que
B(u,v) = (f,v), Yv e H (3.5)

Remarque 3.3. Si le corps est C, alors [’énoncé du théoreme est comme suivant :
Soit a est une forme sesquilinéaire sur H (i.e. linéaire par rapport la premiére variable et
semiliniéaire par rapport la deuxieme) et continue telle que

38 > 0: ReB(u,u) > Blull?, Yue H.
Alors pour tout f € H', il existe un élément unique u € H tel que

B(u,v) = (f,v), Yv e H (3.6)
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Preuve. Soit u un élément fixé de H. Il est claire que l'application v — B(u,v) est une
forme linéaire continue sur H. D’apres le théoréeme de représentation de Riesz, il existe
un élément unique w € H (qui dépends de u) tel que B(u,v) = (w,v), (Vv € H). Notons
Au = w alors,

B(u,v) = (Au,v), Yv € H. (3.7)

On montre que 'application A : H — H, qui & u associe Au est linéaire et continue. En
effet, pour A\, u € R et uy,us € H, on a

(A(Auy + pug),v) = BlAug + pug), v] par (3.7)
= AB[uy,v] + uBlug, v
= A(Auq,v) + p(Aug,v) de nouveau par(3.7)
= (Muy + pAug, v)

Cette égalité est obtenu pour tout v € H, d’out A(Auy + pus) = NAuy + pAusy. Pour la
continuité, on a

[ Aull* = (Au, Au) = Blu, Au) < afful|]| Aul.

Par conséquent ||Au|| < «f|ul|, pour tout w € H. Donc A est continue. Maintenant, on
montre que A est bijective. On commence par l'injectivité. Comme A est linéaire, il suffit
de montrer que (Au =0= u=0). On a

Bllull® < B(u,u) = (Au,u) < || AullJul,

d’ou B||ul] < [|Aul], il vient que si Au = 0 alors u = 0.

Montrons que A est surjective c’est a dire I'image de A : Im(A) = H. On montre
d’abord que Im(A) est fermé et puis on montre qu’il est dense dans H. Soit (u,), une
suite dans H telle que (Au,,), converge vers w € H, alors pour tout p,q € N, on a

/BHUP - uq||2 < B[“p = Uq, Up — uq] = (A(up - uq)aup - uq) < HAUP - AuqH”up - uqH~
ce qui implique
1
||up - uq” < B”Aup - Auq”-

Comme (Auy,), est convergente, on en déduit que (u,), est de Cauchy. D’ot la suite (uy,),
converge vers un élément v € H. On a par continuité de A,

[ Au —w] = lim [|A(u— )] < lim (afu—u,]) =0

d’ott Au = w et donc w € Im(A).

On montre que I'm(A) est dense dans H. Il suffit de montrer que (Im(A))*+ = {0}.
Soit v € (Im(A))*t. Alors (Av,v) = 0, ce qui implique que B||v||*> < Blv,v] = (Av,v) =0
et donc v = 0. 1l vient que (Im(A))*+ = {0}. Donc I'm(A) est dense dans H. L’image de
A est fermé et dense dans H, d’ou Im(A) = H et la surjectivité de A.

Ensuite, d’apreés le théoréme de Riesz, il existe un élément unique w € H tel que

(f,v) = (w,v), Yv € H.
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Grace a la bijectivité de A en en déduit qu’il existe un élément unique u € H tel que
Au = w et par conséquent

B(u,v) = (Au,v) = (w,v) = (f,v), Yv € H.
Ce qui termine la preuve. O
Un résultat plus générale, est celui de Stampacchia

Théoréme 3.2. Soient H un espace de Hilbert sur le corps R et C' un convexe fermé
de H. a une forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors pour tout f € H', il existe
un élément unique u € C' tel que

a(u,v —u) > (f,v—u), Yv e C. (3.8)

Remarque 3.4. Si de plus C est un sous espace vectoriel, alors l'inégalité (3.8)) est

équivalent a
a(u,w) = (f,w), Yw € C.

Il suffit de prendre v = +w + u € C. Dans le cas ou C' = H, on obtient le théoréme de
Lax-Milgram.

Démonstration. Comme f € H', alors d’apreés le théoréme de Riesz, il existe un élément
unique ¢ € H tel que
(f,v) = (¢,v), Yv € H.

(Rappelons que ( , ) désigne le produit scalaire sur H). Considérons I'opérateur A : H —»
H défini par (Au,v) = a(u,v),Vv € H (voir la preuve du théoréme de Lax-Milgram (3.1))).
Alors, l'inégalité (3.8)) est équivalent a

(Au — p,v —u) >0, Yo e C.
On a pour tout g > 0 :
((Au — ¢p,v —u) >0, Yo € C) <= ((f(Au — ¢) +u —u,v —u) >0, Yv € C)

C’est a dire u est la projection sur C' de S(Au — ¢) + u — u. Autrement dit w est un point
fixe de 'opérateur T' défini sur H par

v— T(v) .= Pro(B(Au — ¢) +u — u).

Donc il suffit de montrer que T est contractante pour certaine valeur § > 0 ( en exercice).
Ce qui fini la preuve. O

IEREIEEEl 3.2. 1. Dans le théoreme de Lax-Milgram, montrer que si en plus a est
symétrique alors u est caractérisé par

J(u) = min J(v) ou J(v) := %a(v,v) — (f,v).

veH

2. Méme question pour le théoréeme de Stampacchia avec le minimum sur C'.
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3.3 Existence pour le problémes de Dirichlet

Le probleme elliptique de Dirichlet est les probléemes aux limites suivant

Lu=f dans €
u=1 sur 02

ou L est défini par défini sous forme divergentielle par

n

Lu=— Z (a"(x)ua,), ST sz T)Uy, + c(z)u (3.10)

La condition aux limites _ s’appelle condition de Dirichlet sur le bord de
0 HGHIGHRHE = =0 c von [GABOWORSHE i ¢ 70
3.3.1 Formulation variationnelle et solution faible

On commence par le probléme de Dirichlet homogéne

{Lu:f dans €

u=0 sur 0N (3.11)

Tout d’abord et dans tout la suit, on suppose que

a’, b, ce L™®(Q) (i,j=1,...,N)

~—~

3.12)

Supposons que u est une solution du probléme (3.11]) appartient a C%(Q) N C(Q) et

feL*Q).
En multipliant 'EDP Lu = f par une fonction test v € D(2) et en intégrant par
parties, on obtient :

/Za uxlvx]dx—l-/szux Udm—l—/cuvdx—/fvdx (3.13)

i,7=1

Le terme au bord s’annule car u = v = 0 sur 0f2. Les termes de 'identité ci-dessus sont
bien défini dés que u € L*(Q) et Vu € (L*(Q))N. Cest-a-dire u € H(Q). Grace a la
densité de D(2) dans H} (), cette identité reste valable pour tout v € H} ().

Maintenant supposons que u € H}(Q) satisfait I'équation (3.13). Alors 1'équation
T er—  veifier en exercice

et la condition au bords _ est satisfait _ (i.e.

tenant en compte la régularité du domaine 0f). Dans ce cas, on dit que u est une solution
faible du probléme (3.11)). De plus, si u € C*(2) N C(Q) alors u = Tu pour tout z € I
et I'identité Lu = v devient vrai pour tout x € (). dans ce cas u s’appelle solution forte
(ou bien solution classique). Pour résumer on donne la définition suivant :

IDERRIGOR] 3.2. Soit [ € H-1(9).
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1. L’identiteé

Z / 0 ug, vy, dz + Z/ by, vdr + / cuvdz = (f,v), pour tout v € Hy(Q).
Q — Ja Q

ij=1

s'appelle [formulation varationnelleassociée] au probleme (3.11).

2. La forme bilinéaire associée a I'opérateur L est définie sur H}(2) par

B(u,v) := Z/QaijuxiijdanZ/ﬂbiuwivdx%—/gcuvdx (3.15)
i=1

,j=1

(3.14)

3. On dit que u € Hy () est une solution faible du probléme (3.11]) si elle satisfait la
formulation variationnelle (3.13))

4. La solution faible u € H}(Q) est dite solution forte (ou bien solution classique) si
elle appartient a _

3.3.2 Existence de la solution

On applique le théoréme de Lax-Milgram pour avoir I'existence de la solution. On a
le résultat suivant :

Théoréme 3.3. Si L est uniformément elliptique et a”,b;,c € L®(Q). avec ¢ > p > 0
ot p est un constant assez grand. Alors le probléme de Dirichlet (3.11)) admet une solution
faible unique.

Démonstration. La solution faible u € H}(Q) -par définition- vérifie la formulation varia-
tionnelle
B(u,v) = (f,v), pour tout v € Hy(£2).

ou B est la forme bilinéaire définie par
B(u,v) := Z/aijuxivx].dx—f—Z/biuxivdx—i-/Cuvdx.
ij=17% =1 /9 @

On va appliquer le théoréme de Lax-Milgram (3.1). Pour cela, on démontre que B et
continue et coercive sur Hj ().
Commencons par la continuité : On a

|B(u,v)] < /Z\aijuxivxj|dx+/2\biumv
Q Q=

ij=1

dx + / |cuv|dx
0

Commencons & majorer le premier terme

n
|3 e,
Q-

ij=1

Vg |dz < |a|| (o) Z Uy, Vg, [dT < C/ |Vu||Vu|dz
0

ij=1
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ot [la|pe) = >, ||| et d’aprés inégalité de Cauchy-Schwartz, on a
1<ij<N

= i 1/2 1/2
/Q Z la j‘“m”%‘dx < G (fQ WU‘le") (fg |Vv]2dx) = ClHUHH(%(Q)HUHHg(Q)-
ij=1

Pour le deuxiéme et le troisieme termes, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz et puis
Poincaré :

[ Wuelde < bllmey [ 3 usvide < Clblam [ Tulolds
Q=1 Qi Q

< C2||“||H%(Q)||UHH&(Q)

(ot [|bllzoc) = > [|billz=(e). Et on a
1<i<N

j£|CHUHka7§IkﬂLwanHUHL%QﬂhWL%Q)EZC%HUHﬂggnHUHHMQy
D’ou

[B(u,v)| < (Cr+ Co + C) [[ull gy ol my o

= Cllull gz llvlla@

Ce qui donne la continuité de B dans H}(Q2). Montrons maintenant que B est coercive.
le.

38 > 0: Blu,u) > Bllul?>, Yu € HJ ().
On a d’apreés la condition d’ellipticité (3.4)) :

9/|Vu|2dx < /Zaij(x)uxiuwjdm
Q Q-

1/7]:1

— B(u,u)—/Zbiuxiudm—/chdx
0= Q
< B(u,u)—{—HbHLoo(Q)/ |Vu]|u|d:r—u/u2dx.
0 Q

En utilisant I'inégalité de Cauchy (avec €), on a

1
/|Vu||u|dx§ E/ |Vu|2dm—|——/u2dx
Q 2 Ja 2e Ja

ou € > 0 est choisi assez petit de sorte que

€ 0
1Bl ooy < —
ng@_Q
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Alors on obtient

0
5 [IVuPde < B+ (golbloee — ) [ lufds
2 Q 2e Q

Si on choisit u > C alors, on obtient
0 2
B(u,u) > 2/ |Vul*dz == Bllul| gy @)llv] # )

d’ou la coercivité de B sur H}(2). Comme f € H'(Q) := (H}(Q)), alors d’apres le
théoreme de Lax-Milgram, il existe un élément unique u € H} () tel que

B(u,v) = (f,v), pour tout v € Hy ().
Donc u est 'unique solution faible du probléeme (|3.11)). O]

Exemple 3.1. Considérons le probléme suivant :

—Au+u=f dans
{ u=0 sur 02 (3.16)
Alors, Lu = —Au+u et a¥ = 69, b; = 0 et ¢ = 1. la formulation variationnelle associée
est
/ Vu.Vodr + / uvdx = / fodzx.
Q Q Q
La forme bilinéaire associé est définie par
B(u,v) = / Vu.Vodr + / uvdz
Q Q
On a B est continue car
[B(u,v)| < [[Vullro)l|Vollza@) + lullz2@) vl 20
< (”VUH%Q(Q) + ||UH%2(Q))1/2(||VU||%2(Q) + ||UH%2(Q)>1/2
= llullm@llvllme
< Cllullg@llvllzi@)
Pour la coercivité, on a
Buw) = [[ullfr) > lulls -
Considérons maintenant le probléme de Dirichlet non homogéne
Lu=f dans €
{ u=1 sur Of) (3.17)
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Pour la simplicité, on considére Lu := —Awu + u. Alors, on essaye de donner un sens a la
solution du probléme de Dirichlet non homogene (3.17). Si u est une solution appartient
a C?(2) NC(Q), alors elle satisfait pour tout v € D(Q) :

/Vu.Vvdx+/uvd$:/fvdx.
Q Q Q

cette équation & un sens pour u € H'(Q2). Inversement, si v € H'(Q) vérifie '’équation
précédent, alors elle vérifie 'équation Lu = f au sens des distributions et d’aprés le
théoréme de trace (voir cours de chapitre 2) la condition au bords a un sens si ¢ €
HY2(000).

Supposons que ¥ € H'/2(9€). Alors il existe une fonction g € H'(Q) telle que Tg = v
dans 0f). Posons w = u — ¢g. Alors le probléme de Dirichlet est équivalent au
probléme de Dirichlet homogéne suivant

(3.18)

Lw=f—Lg dans
w=70 sur Of

et u est une solution de (3.17)) si et seulement si w est une solution de ((3.18]).
IEREEEIEE 3.3. Montrer que si f € H™'(Q) alors f — Lg € H1(Q).

On donc la définition suivante

Définition 3.3. Soit f € H ().

1. On dit que u € H'(Q) est une solution faible du probleéme (3.17) si w € Hg () est
une solution faible du probléme (3.18]).

2. La solution faible u € H'(Q) est dite solution forte (ou bien solution classique) si
elle appartient a | C2(Q) N C(Q) .
Alors on conclut par le résultat d’existence suivant

Théoréme 3.4. Pour tout f € H™1(Q) et ¢p € HY2(Q), le probléme de Dirichlet non
homogéne (3.17) admet une solution faible unique u € H(S).

3.4 Probléme de Neumann homogéne

Soit 2 un ouvert borné de R” et de classe C!. Le probléme de Neumann homogéne est
donné par

{Lu—f dans

gz =0 sur OJf

(3.19)

ou L est défini par défini sous forme divergentielle par

Lu=— Z (a” (z)u,) +Zbl )y, + c(x)u (3.20)

36



et 4% désigne la dérivée normale extérieur de u, c’est & dire 3(z) := Vu(z). (x) et n(x )
et le vecteur unitaire de la normale extérieur a 9€) en x.
Dans la suite on va considérer le cas particulier ot

Lu=—-Au-+u

et on étudie la question d’existence du probléme de Neumann suivant

{ —Au+u=f dans €

g‘; =0 sur O

(3.21)

Supposons que u : £ — R est une solution de (8.21) telle que u € C*(Q) := {ug : u €
C*(R™)} et supposons que f € L*(€2). Soit v € C'(Q) := {vjg : v € C'(R")}. On multiplie
I’équation de (3.21)) par v et en intégre par partie, on obtient

/Vu Vvd:c—/ —vdS—i—/uvda::/fvdx
90 0 Q

Comme 2 a = 0, alors f 50 3 8“vdS = (. D’ou1 on obtient

/Vu.Vvdx—/ @vds—k/uvdx:/fvdx, Vv € C'(Q) (3.22)
Q o0 O Q Q

Q ONn

Comme 'espace C!(€2) est dense dans I’espace de Sobolev H'(f2), alors I'inégalité préceé-
dente est satisfaite pour tout v € H'(Q) (a vérifier en exercice). On a donc u satisfait la
formule suivante

/Vu.Vvd:E - a—vd5+/uvdx = / fudx, Yo € HY(Q) (3.23)
Q a0 On Q Q

et cette équation a un sens dés que u € H'(Q). [inversement| supposons que u € H' ()
satisfait (3.23)). Si de plus u € C*(Q), alors d’aprés la formule de Green on a

/ Avdx+/ —vdS—l—/uvdx:/fvdx, Yo € HY(Q) (3.24)
o0 0 0

Si on choisit v € D(Q), alors ) devient

/—Avd:p+/uvdx:/fvdx, Vo € D(Q) (3.25)
Q Q Q

ce qui donne —Au + u = f dans D'(€). et cette dernier équation est satisfait p.p. dans
Q2. D’ou I'équation (3.24)) implique que

ou
—ud HY(Q
/man” S, Vo € H'(Q)

c’est a dire —Z = 0 dans (H'Y2(Q))". Donc u satisfait le probléme ([3.21]). On donne alors
la définition suivante

Définition. 3.4. On dit que u est une solution faible de [3.21)) siu € H' () et satisfait
la formulation variationnelle (3.23)). Siu € C*(Q) alors u s’appelle solution classique.
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3.5 Problémes aux limite mixtes
3.5.1 Conditions aux limites mélées

Considérons le probléme suivant :

{ —u" +u= f dans [ =|0, 1]

w(0) = 0, /(1) = 0 (3.26)

Supposons que que u € C?([0,1]) est une solution de (3.26)), alors en multiplions
I'équation par v € C*([0, 1]), on obtient

/01 u'v'dz — o' (1)v(1) + «'(0)v(0) + /01 wvdr = /01 fudz.

On a v/ (1) = 0 et on choisit v telle que v(0) = 0, alors I’équation ci-dessus devient

1 1 1
/ u'v'dz +/ uvdr = / fudx, Yv € C*([0,1]), v(0) = 0. (3.27)
0 0

0

On donne le résultat suivant

_ 3.4.1. 1. L’espace {v € C'([0,1]) : v(0) = 0} est dense dans l’espace
H:={ve H'(Q):v(0) =0}.

2. L’espace HY(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. [En exercice [

D’aprés la densité, 1'équation (3.27) est équivalente a la formulation variationnelle
suivante

1 1 1
/ u'v'dw +/ uvdr = / fvdz, Yv € H. (3.28)
0 0 0

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 'existence d’une solution unique
u € H de (3.28)), qui est appelée solution faible de ((3.26)).

IR 3.4. Siu c C*([0,1] est une solution faible de (3.26). Montrer qu’elle est

solution classique (i.e. u satisfait [’équation de (3.26)) et les conditions aux limites).

3.5.2 Condition aux limites périodiques

Soit a résoudre le probléme suivant

{_w+u:f®m1:nﬂafeﬂmﬂ) (3.29)

u(0) = u(1), w/(1) = /(1)
Soit u € C%([0, 1] une solution classique de (3.29). On a pour tout v € C*([0,1]) :

/0 W'ds + /0 wodz + ' (1)p(1) — 1/(0)0(0) = /0 fodz, Yo e CH[0,1])  (3.30)
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Si on choisit v telle que v(0) = v(1), alors
v (1)v(1) — ' (0)v(0) = v(0)(u'(1) — «'(0)) = 0.

D’ou I'équation (3.30]) devient
1 1 1
/ u'v'dx +/ wodr = [ fudz, Yo € C'([0,1]), v(0) = v(1). (3.31)
0 0 0

IEREEERE 3.5. 1. Montrer que lespace {v € C'([0,1]), v(0) = v(1)} est dense dans
[’espace
H:={ve H(Q):v(0) =v(1)}.

2. Montrer que [’espace H est un espace de Hilbert.

D’aprés la question 1 de 'exercice, I’équation ([3.31)) est équivalent a
1 1 1
/ u'v'dw +/ wdzr = | fodz, Vv € H, (3.32)
0 0 0

c’est la formulation variationnelle associée au probléme (3.29)).

RS 3.6. Montrer que siuw e HNC2([0,1]) et satisfait (3.32) alors elle satisfait le
probleme (3.29)).

On donne alors la définition suivante

Définition’ 3.5. On dit que u est une solution faible de (3.21) si u € H et satisfait la
formulation variationnelle (3.32)). Siu € C*(Q) alors u s’appelle solution classique.

3.6 Exercices corrigés

Rappel. Pour tout  ouvert de RY, on note C*(Q) avec 0 < k < oo, I'espace
C*(Q) = {ujg - w e C"(RY)}.

Si Q2 est borné et régulier alors C*°((2) est dense dans H'((2) et en particulier C* Lﬁ) et aussi
dense danse dans H'(£2) pour tout 1 < k < oco. si Q n’est pas borné alors C*(Q2) N H'(Q)
est dense dans H'(Q).

_ 3.7. Considérons le probleme suivant

{ —u" +u=f dans I =]0,1[, f e L*(0,1) (3.33)
/( ‘

u(0) = u(l), (1) = v'(1)

1. Soit u € C*([0,1] une solution classique de (3.33). Donner la formulation variation-
nelle satisfait par u, (En acceptant que 'espace {v € C1([0,1]), v(0) = v(1)} est
dense dans [’espace

H:={veH0,1):v(0) =v(1)})
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2. Montrer existence et 'unicité de la solution faible u (Solution de la formulation
variationnelle).

3. Si la solution faible u € C*([0, 1], montrer qu’elle est solution classique de({3.33))

Solution :

1. Soit u € C*([0, 1]) une solution classique de (3.33)). On multiplie I’équation de({3.33))
par v € C1([0,1]), et en intégrant par parties, on obtient :

1 1 1
/ u'v'dx +/ wodz + u'(1)v(1) — /' (0)v(0) = / fodz, Vv € C*([0,1]) (3.34)
0 0 0
Si on choisit v telle que v(0) = v(1), alors
v (D)v(1) — 4/ (0)v(0) = v(0)(u'(1) — 4/(0)) = 0.
D’ou I’équation devient
1 1 1
/ u’v'dm+/ wvdw :/ fvdx, Yv € C*([0,1]), v(0) = v(1). (3.35)
0 0 0

Grace a la densité, I'équation ([3.35)) est équivalent a

1 1 1
/ u'v'dz +/ wodr = / fodz, Yv € H, (3.36)
0 0 0

c’est la formulation variationnelle associée au probléme (3.33]).

2. On applique le théoréeme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire a définie sur H par

1 1
a(u,v) ::/ u’v’dx—f—/ uvdx
0 0

et la forme linéaire ¢ définie par

1
l(v) :/ fvdx, Yv € H.
0

Pour la coercivité de a, on a

1 1
a(u,u) = / u?dx —l—/ u’dr = ||U”%11(0,1)
0 0

Ce qui implique la coercivité. Pour la continuité, on applique I'inégalité de Cauchy-
Schwartz dans L? et puis dans R?, on obtient
< eV llze + llullz2llvl| 2
1/2 1/2
< (lllze + llllz2) ™ (10122 + [vl1Z2)
<

1wl 510,00 10,1

a(u,v)

40



ce qui donne la continuité de la forme bilinéaire. Pour la continuité de la forme
linéaire, on a

)] < I fllezllollz <[ fllzz 1ol 0.0) = Cllvllmio)

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient I'existence d'une solution
faible u € H.

3. Soit u € C%([0,1]) N H une solution faible. Alors u vérifie I’équation (3.36]). En
choisissant v € D(0, 1) dans (3.36)), et comme u € C?([0, 1]), en intégrant par partie,

(3.36)) devient
1 1
/(—u”+u)vdx:/ fodx
0 0

ce qui implique que —u” + u = f dans Q. Maintenant, on choisit v € C'([0,1],
v(1) = v(0). et on integre le premier terme dans (3.36]) par partie, on obtient

_ /01 uw"vdx + ' (1)v(1) — 4'(0)v(0) + /01 wodr = /01 fodx

Comme —u” + u = f, alors on en déduit que u'(1)v(1) — «'(0)v(0) = 0. Comme
v(0) = v(1), alors on obtient u'(0) = «/(1). Donc u satisfait le probléme (3.33)).

_ 3.8. Considérons le probleme auz limites suivant

{ —u"+u=f dans I =]0,1]

w/(0) — ku(0) = 0,u(1) = 0 (3.37)

avec f € L?(0,1).
1. Montrer que l'espace H := {w € H'(0,1) : w(1) = 0} est un espace de Hilbert.
2. Siu € C*([0,1]) est une solution (classique) de (3.37)), Montrer que

1 1 1
/ u'v'dx —l—/ wodz + ku(0)v(0) = / fvdz, Yo € C¢*([0,1],v(1) = 0.
0 0

0

3. Montrer que lespace {v € C*([0,1] : v(1) = 0} est dense dans H.

4. Déduire la formulation variationnelle du probléeme (3.37)) :

1 1 1
/ u'v'dx +/ wodx + ku(0)v(0) = / fodz, Yv € H. (3.38)
0 0 0

5. Pour k > 0, montrer que l’équation précédente admet une solution unique u € H
(c’est la solution faible de ([3.37))).

6. Si la solution faible u € C*([0,1]), montrer qu’elle est classique (i.e. u satisfaite

B-37)-

Solution :
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1. Tout d’abord, on montre que H est un sous espace fermé de H'(0,1). On H C
H'(0,1) (par définition). Soit (u,), une suite de H qui converge vers u dans H'(0,1).
Montrons que v € H. D’aprés I'injection continue H'(0,1) < C([0, 1], on a u,,u €
C([0,1]

[t — ulleqoy < Clltn — ullgr0,1) — 0, quand n — oo,

D’owl u,, — u uniformément dans Q. Donc
Vo € [0,1] : uw) — u(w)

en particulier pour z = 1, on a u,(1) — u(1). Comme u, € H alors u,(1) = 0,
donc u(1) = 0. D’ot u € H. Ce qui implique que H est fermé. Montrons que H est
complet. Soit (u,), une suite de Cauchy de H C H'(0,1) (par rapport la norme
de H'(0,1)) donc la suite est convergente dans H'(0,1), car H'(0,1) est complet,
comme H est fermé, alors la limite de u,, est dans H. Donc la suite est convergent
dans H. D’ou H est complet avec la norme ||.||g1(,1). Comme (H'(0,1), ||||z1(0,1))
est un espace de Hilbert, alors (H, ||||m1(0,1)) est aussi.

2. On multiplie 'équation par v € C*([0,1] : v(1) = 0, et on intégre par partie, on
obtient

/01 w'v'dz — ' (1)v(1) + u(0)v(0) + /01 uvdz = /01 fudz.

Comme v(1) = 0 et v/(0) = ku(0) alors on obtient
1 1 1
/ u'v'dz +/ uwvdz + ku(0)v(0) = / fodz, Vv € C'([0,1],v(1) = 0.
0 0 0

3. Soit w € H alors u € H'(0,1). Comme C'([0,1]) est dense dans H'(0, 1), alors il
existe une suite (¢,), de C*(]0,1]) telle que

¢n = w, dans H(0,1).

On pose wy, = ¢pMy, ot 7, € C2([0, 1]) et la fonction de troncature définie par

0 si x €]l —1/2n,1]
Na(z) =< entreO0etl si z€[l—1/n,1—1/2n] (3.39)
1 st xe€l0,1—1/n]

Alors w,, € C'([0,1]), w,(1) = 0, et on peut démontrer que w,, — w dans H'(0,1)
(Voir le cours de densité).

4. Soit v € H, alors grace a la densité, il existe une suite v, €€ C'([0,1]), v,(1) = 0,
convergente vers v dans H'(0,1). D’aprés la question 2, on a

1 1 1
/ u'v) dz + / uv,dx + ku(0)v,(0) = / foudz, (3.40)
0 0 0
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Comme v, — v dans H'(0,1), alors v,, — v et v/, —> v' dans L?(0,1) et grace a
I'injection de Sobolev H'(0,1) < C([0,1]), v,(0) — v(0). On en déduite que

1 1
/ u/vgdx—/ u'v'dw = |/ (v, —v')dx|
0 0
< /|u'\|v§t—v/|dx
0

Cauchy—Schwartz , , ,
< ||| 2 ||v), — v'|| 2 — 0.
—_——

—0

ol 1 R . :
D’ou [, w'v,de — [, w'v'dz. De la méme maniére on obtient

1 1 1 1
/ uv,de —>/ uvdz, / fo,dx —/ fudz.
0 0 0 0

En passant donc a la limite dans (3.40)), on obtient

1 1
/ u'v'dx —|—/ uvdz + ku(0 / fvdz, Yv € H. (3.41)
0 0

. On applique le théoréme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire a définie sur H par

1 1
a(u,v) = / u'v'dx +/ wvdz + ku(0)v(0), Yu,v € H
0 0

et la forme linéaire ¢ définie par

1
((v) :/ fodz, Yv € H.
0

Pour la coercivité de a, on a

1 1 1 1
a(u,u) = / u?dx +/ ude + ku(0)? > / udx +/ uide = ||u||§{1(071)
0 0 0 0

(k > 0). Pour la continuité, on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans L? et
puis dans R? et on utilise I'injection H'(0,1) < C([0, 1]), on obtient

a(u,v) < | ll2 )Vl g2 + Il 2 llv]l 22 + Klu(0)o(0)]
< (1122 + aliZe) " (1122 + ol22) " + Kllulleolulleo
< Nullaropllvll g + Ellwll g1 o vl a0

(1 + ©)l[ullz o llvllm o

ce qui donne la continuité de la forme bilinéaire. Pour la continuité de la forme
linéaire, on a

()] < [ fllz2llvllz2<I[ fllz2lloll 100y = Cllvllar )

En appliquant le théoréme de Lax-Milgram, on obtient 1’existence d’une solution
faible u € H.
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6. Soit u € C%*([0,1]) N H une solution faible. i.e. u satisfait 'équation (3.38). On
choisissant v € D(0, 1), (3.38]) devient

1 1 1
/ u'v'dx +/ uvdx :/ fodx
0 0 0

en intégrant par partie, on obtient

1 1
/ (—u" 4+ u)vdzr = / fodx
0 0

ce qui implique que —u” + v = f dans Q. Maintenant, on choisit v € C*([0, 1],
v(1) = 0. et on intégre le premier terme dans (3.38]) par partie, on obtient

- /O u"vdx+u'(1:):(1)—u’(o)v(0)+ /0 uvdz + ku(0)v(0) = /O fode

Comme —u” +u = f, alors on en déduit que —u/(0)v(0) + ku(0)v(0) = 0. Comme v(0)
est quelconque, alors on obtient u/(0) = ku(0). Donc u satisfait le probléme ((3.37)).

_ 3.9. Soit a résoudre le probleme aux limites suivant

{ —Au+V.Vu = f dans

v = 0 surof) (3.42)

ou f € L*(Q), V est une fonction assez réguliere a valeurs dans R™ telle que divV = 0.

1. Trouver la formulation variationnelle du probleme (3.42]).
2. Montrer ’existence de la solution faible.
3. Si la solution faible u € H?*(Q), montrer qu’elle vérifier le probleme (3.42)) dans un

Sens a preciser.

Solution

1. Supposons que u est une solution assez réguliére de (3.42)). Alors on multiplie 'équa-
tion par v € C1(Q qui s’annule sur 92, on obtient aprés intégration par partie :

/Vu.V’ud:U—l—/V.Vuvdx:/fvdx.
Q o) Q

Comme lespace {v € C'(Q2 : vpo = 0} est dense dans H}(2), alors 'équation
précédente est équivalent a la formulation variationnelle suivante :

/Vu.Vvdx+/V.Vuvdx:/fvdx, Vv € H (). (3.43)
Q Q 0
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2. On applique le théoréme de Lax-Milgram sur la forme bilinéaire définie sur H} ()
par

a(u,v):/Vu.Vvdx+/VVuvdx
Q Q

et la forme linéaire suivante
l(v) = / fodz.
0

On commence par la coercivité : On a pour tout u € H}(£2)
a(u,u) = / Vu.Vudzr + / V.Vuudz.
Q Q

On a en appliquant la formule de Green

/V.Vuudx—/(uV).Vudx = —/div(uV)u+/ u?*V.ndS
Q 0

Q o0
~—_—
=0

= —/(uV).Vuda:—/diVVqux
0

Q
=0

= - /Q (uV).Vudz

Ce qui implique que [,(uV).Vudz = 0 Donc a(u,u) = [, [Vul'dz = [lul%, q)-

0
D’otu a est coercive. Pour la continuité, on a par l'inégalité de Cauchy Schwartz et
de Poincaré

la(u, )] < lullmy @) [Vollmye) + IV sllullmy @) vl @)
< HUHH(}(Q)HVUHH(}(Q) + CH“HH&(Q)””HH&(Q)
< T+ Oull g Vol g
(Rappelons que [|lul|g1(q) := [[Vul|z2(@y~) Pour la continuité de ¢, on a

L) < I fllzz@llvliz2@) < Cllfllez@ vl #y@)-

D’ot on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram et démontrer 'existence d’une
unique solution faible u € HJ ().

3. Si la solution faible v € H?(f2). Alors en appliquant la formule de Green dans la
formulation variationnelle (3.43), on obtient

/—Auvdx+/ %vdx—F/VVuvdx:/fvdx? Vv € Hy(9). (3.44)
Q o On Q Q
—0

Si on choisit v € D(Q2), alors on obtient
/ —Auvdx + / VNVuvdr = / fvdz, Yv € D(Q)
0 0 Q
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ce qui implique que —Au + V.Vu = f dans D'(Q2). Comme Au, Vu, f € L*()
alors —Au + V.Vu = f p.p. . D’ou u satisfait le probléme

—Au+V.NVu = f p.p.dans Q
{ u = 0 p.p.sur 0N (3.45)
_ 3.10. Soit a résoudre le probleme de Neumann suivant
—Au+u = f dans )
{ % = g surdf) (3.46)

avec f € L*(Q), g € (HY?(09)) := HY(Q). Q est borné et régulier.
1. Donner la formulation variationnelle du probléme (|3.46)).
2. Montrer ’existence de la solution faible.

3. Si la solution faible v € H*(Q), montrer qu’elle vérifier le probleme (3.46) dans un
Sens a préciser.

4. Considérons le probleme de Neumann suivant

{—Au = f dans Q

% = g surdf2

(3.47)

avec f € L*(Q), g € (HYV2(0Q)) := H~Y2(Q). Montrer ezistence et l'unicité de la
solution faible u dans l’espace

H:{ueHl(Q):/udx:O}

(Ind. utiliser l'inégalité de Poincaré-Wirtinger suivant pour la coercivité de la
forme bilinéaire).

1 2
AC >0, Yu e H'(Q) : [|ullf2q) — 9] (/Q udx) < ||Vul| 2.

Solution

1. Soit u une solution assez réguliére de (3.46)). On multiplie par v € C(Q) et on intégre
par partie, on obtient :

/Vu.Vvdx— %vdS—l—/uvdm:/fvdm.
Q a0 On Q 0

Grace a la condition au bord, on obtient

/Vu.Vvdx—i—/uvdm—/fvdx—k/ gudS.
Q Q ) o0

Comme 'espace C!(f2) est dense dans H'((2), alors on aura la formulation varia-
tionnelle suivante :

/Vu.Vvdx+/uvdx:/fvdx—i—(g,v)(Hl/g(ag))/XHl/z(am, Vv e H'() (3.48)
Q Q 0
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2. On applique le théoréme de Lax-Milgram : La forme bilinéaire associée est définie
sur H'(Q) par

a(u,v) :/Vu.Vvdx—f—/uvdx.
Q Q

La forme linéaire est définie par

() = /Q Foda + /8 guds

La coercivité et la continuité sont immédiat. Pour la continuité de ¢, on a par
I'inégalité de Cauchy Schwartz et de Poincaré :

/ fode < 1z ol < Cllvllaay.
Q

D’autre part, on a comme g € (H2(2))’, alors d’aprés le théoréme de trace, on a

{9, 0)] < Cllvllr2a0) < cllvlla )

Par conséquent
€(0)] < Clolla e

3. Siu € H?(), alors en intégrant par partie la formulation variationnelle (3.48]), On
obtient :

9,
/—Auvdx+ 8—uvd5+/ uvdx:/fvda:—l—(g,v>(H1/z(aQ))le1/2(m), Yo € H'(Q)
0 0 0

aq on
(3.49)
On choisit v € D(R), (3.49)), devient

/—Auwdx+/uvdx:/fvdx, Yv € D(Q)
Q Q Q

D’ot —Au+wu = f dans D'(Q2). Comme —Au, u, f € L*(Q) alors —Au+u = f p.p.
Q. et par conséquent ([3.49)) devient

ou
a—?)dS = <97U>(H1/2(8Q))/><H1/2(8Q)7 Yu € Hl(Q)
o on

Ce qui donne g—z = g p.p. dans 09.

4. C’est immédiat, de la méme maniére que ci-dessus, il faut juste montrer que I’espace
H est un espace de Hilbert.
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