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Systéme Linéaire Invariant dans le Temps

Soit le Systeme Linéaire Invariant dans le Temps (SLIT) de la figure ci-dessous.

x(®) 7| RO [ y@®

La réponse y(t) a ce systeme, de réponse impulsionnelle h(t), pour l'entrée x(t), est donnée par :

y(t) = x(t) * h(D).

Le systeme est LIT si:

ax( () + bxp(t) ——  h() | ——  ay,(t) + by, (®)

x(t—t)) —— h(@) |—— y(t-1t)

Un systeme peut étre caractérisé par sa réponse impulsionnelle. Si on connait la réponse
impulsionnelle d’un systéme, alors on peut connaitre sa sortie pour n’importe quelle entrée.

La convolution est liée aux systemes LIT. En effet, la sortie est définie comme étant le produit de
convolution entre le signal a I’entrée et la réponse impulsionnelle du systéme.

Produit de convolution normal

La convolution permet de calculer la sortie d’un systéme en fonction de I’entrée et la réponse
impulsionnelle.

La convolution peut étre donnée comme suit :

y(©) = [*7 x(D)h(t - Dydr ;

h(t — ) est obtenue a partir de h(7) par un rabattement autour de 1'axe T = 0 suivi d'une translation
de .

La convolution est donc une méthode pour combiner deux signaux et en produire un troisi¢me.
C’est la technique la plus importante en traitement de signaux.

L’intégrale précédente est appelée intégrale de convolution ; elle permet d’associer a toute entrée
x(t) la sortie du syteme y(t), celui-ci étant caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(t).
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Propriétés de la convolution

La convolution est commutative, associative et distributive. En effet, pour trois signaux a(t), b(t)
et c(t) nous avons ce qui suit.

Commutativité
a(t) = b(t) = b(t) * a(t);
Associativité

(a(t) * b(®) * c(®) = a(t) * (b(®) * c(t));

Distributivité

a(t) = (b(t) + c(t)) = a(t) * b(®) + a(t) * c(t);

Elément neutre - Convolution avec une impulsion de Dirac

La convolution avec une impulsion de Dirac est donnée par :

x(t) = 6(t) = x(t);

Pour une un signal translaté dans le temps, nous avons :

x(t) * 8(t-ty) = x(t — £y);

A x(t)
-
t
5(t —to)
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x(t—ty) =x(t) *6(t —¢ty)
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Convolution avec un peigne de Dirac
La convolution d’un signal quelconque x(t) avec un peigne de Dirac est donnée par :

%(f) * 8z (8] = H(E) * T 52 o O(E = AT} = Tl o0 X(E) %:b(F — 1T,) = Ndi2 o X — 0T ) §

Convoluer un signal x(t) par un peigne de Dirac revient a périodiser le signal x(t) a la période T,.

A <o
=
0 ¢
o, (1)
I
IT, 0 T, 2T.
A X(© 50,0
- -
b 0 T oT, t

Transformée de Fourier de la convolution

La convolution dans le domaine temporel est un produit normal dans le domaine fréquentiel.
Soit x;(t) et x, (t) deux signaux.

x,(t) = TFH X1 ()] 5

¥:(t) = TFX(F)] + Alors &

X, (t) * x,(t) = TF[X;(f)X2(f)] s De plus :

x1(t) - x,(t) = TF X, (f) * X, ()]
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= Le produit normal dans le domaine temporel est un produit de convolution dans le domaine
fréquentiel ;
= Le produit de convolution dans le domaine temporel est un produit normal dans le domaine

fréquentiel.
Dérivation

Si x,(t) et x,(t) sont deux fonctions dérivables, alors, d’aprés la propriété de dérivation de la
transformée de Fourier, nous avons :

dx4(t)
dt

dx,(t)
dt

J2rnfXo(f) - X, (f) = X:(fF) - j2mf X, (f) *x(8) = 2, (¢) *

Interprétation graphique de la convolution

Le calcul de la convolution consiste donc a calculer la surface du produit x(z)h(t — 7). Le signal
h(t — 7) est simplement le signal initial h(7), retourné dans le temps pour donner h(—71), puis
translaté de t. En calculant les surfaces remportées en faisant « déplacer » h(t — ), c’est-a-dire
pour tous les décalages de t, on obtient le produit de convolution pour tout ¢ comme le montre la

figure suivante :

—~ x(1)
. () '
h(t —1) A x(1) T
P -".l r
4>_ e / o—
e 7
T
{ Surface de chevauchement
= -
A i T
/f, —N x(t) = h(t)
— -
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Fonction de Corrélation

La fonction de corrélation est la mesure de similarité entre deux signaux x, (t) et x,(t).

Intercorrélation & Autocorrélation

En fonction de la nature des signaux x, (t) et x,(t), on distingue plusiecurs types de la fonction de

corrélation. Ces derniers sont résumés dans le tableau suivant :

Classification | Périodique/ | Complexe | Relation entre x,(t) et Corrélation
énergétique | Apériodique / Réel x,(t)
Energie finie | Apériodique | Réel x,(t) # x,(t) Riy 3, (1) = f_c’; x, () x, (t + T)dt
Energie finie Apériodique | Complexe | x;(t) # x,(t) Ry x, (D)= ff; x,(t) x5 (t + T)dt
Energie finie | Apériodique | Réel x1(t) = x,(t) = x(t) R (1) = ffmx(t) x(t + T)dt
Energie finie Apériodique | Complexe | x;(t) = x,(t) = x(t) R l0)= mex(t) x*(t + 1)dt
Puissance Apériodique | Réel x,(t) # x,(t) .
moyenne finie ' ’ Ryix, () = 11"15310 T f_ZZ %, () %z (¢ + T)dt
2
Puissance Apériodique | Complexe | x;(t) # x,(t) L1 .
moyenne finie Ryyx, (D) = %Ln;o T [Preg(8) 23 (¢ + T)dt
2
Puissance Apériodique | Réel x,(8) = x,(t) = x(t) ey
moyenne finie B\ BI= Jim = Jrx(®) x(t + Tt
2
Puissance Apériodique | Complexe | x;(t) = x,(t) = x(t) Lo .
moyenne finie ' ’ Rux(7) = TIL“; 7 Jrrx(@) x" (¢ + 7)dt
2
Puissance Périodique de | Réel x1 () # x,(t) it
moyenne finie | méme Ry, (1) = [7r 31 (£) x5 (¢ + D)t
période :
Puissance Périodique de | Complexe | x,(t) # x,(t) 1z .
moyenne finie | méme Ry, (0) = 1) Pr 21 () %2 (¢ + Dt
période ?
Puissance Périodique Réel x,(t) = x,(t) = x(t) §
moyenne finie Rex (1) =7 Jrrx(®) x(t + Tt
2
Puissance Périodique Complexe | x,(t) = x,(t) = x(t) 1 e .
moyenne finie Rex (1) = 5 f,zI x(t) x*(t + )dt
2

Propriétés de la fonction de corrélation

1. L'autocorrélation est homogene a une énergie. C'est-a-dire :

Rex(0) = [ x?(t) dt ;

2. La fonction d'autocorrélation est maximum en O ;

3. La fonction d'autocorrélation est a symétrie hermitienne. C'est-a-dire :

Ryx(t) = Ry (—7) ;
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Pour le cas complexe, nous avons :

Ryy(t) = Ryx(—7);

4. Pour le cas d’un signal périodique :

a) La fonction d'autocorrélation est périodique de période €gale a celle du signal ;
1
b) R,,(0) = }im %fzr(x(t))zdt = P ; C’est a dire, ["autocorrélation pour 7 = 0 est la

puissance moyenne P ;

¢) La fonction d’autocorrélation est une fonction paire de .

Densité spectrale de puissance

La densité spectrale de puissance est la transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation. Elle
montre la force des variations (énergie) en fonction de la fréquence. En d'autres termes, elle montre
a quelles fréquences les variations sont fortes et a quelles fréquences les variations sont faibles. Elle

est donnée par :

Sxx(f) = TF[Rxx(T)] ;

La paire de la transformée de Fourier caractérisant la fonction d’autocorrélation et la densité

spectrale de puissance est donnée par :
Ry (1) = f_oomsxx(f)ejznrdf ;

Sex(f) = f_mm Ryx (T)e_jzm—df .



