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Module: Introduction a la Topologie

Exercice 01 : £ = {a,b, ¢, d}.

1. Nous déterminons les topologies dans les familles suivantes :
)7 ={0,E,{a},{c,d},{a,c,d}} :
x) 0, E € 7,
x ))VO e :0NO=0en, ENO =0 €,
{a}n{c,d} =0 em, {a}N{a,c,d} ={a} € 1, {c,d} N{a,c,d} ={c,d} €
xxx) VO eT :QUO =07, EUO =F € n,{a}U{c,d} ={a,c,d} € 1,
{a}U{a,c,d} ={a,c,d} € 1,{c,d} U{a,c,d} = {a,c,d} € 7,
Donc; 7 est une topologie.
ii) 7 = {0, E, {a},{c,d},{b,c,d}} :
On a {a} U {c,d} = {a,c,d} ¢ 7. Donc; 7 n’est pas une topologie.
iii) 3 = {0, £, {a},{a, b}, {a,b,c}} :
x) 0, E € 13,
¥ ) VO e : INO=0en, ENO =0 €,
{a} N {a,b} ={a} € 13, {a} N{a,b,c} ={a} € 13,{a,b} N {a,b,c} = {a,b} € 3
xkx) VO €T3 : U0 =0€73, EUO =FE € 13,{a} U{a,b} = {a,b} € 73,
{a}U{a,b,c} ={a,b,c} € 13,{a,b} U{a,b,c} = {a,b,c} € 73,
Donc; 73 est une topologie.
2. L’ensemble des fermés de la topolgie 71 est {0, F, {b, c,d}, {a,b},{a}}.
L’ensemble des fermés de la topolgie 73 est {0, E, {b, ¢, d},{c,d},{d}}.
Exercice 02 : a € R, I, =]a, oo, 7 = {0, R, I, (o € R)}.
1. Montrons que (R, 7) est un espace topologique :
x) 0, R € T,
x)VOeT:0NO=0er,RNO=0¢€T,
Soit {I, }1<i<n C 7. On pose a = fgzaglai. On a: ﬂ]% =1,€erT.

xx k) VO eT: QUO =0, RUO=ReT,
Soit {I, }ier C 7. On pose a = miln Q.
1€
Sia:—ooona:UIai:RETSia>—ooona:U[ai:[aeT
iel i=1
Donc : (R, 7) est un espace topologique.

2.0na:0e [R]|])Re[R,]|]), et pour I, € T est un intervalle, donc I, € (R,|.]).
Donc : 7 C (R, |.]). Alors; 7 est moins fine que la Topologie usuelle de R.
Exercice 03 : E = {a,b,c}, 7 = {0, E, {a}, {b},{a, b}, {a,c}}.

1. Vérifions que 7 est une Topologie :
x) 0, F €T,



x*$)VO eT:0NO=0er,ENO=0€eTr,{a}n{b}=0¢€7,{a} Nn{a,b} ={a} €,
{a} N{a,c} = {a} € 7,{b} N {a,b} = {b} € 7, {b} N{a,c} =0 € 7,{a,b} N {a,c} =

{a} €T

xxx) VO eT: QUO=0€r, FUO =F € 1,{a} U{b} = {a,b} € 7,{a} U{a,b} =

{a,b} € T,

{Ea}U{a,c}:{a,c} e 1,{b}U{a,b} = {a,b} € 7, {b}U{a,c} = F € 7,{a,b} U{a,c} =
S

Donc : 7 est une topologie.
2. i = {b,c} ¢ 7,C" = {¢} ¢ . Donc : {a}, {a,b} ne sont pas des fermés.
Exercice 04 : 7 = {@,N,Z,@,C%,C% U N,C]g UZ,R}, D = {3,V3}.
1.i)) V(D) = {V Cc R;30 € 7 : D C O C V}. Les ouverts qui contient D sont :
CZUN,CEUZ,R,
mais on a : CRUN C C2UZ C R. Donc : V(D) ={V CcR:CIUNC V}.
ii) D' ={x € D,VYV € V(x); VN (D\ {z}) # 0}.
*Siz=30onaD\{z}={V3}, et onaN e V() mais NN (D\ {z}) = 0. Donc :
3¢ D
*Siz =13 onaD\{z}={3},etonaQ¢c V() maisQn(A\ {z}) = 0. Donc :
V3¢ D
*SizeQ\{3},onaD\{z} =D, et Vo e V(x);N(D\{z}) ={3}. Donc: z € D' *
Siz e R\ (QU{v3}),onaD\{z} =D, etVoecV);nND\{r}) = {3} Donc:
reD.
Alors; D' =R\ D.

_ 0 0
iii) D=DUD' =R, et D=1, donc : Fr(D) =D\ D =R, et Ext(D) = 0.
2. D =R. Donc : D est partout dense dans R.
Conclusion : D est dénombrable et partout dense dans R. Donc; (R, 7) est séparable.
3. 72 ={0,N,Z} et Grossz = {0, Z}. Donc : la topologie 17 est plus fine que Grossz.

Exercice 05 :Déterminons lintérieur et ’adhérence :

Az{—H—%,nEN*}:?l:(ﬂ, A=AU{-1}.
B=]—1L1U{2}UB.4[: B =] — 1, 1[U]3,4], B = [-1,1]U {2} U [3,4].

C—freR: 22 <dyn[L5:C=[1,2, C =12, T =12

D=Qn[-1,1] ,1()):@, D =[-1,1].

Exercice 06 : A = {(x;z) : v € E}
— Supposons que A est un fermé de £? | donc Q) = Cﬁz est un ouvert de E2. soit z,y € E?
tels que x # y, alors (z,y) € Q et  est un voisinage de (z,y), 3V, € V(z),3V, € V(y) :
Ve xV, CQ,donc V, NV, =0.
<= Soit (z,y) € Q, on a x # y, alors IV, € V(2),3V, € V(y) : V. NV, = . Donc
Ve xV, CQie QeV(zy), V(r,y)eQ, ondéduit Q= C§2 est un ouvert de E?. i.e. A

est fermé.



Exercice 07 :

VigeE:d(f.g)=|f(0) |+/ () — g(b)]t

1. Montrons que d est une distance sur E :
— Positive : d > 0 ( évident).
Soit f,g € F.
1
d(f,9) =0 < [f(0)=g(0)] =0 A/ [f(t) —g(®)ldt =0 < |f(t) —g(t)] =0,vt € [0,1].
0
& f(t) = g(t)vte 0,1 & f=g
— Symétrie : évident.
— Inégalité triangulalre Soit f, g,h € R. Alors;

d(fh) = [£(0) = h(0)] + / () — h()|dt

< 1(0) - <>|+/ () — g(®)lde + 9(0) |+/ l9(t) — h(D)\dt

— d(f.g)+d(g.h)
Donc; d est une distance sur E.
2. Des éléments de la boule d'unité dans (F,d) : x, 22, /x,2%(a € QT).
Exercice 08 : -
R=RU{—o00,+0}, f: R — [—1,1] telle que :

—1 D= -0

a R
J@) =9 15 *F

1 r = —+00

*) Montrons que d(z,y) = |f(x) — f(y)| définit une distance sur R : Il faut montrer que
f est bijective.
— Positive : d > 0 (évident).
Soit z,y € R.
d(z,y) =0 < |f(z)— f(y)=0
< fl@)=f@y)
& =y (puisque f est bijective)
— Symétrie : évident.
— Inégalité triangulaire : évident.
) B(0,1) = {r € R:d(0,7) < 1} =R.
5) B(0,1) = {z € R: d(0,z) <1} =R

Exercice 09 :
—U={-z:2€U} AU ={Xz:2eU} (NeR¥ a+U={a+z:2xe€U} (a€R)
Montrer que :
1. = Soit z € —U. Donc : —x € U. Alors, il existe r > 0 tel que B(—z,7) =] —2z—7r, —z+
rlc U.
Donc; |x — r,x +r[C —U, ie. —U est ouvert.
< —U ouvert = U = —(—U) ouvert.



2. = Supposons que A > 0, et soit z € AU. Donc : ; € U. Alors, il existe r > 0 tel que

]§ —r,§+r[c U,
Donc; Jx — Ar,x 4+ Ar[C U, ie. AU est ouvert.

Pour A < 0: U ouvert = — AU ouvert = AU ouvert.
1
<= AU ouvert = U = X(/\U) ouvert.

3. = Soit z € a+U. Donc : z—a € U. Alors, il existe r > 0 tel que |z —a—r,z—a+r[C U.
Donc; |x —r,x+r[C a+ U, ie. a+ U est ouvert.

< a+ U ouvert = U = —a + (a + U) ouvert.
Exercice 10 : Soient z,y,2z € E. On a
Ldz,y) =0 |lz—y|=0<=2—-y=0= =y,
2. d(z,y) = |z =yl = [ = Ully — «]| = d(y, =),
3. d(w,z) = |lw =zl = [lz —y +y — 2l < [le =yl + lly — 2] = d(z,y) + d(y, 2),

Donc : d est une distance sur E.



