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Module: Introduction a la Topologie

Exercice 01 : .
1=]0,1[C (R, ].]).0, = } 5,295[,95 el

1. Montrons que {O, },¢s réalise un recouvrement de [ :
Soit y € I. Donc; y € O, C U O,. Alors; {O,} ey réalise un recouvrement de 1.
xel
2. Montrons que I n’est pas compacte :

n
Supposons que [ est compact. Alors; il existe une famille {O,, } ,, telle que I C U O,,.
i=1

Soit iy, tel que z;, = lr£11<n {z;}. Donc : Vz € ] ,%[ 2¢O, =2 ¢ UO%‘
= i=1

ce qui contredit I C U O,,. Donc : I n’est pas compact.
i=1
Exercice 02 :
Soit Q localement compact, w ¢ Q, X = QU {w}. O ouvert de X < O ouvert de 2, ou une
partie de la forme I' U {w}, o ' = C& (K compact de §2). Montrons que :

1. On a défini une Topologie sur X :
i) (), X sont des ouverts paor définition.

ii) Soit (O;)ier une famille des ouverts de X tels que O; € {U;},_, U (Cgl U {w}> .

leL
K; compact = K; fermé = C’é{l ouvert. Donc : U CXt = O ouvert, et on a U Uy =U
leL jeJ
ouvert.
Donc : UOi =UUOU{w}. o UUO ouvert. Alors : UO" ouvert.
iel i€l

iii) Soit (O;)"_; une famille des ouverts de X. Comme précédent, on trouve que m O,
i=1

ouvert.

2. Soit 1q la topologie induite de la topologie de X sur €).
U ouvert de 1q si et seulement si U = O N Q. o O est un ouvert de X.
Si O est un ouvert de €2, alors U est un ouvert de 2.
Si O est de la forme CE U {w}, alors; U = (CK U{w}) N Q = C&, ouvert de Q.
Donc : cette Topologie induite sur €2 est le Topologie initiale de 2.

3. Soit z,y € X tels que x # y.
*) Siz,y € Q, il existe V, € V(x),V, € V(y) tels que V, NV, = 0 (puisque €2 est
localement compact, donc; séparé).
¥)Siz e Q,y=w. On a: Q est localement compact = IK € V(x); K compact.
[ = CK ouvert de Q, et T U {w} € V(y).



Ona: (TU{w})NK,=0.
Donc : X est srSoit (Uy)aea un recouvrement ouvert de X. Cette recouvrement admet
au moins Qy, = 'y, U {w}.
Iy, = C’éﬁo, o K, est compact de (2.
Ona: K,, C U 2, on peut extraire un recouvrement fini {Qy}7_; (A # Ao).
A#o

n
Donc; X C U 2, UQ,,, recouvrement fini de X. Donc : X est compact.
A=1,A#X0

Application : R = RU{—o0, +oc}. On pose w; = —00,w; = +00, et R localement compact.
Exercice 03 :

L. A={(z,y) eR?: 2 +y* < 1}

Soit f:R? — R, f(z,y) = 2? + %

A= f71([0,1]) = A est fermé, A C B((0,0),1) = A est borné. Donc : A est cmpact.
2. B={(z,y,2) eR®: 2? + y* + 2% — 2z = 1}

Soit f:R® — R, f(z,y) = 2* + y* + 2* — 2.

A= f1(1) = Aest fermé, A C B((1,0,0),v/2) = A est borné. Donc : A est cmpact.

3. C={(z,y) e R? : 2? + ¢y* — 2y > 1}
C' n’est pas borné, donc : n’est pas compact.

Exercice 04 :

i) Supposons qua Card(X) = 1. Alors; X = {z}. La toplogie discrete est {0, X }. Il est clair
que cet espace est connexe.

ii) Supposons qua Card(X) > 2. Donc : il exise x,y € X tels que z # y. L’ensemble {z} est
ouvert et fermé au meme temps, {x} # 0, {z} # X. Donc : cet espace n’est pas connexe.
Alors; X est connexe si et seulement s'il est un sengleton (card(X) = 1).

Exercice 05 :

i) Q C] — 00, V2[U]V?2, +00[, | — 00, v/2[,]v2, +00[ deux ouverts, et Q C] — oo, vV2[,Q C
V2, 400].

Donc : Q n’est pas connexe.

ii) (R\Q) C]—o00,0[U]0, 4+00], ] —00,0[, ]0, +00[ deux ouverts, et (R\Q) C]—o00,0[, (R\Q) C
10, 400

Donc : R\ Q n’est pas connexe.



