Unwversité Mohamed Boudiaf-M’sila L2-S03 : FEspaces complets
Faculté de Mathématiques et d’informatiques Solutions de la série 03
Département de Mathématiques Année : 2023-2024

Module: Introduction a la Topologie

Exercice 01 :

X = {a,b,c,d} muni de la topologie 7 = {0, X, {a}, {b},{a,b},{b,c,d}}, Y = {1,2,3,4}
muni de la topologie o = {0,Y,{1},{1,2},{1,2,3}}, et f : (X,7) — (Y,0) définie par :
f(a) = f(b) =1, f(c) =2, f(d) =

V(@) = {{a}, {a, b} {ar ), {a d}, {a by}, {a,b,d}, {a e, d}, XY
V(b) = {{a},{a, b}, {b,c}, {b,d}, {a, b, c},{a,b,d}, {b, ¢, d}, X}.
V(e) = {{b,c,d}, X}.
V(d) = {{b,e,d}, X}.
2. V(1) ={{1},{1,2},{1,3},{1,1},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4}, Y }.
V(2) = {{1,2},{1,2,3},{1,2,4},Y}.
V(3) ={{1,2,3},Y}.
V() ={Y}.
3. f71(v(1)) = {{a,b},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d}, X}.
[71(v(2) = {{a,b,c}, X}.
f7(V(4) = {X}.
4. La continuité :
*) fla) =1, fY(V(1)) C V(a) = f est continue au point a.
*) f(b) =1, 7Y (V(1)) C V(b) = f est continue au point b.
*) fle) =2, 7' (V(2)) € V(c) = f nest pas continue au point c.
*) f(d) =4, f1(V(4)) C V(d) = [ est continue au point d.

Exercice 02 :
A (X)) — (R ]]):
1, st x€A

XA(Z'):{(), si xd A

Soit @ un ouvert de (R, |.|). On a les cas suivantes :
)0,1€ 0= fY0O)=X.
ii)0¢OetleO= f10O)=A.
iii)0€eOetl¢O= f1O)=0C4%.
Donc : La condition nécessaire et suffisante pour que ’application indicatrice y 4 soit conti-
nue, est que 'ensemble A est ouvert et fermé au meme temps.
Exercice 03 :

Soient f,g € F. On a :
1

L |H(f) — H(g)| = |/ (If (@)] = lg(x))dx| < / |f(2) = g(z)|dz = di(f, 9)
Donc; H est Lipshitozienne de (E,d;) vers (R?H)



2. |[H(f)—H(g)| S/ |f(z)—g(z)|dz < sup If(l")—g(l’)l/ dx = sup |f(z)—g(z)| =
y (f g) 0 z€[0,1] 0 z€[0,1]

Donc; H est Lipshitzienne de (F,dw) vers (R, |.]).
3. Ona:x,1€ E, et H(x) = H(1). Donc : L’application H n’est pas bijective.

Exercice 04 :

L A={(z,y) eR?:y =2} ={(z,y) e R? 1y —2? =0} = [71(0). 0 f: R? —
R, f(z,y) =y — 27
{0} est fermt f est continue. Donc; B est fermé.

2. B ={(r,y) e R? : y < 2?} = {(z,y) e RZ : y —22 <0} = Y] —00,0]) 0
fR—R, f(z,y) =y —2°
| — 00,0] est fermé, et f est continue. Donc; B est fermé.

3.0 = {(5,4,2) € R : 2 < a? — 2 +5) = {(5,,2) € RO g —a? 45 < 5} =
f_l]—00,5]).OfIR3—>R,f<$,y):y2—£C2—|—Z
| — 00, 5] est fermé, et f est continue. Donc; C' est fermé.

Exercice 05 :

1. f:]a;b] — [¢;d); f(z) = Z:(jx bz:zd‘
2. [i]-L1[—R; f(x) = 1—x|x|

3 FR— C(0,1): f(z) = (% %) .

1-2)1-y*) 2y(1—2?) 2z )
1+22)(1+y?) 1+22)(1+y%) 1+ a?

4. f:R? — S(0,1); f(z,y) = <

Exercice 06 :

0 D p=gq
d:Q* x Q* R telle que : d(p,q) = 1 1
Q xQ — que : d(p,q) Ll 4y
|l
1. Vérifions que d est une distance sur Q* :
i) Positive (évident).
ii) Symétrie (évident).
. ; 11 1 1 1 1
iii) Soient p,q,r € Q*. Ona:d(p,r) = —+— < —+—+—+— =d(p,q)+d(q,r).
ol el = ol el el |7

2. i) Soient n,m € N* tels que n < m.

On a : d(x,,x,) =n+m > 1. Donc; la suite (z,) est n’est pas de Cauchy.

1 1 1 1

On a: dYn,ym) = —+ — < — <&, pour m > ng = {—} + 1. Donc; la suite (y,,) est
n m - 2n €

de Cauchy.



3. Supposons que (Q*, d) est complet. Donc; (y,) de Cauchy = (y,) converge = I €
Q" 1y, — L
Donc : Ve > 0,3ng € N,Vn > ng; d(y,, f) < €.

1 1 1
Alors; — 4+ — <e = — < ¢g,Ve > 0.
Izl/n! g |£]

Donc; = 0, ce qui est impossible.

7]
Donc : (Q*,d) n’est pas complet.

Exercice 07 :
E=N*VnmekFE:

0 Tom=n
dlm,n) = 10—|—i—i—l Cm#n
m n

1. Montrons que d est une distance sur E :
i) Positive (évident).
ii) Symie (évident).
. 1 1 1 1 1 1
iii) Soient n,m,p € E. Ona:d(n,p) =10+ —+ - <10+ -+ —+ 10+ —+ - =

n o p n o m n o p

d(n,m) +d(n,p).

2. Soit (u,) une suite de Cauchy dans (F,d). Alors;

Ve >0,dng e N,Vn,m e N:n>m > ng = d(u,, up) < e

Supposons que U, # Uy, Alors; d(un, u,) = 10 + o + % < g, ce qui est impossible
pour € = 1 par exemple. Donc : u,, = u,,, Vn > ny.

Donc; la suite (u,,) est stationnaire ; par conséquent elle est convergente. Donc : (E, d)
est complet.

3. f:E—E, f(n)=n+1.

1 1 1 1
10— 104t =
n#m= f(n)# f(m)=d(f(n), f(m)) 0+m—|—1+n+1 < O~|—m+n d(n,m)
Si f est contractante, alors; ila admet un point fixe, i.e In € N* :n = f(n) = n+ 1,

ce qui est impossible.
Donc : f n’est pas contractante.



