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Module: Introduction a la Topologie

Exercice 01 :

Soit lapplication N : R? — R telle que N(z,y) = sup |z + ty|.
te(0,1]

1. Montrer que l'application N est une norme sur R2.
2. Dessiner la sphere unité.

Exercice 02 :
Soit E = C([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues sur a valeurs dans R. On
munit £ de ||.||«. D est la partie de E constituée des applications dérivables et P est la
partie de E constituée des fonctions polynomiales.

Déterminer 'intérieur de D et l'intérieur de P.

Exercice 03 :
Soit E 'espace des applications continues sur [0, 1] a valeurs dans R, muni de la norme de

1
la convergence uniforme ||.||s, on considere A = {f €eE:f(0)=0 /\/ f(t)dt > 1} :
0

Calculer d(0, A).
Exercice 04 :
Soit £ = R[X], muni de la norme : >_ a, X* = max(|ax|, k € N).
X2 X"
OnnotePn:1+X+7+...+—.

n
Montrer que la suite (P,) est de Cauchy, mais ne converge pas.

Exercice 05 : '
Soit £ = R[z] muni de la norme : || Zaix’H = Z |a|

1. Est-ce que ¢ : P+ P(x + 1) est continue?

2. Est-ce que ¢ : P +— AP est continue? (A € E fixé).
Exercice 06 : .
Soit E = C([0,1],R), muni de la norme : ||f|| = /0 |f(z)|dz.

1. Vérifier que ||.|| est norme sue E.
2. Soit la fonction T': E — FE, définie par :

VieE:Tix)=T(f)(z) = /OI f(t)dt,Vz € [0,1]

Montrer que T est continue.
3. Soit [||T"]||, norme de T dans L(FE, E).
i) Montrer que |||7||| < 1.
ii) On dnit la suite des fonctions f, par : f,(z) = (1 — )",V € [0,1]. Déterminer
1T fall-



iii) Endéduire que |||T]|| = 1.
Exercice 07 :

Soit F un e.v.n. On appelle hyperplan H de E le noyau d'une forme linéaire non nulle f.
On dit que f(x) = 0 est "I’équation” de H.
Soit le théoreme suivant :

H est un hyperplan de E si, et seulement si, H est un sous espace vectoriel propre de F
tel que si F' est un sous-espace vectoriel de E vérifiant H C F alors F = H ou F'= FE.

Montrer que H est fermé ou partout dense dans F.



