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Module: Introduction a la Topologie

Exercice 01 :
N :R? 5 R,N(z,y) = sup |z +ty|.

te€(0,1]
1. Montrons que N est une norme sur R? :
i) N(z,y) =0« sup |[z+ty =0 z+ty=0,Vie [0,]] ex=y=0%& (z,y) =
te[0,1]
(0,0)

ii) Soit A € R. On a : N(A(z,y)) = sup |[A(z+ty)| = A sup |z + ty| = AN(z,y).
te[0,1] te0,1]

iii) Soit (z1,v1), (2,y2) € R%. On a :

N((z1,91) + (22,92)) = sup |wy + tyy + 22 + tyo| < sup |z1 +tys| + sup |xg + tys| =
t€[0,1] t€[0,1] t€(0,1]

N(z1,y1) + N(22,92).
2. La sphere unité : S(0,1) = {(z,y) € R? : N(z,y) =1} = {(z,y) € R* : sup |z +1ty| =

te(0,1]
1}.
On a les cas suivantes :
Nx>0,y>0: sup |[z+tyl=x+y.
tel0,1]
e <0,y<0: sup |z+ty] =—z—y.
te(0,1]
x
T+ ty < ——
Nae>0,y<0: |z+tyl = ¥ Donc :
—xr =ty : t>——
)
sup |z+ty| = max | sup (z+ty), sup (—z —ty) | = max(x, —z—y) = { v 2r+y
t€[0,1] tef0,—2 te[~2.1] —r—y : 2x+y
T +ty Dt > _—
Nae<0,y>0: |z+tyl = ¥ Donc :
—x—ty : t<——
Y
—x D 204y <
sup |z+ty| =max| sup (—x —1ty), sup (z+1ty)| = max(—z,z+y) = { )
t€[0,1] | | (te[o,—f/ ( ) te[—gf,l}( ) ( ) rt+y o 2r+y>

On trouve : S(O 1) 81U52U53US4US5USG, (6]

Si={(x y)E]R2 r>0,y>0,x4+y=1.
A%Z(%wéRywSstax+y_ 1.
Sy={(z,y) eR?: x>0,y <0,22+y>0,2=1
Si={(z,y) €ER?:2>0,y>0,22+y <0,z +y=—1.
Ss={(x,y) eR2:x<0,y>02z+y>0z+y=1
Se = {(z,y) ER*: 2 <0,y >0,20+y <0,z =—1.

Exercice 02 :



E=¢([0,1],R), || fllc = sup If(z)], D= {f € E: fdérivable}, P = E NR[X].

|22 — 1

i) L’intérieur de D : Soit f € D,r > 0. Pour g = f + 5

|22 — 1] r_
p ——r==-<r
xz€(0,1] 2 2

0
Donc; g € B(f,r), et g ¢ D. Alors; D = ().

rona: g = fleo

ii) L’intérieur de P : Soit f € P,r > 0. Pour g = f—i—ge‘”_l ona:|lg—flleec = sup Lot
z€[0,1]

! <

—<r

2

0
Donc; g € B(f,r), et g ¢ P. Alors; P = ().
Exercice 03 :

E=C([0,1,R), |l = sup |f(2)]. Az{feE:fw):o A/O f(t)dtzl}-

z€]0,1]

10,4 = ot e = s 1)1 [ 000> 1,500) =

z€[0,1]

1
Ona: [ f()dt>1= f>1= sup |f(z)]>1=4d(0,A)>1
0

z€]0,1]
2n? 1
5 n 1x c xe |0,—
Posons : f,(z) = n27_l 1 n
—0,1
m—1 TSR

Ona: f,€eAet

! o 2n? L op n—1
/Of(x)x /0 2n—1x$+ﬁ2n—1x 17

2

sup [fu(@)] = ——— = [ fullo = 1. On a: inf [|f, ]l = 1. Donc : d(0, A) = 1.
xz€(0,1] 2 1
Exercice 04 :
E=R[X], P =) aa", ||P| = max(|as|. k € N) Pn:1+X+£2+...+£.

7 Y Y Y 2 n

N 1

i) Soit € > 0, et soit N tel >m.Ona:|P,— P, = —|| = —.
i) Soit € > 0, et soit n,m € N tels que n > m. On a : || I szm;lkﬂ o

1 1
Pour ny = {— , on trouve [ <e= | P — Pl <e.
5

Donc : (P,) est une suite de Cauchy.
ii) Supposons qu’il existe P =€ E tel que P, — P. On pose P = ag+a,z+asx?+. . . +apa®.
Pourn >k :

1 k+1

X

I
k k+1 n

1 1 1
= max \ao—lf,\al—lf,...,ak—E,k—_i_l—l—...—l—g

= maxA,



1 1
maXAn:maX(|a0—1|,|a1—1|,..., ak——‘...+—) si ng > k.

k o
maXAn:max<|a0—1|,|a1—1|,..., ak——> si ng < k.

T

max A,

On pose ¢ = . Donc : || P, — P|| > €9, ce qui est une contradiction.

Alors : (P,) n’est pas convergente.
Exercice 05 :

= Rlz. || Y’ = Jos

1. La continuité de ¢ : P +— P(xz + 1)
" 1
Soit (P,) C E tel que P,(x) = T pour € > 0, et n > ny = [—] + 1 on trouve
n £
1
| Pl = ~ <
Donc : P, — 0, mais :
(:B+ Hn
le(P) — @(0)]| = ZC'“ : ZC'“ =
k=0

1
Donc : pour ¢ = g ona: le(Pn) — @(0)|| > &,Vn € N*.
Dong, la suite (¢(P,)) ne converge pas vers ¢(0). Alors : ¢ n’est pas continue.
2. La continuité de ¢ : P — AP (A € F fixé) :
k

On pose A=A = Zijj, k fixé, et P =37 ja,2*. On a:

(35) ()

[Pl = AP
= [AllLIP]

k

o
E Ajx
j=0

Donc : 1) est continue.

n

) E anz®

1=0

IN

Exercice 06 : )
E = (0,1, R), |f] = / F()ld.

1. Vérifions que ||.|| est norme sue E : Soit f,g € E, X € R.
1
) ||f||>0et||f||=o<:>/ f(@)ldz =0 f=0.
9= [ e = W [ 1@l =

) I+l = [ sl <) [ (@i = [l [ o =
111+ 1lgll-
22.T:E—E Tiz) =T(f)(z) = / f(t)dt,Vz € [0,1]. Montrons que T" est continue :
0



I =Lf'<<»ux - Aﬂéﬂwmmm
< //|f (t)dt|de < /01/0 | F(£)dt|dx

- A|vww = 1A
Donc : T est continue.
3. Soit [||T]||, norme de T" dans L(FE, E).
. H Al -
i) Ona: [Tf] < |IfIl = [Tl = = < 1...(1)

mumw/ﬂnwmth—M%wil
The /“h = [y =2

n+1
1 1
1 (1—2)"* |
T = Tfo(z)|de = dr = .
= [ i = [ A0
Tfn 1 T
iii) On a : ITh]l = [||T||| = sup Mﬁl. Donc : [||T'[|| > 1...

Ifall 2 ng2ol L
De (1) et (2) on trouve [||T]|| = 1.

Exercice 07 :
H hyperplan, donc : pour tout F'sevde F: HC F=F=HouF=F.
Hsevde E= Hs.evdeFE tel que HC H.
Donc : H = H (i.e H fermé), ot H = E (i.e H partout dense dans E).



