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EXAMEN FINAL

Exercice 01 :(05 pts) Soient E = {a, b, c}, et la famille τ = {∅, E, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}}
1. Montrer que (E, τ) est un espace topologique ?

2. Donner l’ensemble F de tous fermés de l’espace (E, τ) ?

3. On pose D = {b, c}
Déterminer l’intérieur de D, l’adhérence de D, et τD la trace de la topologie (E, τ) sur
D ?

4. Soit la famille σ = {∅, E, {a}, {b, c}}
Montrer que l’espace topologique (E, σ) n’est pas connexe ?

5. Soit l’application f : (E, τ) → (E, σ) définie par : ∀x ∈ E : f(x) = x,
Etudier la continuité de l’application f au point α = b ?

Exercice 02 :(05 pts)

Soit l’application d : N× N −→ R+, définie par : d(n,m) =

{
0 si n = m

1 +
1

n + m
si n 6= m

1. Vérifier que d est une distance sur N ?

2. Soit r > 0. Décrire en fonction de r la boule ouverte B(0, r) ?

3. Quelles sont les suites de Cauchy dans (N, d) ?

4. (N, d) est-il complet ?

Exercice 03 :(05 pts)
Considérons l’espace métrique (R2, d2), et soit les quatre ensembles suivants :

A = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2}, B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 2},
C = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}, D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2}

1. Tracer dans un repère orthonormé A, B, C, et D ?

2. Etudier la compacité de A, B, et D ?

3. Etudier la connexité de C ?

Exercice 04 :(05 pts)
Soit E = C1([0, 1],R), muni de la norme ‖f‖∞ = sup

x∈[0,1]

|f(x)|.

1. Est ce que (E, ‖.‖) est un espace de Banach ? Justifier votre réponse ?

2. Soit la fonction T : E → E, définie par :

∀f ∈ E : Tf (x) = T (f)(x) = f
′
(x), ∀x ∈ [0, 1]

Est ce que T est continue ? Justifier votre réponse ?

Remarque : f
′
la dérivée de f .


