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Introduction

Objectifs : Généraliser 1'utilisation des concepts et du vocabulaire de la topologie
générale. Etendre et approfondir les fondements d’analyse vus en premier cycle. Il
s’agit d’'un module de base qui fournit des outils fondamentaux.

La topologie est une théorie mathématique relativement jeune : elle émerge (sous le
nom d’analysis situs) au début du vingtieme siecle dans les travaux de Hausdorff et de
Tychonoff. Le besoin d'une telle théorie s’est déja fait sentir a la fin du dix-neuvieme
siecle dans les travaux de Riemann et de Hilbert. Dans la recherche actuelle, la topolo-
gie joue un role fondamental aussi bien en Analyse Fonctionnelle qu’en Géométrie
Différentielle ou encore en Topologie Algébrique. Ci-dessous, quelques grands noms de
la Topologie :

e Henri Poincaré (1854-1912) ; (homotopie, cohomologie)

e David Hilbert (1862-1943) ; (bases de Hilbert, espaces de Hilbert)

e Maurice Fréchet (1878-1973) ; (convergence uniforme, convergence compacte)

e Stefan Banach (1892-1945) ; (fondateur de I’Analyse Fonctionnelle, espaces de Ba-
nach)

Ce cours n’est cependant qu’une introduction aux notions de base. Il contient le strict
minimum pour celui qui souhaite poursuivre les études en mathématiques. Comme la
topologie repose sur relativement peu de connaissances aquises, elle présente I'occasion
idéale pour I’étudiant de combler d’éventuelles lacunes en logique ou en théorie des
ensembles. C’est la raison pour laquelle la plupart des énoncés sont suivis d’une preuve

complete.
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Le dernier chapitre contient une collection d’exercices. Ces exercices servent a la fois a
mieux familiariser I’étudiant avec les notions apprises en cours, et a compléter le cours
la ou le temps nécessaire manquait.

Programme :

=" Espaces topologiques. Illustration par les espaces métriques.

= KEspaces métriques : Ouverts, fermés, voisinages. Sous-espaces métriques. Suites.
Limites. Continuité et continuité uniforme. Homéomorphismes.

=" Espaces normés. Espaces complets. Espaces de Banach. Normes d’applications
linéaires et multilinéaires continues.

= Théoreme du point fixe et ses applications aux fractals. Prolongement uni-
formément continu. Théoreme de Baire.

= Espaces compacts. Compacité locale : théoreme de Riesz. Caractérisation des
compacts de R™.

= Espaces connexes et connexes par arcs. Connexes de R. Eléments d’analyse
matricielle, rayon spectral.

= Espaces de fonctions continues. Topologie de la convergence uniforme. Théoreme
de Stone-Weierstrass. Théoreme d’Ascoli.
etc ...
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|
Chapitre
Espaces Métriques

La notion de distance entre deux points du plan ou de ’espace nous est familiere. L’exemple
fondamental déja étudié est celui de R qui est un exemple tres limité. En effet, de nom-
breux problemes ne peuvent se modéliser que sur des espaces vectoriels de dimension plus
grande. Pensons, par exemple, a des modélisations de systemes physiques comportant
un nombre n de parametres. L’étude de ces systemes se fera via I’étude de fonctions
possédant m variables et donc définies sur R™. Ce qui nous conduit a transposer les
notions telles que la continuité des fonctions, la convergence des suites et voir méme les
notions de dérivabilité, d’intégrabilité etc... Toutes ces notions font intervenir la notion de
distance. La théorie générale sur les espaces topologiques englobe, bien evidemment, ces
deux exemples mais conduit parfois a des situations compliquées donc moins intuitives.

1.1 Espaces métriques

La définition suivante généralise la notion de distance dans R et R™.

Définition 1.1.1 (Espace métrique). Une space métrique (X, d) est un ensemble X
muni d’une application d : X X X — R, appelée distance ou métrique, qui satisfait
les propriétés suivantes :

(D.1) V,y € X, d(xz,y) > 0 et d(x,y) = 0 si et seulement si x = y.
(D.2) d(x,y) = d(y, x), (symétrie).

(D.3) Vx,y,z € X, d(x,z) <d(z,y) + d(y,z), (inégalité triangulaire).
Exemple 1.1.1 L’ensemble des nombres réels R muni de la distance usuelle

d(w,y)=|az—y|, r,y €ER
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est un espace métrique. @

Exemple 1.1.2 Sur I'espace R™, on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les
distances entre les composantes. Soient € = (X1,+++ ,Tyn) et Yy = (Y15 s Yn) € R™
On définit deux distances, a savoir

n
doo(il?, y) = max{|mi — yi|7i =1,..., n} et dl(ma y) = Z |mz - yil'
=1

La troisieme est ce qu’on appelle la distance euclidienne :

dz(w,w:\/.z (wiy)? ®

Exemple 1.1.3 On peut définir une distance, dite discrete, sur un ensemble quelconque
X en posant, pour z,y € X :

0 siz=1y

d@.y) = {1 siz#£y. @

Exemple 1.1.4 Distance induite. Si (X, d) est un espace métrique et A un sous-

ensemble de X, la restriction :
dleA tAXA—>R

est une distance sur A. Ainsi, la distance euclidienne sur R3 induit une distance sur la
sphere
S={(z,y,2) €R® : |22 +y*+2°=1}. @

Exemple 1.1.5 (Distance produit). Soient (X, dx) et (Y, dy) deux espaces métriques;

on peut définir une distance sur I’espace produit X X Y par :
d[(T1,Y1); (T2, y2)] = sup{dx (1, T2), dy(y1,Y2)},

faisant de I’ensemble produit (X X Y, d) un nouveau espace métrique. @

Exemple 1.1.6 Soit C([0,1],R) = {f : [0,1] — R | f continue}. Si f,g €
C[0,1],R) on pose :

doo(f>9) = tzl[épl]{lf(t) —g(t)}. &

Vi
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Proposition 1.1.2 Pour tous x,y et z des points d’'un espace métrique (X, d), on a

|d(wa y) - d(wa z)' S d(ya Z)' I

Preuve : La condition D.2 que vérifie la distance d nous donne d(z, z) — d(z,y) <
d(y, z). En utilisant la symétrie, on obtient d(z,y) — d(x, z) < d(z,y) = d(y, 2).
De ces deux inéquations, on en déduit que |d(z,y) — d(z, 2)| < d(y,z). @

Définition 1.1.3 Une application ¢ : RT — Rt est dite sous-additive si

Vz,y € RY, oz +y) < o(x) + (). I

Proposition 1.1.4 Soient (X, d) un espace métrique et ¢ : RT — RT une application

croissante sous-additive et ne s’annulant qu’en 0. Alors ¢ o d est une distance sur X.

Exemple 1.1.7 Soit (X, d) un espace métrique. Comme, les applications
u
14+ u

sont sous-additives croissantes et ne s’annulant que pour 0, alors

¢(u) = min{l,u} et o(u)=

d(z,y)
1+ d(z,y)

5(3773/) = min{lad(may)} et U(may) =

sont deux distances sur X qui ont la propriété d’étre bornées par 1. €@

Sans perte de généralité, on peut toujours supposé que la distance d’un espace métrique
est bornée.

1.2  Ouverts, fermés et voisinages

Considérons un espace métrique (X, d).

Définition 1.2.1 Soient a € X et r € Rt.

e La Boule ouverte de centre a et de rayon r est

B(a,r) ={z € X |d(a,x) < r}. I

vii




Licence : Topologie Dr HITTA Amara (2009.2010)

e La Boule fermée de centre a et de rayon r est

B(a,r) ={z € X | d(a,z) < r}. I

e La Sphere de centre a et de rayon r est

S(a,r) ={x € X |d(a,x) =r}. I

Exemple 1.2.1 Dans R muni de la distance usuelle d(x,y) = | — y| on a

B(1,1) =]0,2[ et B(1,1) = [0,2].
Pour a € R et r un réel strictement positif, on a

B(a,r) =]a—r,a+7r[ et B(a,7)=[a—r,a+7r]. ®

Exemple 1.2.2 Dans R?, les boules ouvertes (resp. fermées) de rayon 1 :

pour les distances dy, doo et da (resp. y compris les frontieres). 4

Définition 1.2.2 Soient a € (X,d) et r € RT.

e Le sous-ensemble U de (X, d) est dit ouvert, si

Ve € U,3r > 0 tel que B(a,r) C U. I

e Le sous-ensemble F de (X, d) est dit fermé, si son complémentaire est un ouvert :

F C X, F fermé < Vz € (xF,3r >0 tel que B(a,r) C CxF.

viii



Licence : Topologie Dr HITTA Amara (2009.2010)

Pour 0 < » < 7’ on a les inclusions suivantes :
B(z,r) C B(z,7) C B(x,7")

La premiere inclusion étant facile. La seconde se démontre ainsi : Si y € B(z,r) alors
d(xz,y) < r comme r < 7’ alors d(z,y) < 7’ donc y € B(z,r’) d’ou I’ inclusion
souhaitée.

Remarque : D’apres ces inclusions, il est clair que I’on peut remplacer ’adjectif “fermée” par
“ouverte”. <«

Théoreme 1.2.3 Toute boule ouverte de 1'espace métrique (X, d) est un ouvert. Toute
boule fermée de 1'espace métrique (X, d) est un fermé.

Preuve : Soit y un point de la boule ouverte B(x, r) de centre et de rayon 7. On a
d(x,y) < r. Sion pose p =71 — d(x,y) > 0 alors B(y, p) C B(x,r). Pour le voir,
supposons que z € B(y, p), alors

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <d(z,y) +p=r

ce qui montre que z € B(x,r). De méme, si y n’appartient pas a la boule fermée
B(x,r),onap =d(x,y) —r > 0. La boule ouverte B(y, p) est disjointe de B(x, r).
En effet, considérons z € B(y, p) \ B(x, ), on doit avoir

d(may) < d(maz) + d(zay) <r+p= d(wa y)

ce qui est absurde. Donc E \ B(x, ) est un ouvert et B(x, r) sera alors un fermée. @

Définition 1.2.4 Si F' est une partie fermée non vide de I'espace métrique (X, d), on
appelle distance d’un point  de X au fermé F' le nombre positif ou nul

d(z, F) = ;Ielf? d(z, z)

Théoreme 1.2.5 La distance d'un point & au fermé F' est nulle si et seulement si x
appartient a F'. De plus, si « et y sont des points de E, on a

Id(w’F) - d(y’ F)l S d(w’y)' I

Preuve : Six € F, on a clairement 0 < d(z, F) < d(x,x) = 0. Inversement,

si x ¢ F, il existe une boule ouverte B(x,r) disjointe de F', ce qui montre que, pour
tout y de F, d(x,y) > 7, donc d(x, F) > r > 0. Si z est un point quelconque

ix
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de F, on a d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), donc, en passant a la borne inférieure, on
ad(xz,F) < d(z,y) + d(y, z) pour tout z de F. Et passant a nouveau a la borne
inférieure d(x, F) < d(x,y) + d(y, F), c’est-a-dire d(x, F) — d(y, F) < d(x,y). En
intervertissant « et y, on obtient d(y, F) —d(x, F) < d(x,y), d’ou I'inégalité cherchée.
2

Définition 1.2.6 Soit (X, d) un espace métrique. Soit A et B deux parties de X on
appelle distance entre A et B la quantitée

d(A,B) = inf{d(z;y) : x € A,y € B} I

ik € N} alors d(A, B) =

0 tandis que A # B. Ainsi, la distance entre les parties ne définit pas vraiment une
distance sur P(X). @

1
Exemple 1.2.3 Sionprend A = {0} C Ret B = {
n

Définition 1.2.7 On appelle diamétre d’une partie A de (X, d) et on note diam(A) la

quantitée
Diam(A) = sup{d(z,y) : x € A,y € A}. I

Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu'une partie A de X est bornée §'il existe une

boule fermée B(xg, ) tel que

A C B(xzg,7) <= Vx € A, d(xg,z) <. I

On vérifie immédiatement qu'une partie A de X est bornée si et seulement si son diametre

est fini.

On note par F(X,Y) 'ensemble des applications de ’ensemble X dans ’ensemble Y.

Définition 1.2.8 Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. Une application
f + X — Y est bornée si son image f(X) C Y est bornée pour la distance d. On note
par Fp(X,Y) le sous-ensemble de F(X,Y') des fonctions bornées.

On peut munir ensemble Fp(X,Y') d’'une distance dite distance de la convergence
uniforme, notée do. Elle est définie comme suit

Vf,g € fb(X’ Y)7 dOO(f7 g) = ig}g(f(w)ag(w))
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La boule de centre f et de rayon r est I’ensemble des fonctions dont le graphe se trouve
entre les deux courbes en pointillés, déduites de f par translation paralelement a 1’axe
des ordonnées. Dans ce cas, on a doo(f,g) < 7.

Exemple 1.2.4 Dans R muni de la distance usuelle, U =]0, 1[ est un ouvert. En effet, si
on pose, pour tout £ € U, r = min{x, 1 —x} on vérifie aisément que B(x,r) C U. ®

Proposition 1.2.9 Soit (X, d) un espace métrique. On a les propriétés suivantes :

(0.1) Toute intersection finie d’ouverts de X est un ouvert de X.

(0.2) Toute réunion, finie ou non, d’ouverts de X est un ouvert de X.

Preuve : Soit (U;)?_, une famille finie d’ouverts de X. Posons U = () U;. Si U est

=1
vide, il est ouvert. Sinon, pour tout @ € U, alors @ € U; pouri € I C {1,--- ,n}.
Comme chaque U;, i € T est ouvert, il existe r; € R* tel que B(x,r;) C U;. Posons
r = m€1Hn r;. Alors, pour tout 2 € I, on a

B(z,r) C B(z,7;) C Us;.

Donc . .
B(z,r) C (\B(z,m:) C (| B(z,r:) C (Ui =U.
i€l i=1 =1

D’out U est un ouvert de X. @

Il découle, de cette preuve, qu'un ouvert contient au moins une boule centrée en chacun
de ses points. Ainsi, U contient toute boule centrée en chacun de ses points, donc il est
ouvert. @

Remarque : Le caractere “fini” est important pour la propriété (O.1) puisque l'intersection

d’un nombre infini d’ouverts n’est pas toujours un ouvert. Prenons, par exemple, dans
1 n 1

X = R™ chaque B (O, —) est un ouvert alors que (| B (O, —) = {0} n’est pas
n =1 n

ouvert. @

Exemple 1.2.5 Dans R muni de la distance usuelle, tout intervalle ouvert est ouvert,
tout intervalle fermé est fermé. Un intervalle de la forme | — 0o, a] ou [a, +00] est fermé.
En effet, R est ouvert. Un intervalle de la forme ]a, b[, avec a et b finis, est une boule
ouverte car

a-+b a—>b
et r= .

la,b[= B(xg,7) ou o=

xi
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De méme, [a, b] est une boule fermée car [a, b] = B(xg,r). Par ailleurs
Ja, +ool= | ]a,a +n]
neN*

donc |a, +o00[ est un ouvert. Le méme raisonnement s’applique a | — oo, a[ qui est ouvert.
Il s’ensuit que [a, +o0o[=] — 0o, a[® est fermé et de méme | — oo, a] est fermé. @

Proposition 1.2.10 Soit (X, d) un espace métrique. On a les propriétés suivantes :

(F.1) Toute réunion finie de fermés de X est un fermé de X.

(F.2) Toute intersection, finie ou non, de fermés de X est un fermé de X.

Preuve : Immédiat, par passage au complémentaire. @

Remarque : La réunion infinie de fermés peut ne pas étre fermé. Prenons dans R la

1 1
famille de fermés F,, = [—1 4+ —51— —}. Leurs réunion |J F,, =] — 1,1[ n’est pas
n n neN
fermé.
Remarque : Dans un espace métrique (X, d), il existe des ensembles a la fois ouverts et
fermés, par exemple @ et X. Lorsque d est la distance discrétes, tous les sous-ensembles
de X sont a la fois ouverts et fermés. D’autre part, il se peut que des ensembles ne soient
ni ouvert ni fermé, par exemple, l'intervalle semi-ouvert |a, b] n’est ni ouvert ni fermé

dans R. @

Définition 1.2.11 On dit qu’une partie V' d’un espace métrique (X, d) est un voisinage
d’un point xqg si V' contient un ouvert contenant xg.

On note par V(xo) 'ensemble des voisinage du point g € X. Ainsi

VeV < F0€O:2cO0CV. I

Un voisinage de o peut-étre définie par

V €V(xg) <= Fe >0:B(xp,e) CV
On en déduit alors que :

Une partie non vide de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de
ses points.

xii
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1.3 Intérieur et adhérence

Définition 1.3.1 Soit A C X un sous-ensemble de I'espace métrique (X, d). L’adhérence

A de A est :
A={zx e X |Vr>0, B(z,r) N A # 0}. I

Remarquons que A C A car : si £ € A alors pour tout » > 0, on a x € B(zx,r) N A.

Proposition 1.3.2 On établit un lien entre un fermé et I’ adhérence par :

e A est fermé si et seulement si A = A.

e A= {z € X | 3 une suite {z,} C A telle que lim =, =z }.

Preuve : Si A est fermé, alors X \ A est ouvert. Soit x ¢ A, donc x € X \ A, il
existe » > 0 tel que B(x,7) C X \ Aet z & A c’est-a-dire que A C Adonc A = A
car A C A. Réciproquement, si A = Aetx € X \ A, alors x € A, donc Ir > 0 tel
que B(xz,7) N A = oo, c’est-a-dire B(x,r) C X \ A.

Pour la deuxiéme partie, Si &g € A, pour tout n € N, alors B(xo,1/n) N A # 0, donc
il existe ¢,, € B(xg,1/n) N A # 0 et nll_)rgo x, = xg. Réciproquement, s’il existe une

suite {x,} de A telle que lim x,, = x¢ alors Vr > 0 on a @, € B(xo,r) N A pour

n—oo

n > N et on a bien B(zg,7) NA £ 0. @

En fait, on peut caractériser A de la maniere suivante :

Proposition 1.3.3 L’adhérence A est le plus petit fermé contenant A c’est-a-dire que
si F est un fermé et A C F alors A C F :

A= (| F
ACF Fermé

Preuve : Supposons que F' est un fermé contenant A et montrons que A C F ce qui
est équivalent & montrer que X \ F C X \ A. Maissi z € X \ F, alors z € F alors
@ est un point de 'ouvert U = X \ F qui ne rencontre pas A c’est-a-dire U N A = 0
donc x ¢ A soit quex € X \ A. @

o
De méme, on peut définir I'intérieur A de A comme étant le plus grand ouvert contenu
dans A c’est-a-dire

A= U U

U ouvert C A

xiii
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Exemple 1.3.1 On considere, dans R muni de la distance usuelle, A = [0, 1[. Alors
o —
A=]0,1[et A =[0,1]. @

Exemple 1.3.2 L’adhérence de Q est R puisque tout nombre réel est limite de nombres
rationnels. @

Exemple 1.3.3 D’apres le théoreme de Weierstrass, toute fonction f € C([0, 1], R) est
limite uniforme (pour la norme || ||oo) d’une suite de polynéme de P([0, 1], R). Donc

P([Oal]aR) = C([O,l],R). I

Notons que l'on a une certaine dualité entre fermeture et intérieur.

Proposition 1.3.4 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (X, d), alors

Cx(A°) =CxA et CxA = (CxA)° |

Preuve : Montrons la premiere égalité. Par définition, A° = (;; U; ot (U;)ser désigne

la famille de tous les ouverts contenus dans A. Donc
Cx(A°) =Cx (U Ui> =(\CxU; =\ F:
il icl icl

avec F; = Cx Uy, fermé de X. La famille (F;);er désigne la famille des fermés contenant
CxA. La partie C x (A°) est donc 'adhérence de CxA. La deuxicme formule se déduit
de la premiere en y remplacant A par Cx A. @

On signal, enfin, qu’on est, parfois, amené a faire la différence entre deux notions subtiles
de points d’adhérence a savoir :

1. Un point & € A est dit isolé s'il existe un voisinage V' de x tel que VN A = {x}.

2. Un point © € X est dit point d’accumulation si tout voisinage V' de @ contient au
moins un point de A distinct de «.

Définition 1.3.5 Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique (X, d). On dit que A
est dense dans X si A = X.

Traduction : Pour tout € X, il existe une suite (x,) C A qui converge vers x.
On notera que, si on remplace une distance par une distance équivalente, les ensembles
denses restent les mémes.

Xiv
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Exemple 1.3.4 Dans R, un nombre est décimal lorsqu’il s’écrit : n107% n € Z, k € N.
L’ensemble D des nombres décimaux est un anneau pour les deux opérations usuelles et
'onaZ C D C Q. Comme tout x € R est limite de la suite de ses approximations
décimales de la forme x,, = E(2107™).10~™ alors D = R et on obtient que Q = R. 4

Exemple 1.3.5 Dans R muni de la distance usuelle, Q et R\ Q sont denses.
En effet, soient € R et » > 0. Alors B(x,r) =] — r,x + r[. On rappelle qu’entre
deux réels distincts il y a toujours un nombre rationnel et un nombre irrationnel; ce qui
implique B(x,7) N Q # 0; et B(x,7) N (R\ Q) # 0. On trouve x € Qet x € R\ Q,
Ve € R. &

Définition 1.3.6 Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). On appelle frontiére
de A I’ensemble, noté Fr(A), défini par

F’I“(A) = Z\Con. I

La frontiere de A est un fermé, puisqu’elle s’écrit comme intersection de deux fermés, a

savoir

F'I”(A) = Z N Cx(Ao) = Z N BxA
Ainsi, une partie et son complémentaire admettent la méme frontiere :
x € Fr(A) < VYV eV(z)alosVNA#Det VNIxA#O.

Exemple 1.3.6 (Frontiére des ensembles usuels) Dans R :

@®  Fr(Z) = Z car Z est un fermé d’intérieur vide Z= 0.

@  Comme tout bgule ouverte contient des nombres rationnels et des nombres irra-
tionnels alors Q= @ et (R\ Q)° = @. Comme Q = R\ Q = R alors Fr(Q) =
Fr(R\ Q) =R

® Fr([0,1]) = {0,1}.

@  Dans R2 la frontiere d'un carrée est
Fr([0,1])x[0,1]) = ([0, 1])x{0}) [ ([0, 1)) x{1}) [ J({0}x [0, 1])) [ J({1} x[0,1])). #

Théoreme 1.3.7 (Séparation de Hausdorff). Soit (E,d) un espace métrique et
deux points * # y de E. Alors il existe deux boules ouvertes disjointes contenant
respectivement x et y.

XV
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Preuve : 1l suffit de prendre » = d(x,y)/2 et de choisir x € B(x,r) et y € B(y, ).
Les boules choisis sont dijointes. En effet, si point z € B(x,r) N B(y, ), on obtient :
d(xz,z) < retd(y,z) < r. Linégalité triangulaire nous donne

2R =d(xz,y) < d(xz,z) +d(y, z) < 2R,

une contradiction. Donc z n’existe pas. @

1.4 Sous-espace métrique, produit des espaces métriques

Soit (E,d) un espace métrique et F' une partie non vide de E. Il est évident que la
restriction dp de d & F' X F est une distance sur F. L’espace métrique (F, dr) sera dit
sous-espace métrique de (E, d).

Soit (FE;, d;)icp,m une famille finie de m espaces métriques. Sur I'ensemble E = Ey X
-+« X E,, (produit cartésien) on définit la distance d’ : E X E — R par :

Ve = (mla e ,xn)ay = (yla te 7yn) S E? d’(iB, y) = Zdz(mza yz)
=1

On appelle (E, d) espace métrique produit de la famille (E;, d;)ic[1,n)-
Dans le cas d’une famille dénombrable d’espace métriques (E,, dn)nen, On ne peut pas

généraliser la formule précédente sur E = [] E, car, en général la série Y dpn(Tn, Yn)
neN neN
ne converge pas. Par contre, en considérant les distances sur les espaces FE,, données,

pour tout n € N, par
1 dn(Tp, Yn)

2n 1 + dp(Tn, Yn)’
qui sont topologiquement équivalentes aux distances d,, on d “éfinit :

1 dn(wna yn)
VT = (Tn)nevy ¥ = (Yn)nen € E,d(x,y) = —. .
s ; ’ nZeN 2n 1+ dn(Tn, Yn)

(wn? yn) —

Il est évident que la série définissant d(x,y) converge, car son terme général est majoré

par om qui est le terme général d’une série géométrique convergente. Il est facile de
n

montrer que d est une distance sur E. On appelle (E, d) espace métrique produit de la
famille dénombrable d’espaces métriques (E,, dn)nen- 1l est utile de remarquer que dans
le cas d'une famille finie d’espaces métriques (FE;, d;);cq1,n], 'application

"1 di(ms,ys)
(@:9) = zzzl 2i°1 + di(zi, ys)

définit une distance sur £ = FE; X -+ X FE,, topologiquement équivalente a la distance
d’ donnée auparavant.
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1.5 Continuité d’applications

Soient X et E deux ensembles et f une application de X dans E. On rappelle que :

e Pour tout sous-ensemble A de X, on appelle image de A par f, et on note f(A),
le sous-ensemble de E défini par : f(A) = {f(x)|x € A}.

e Pour tout sous-ensemble B de E, on appelle image réciproque (ou antécédent)
de B par f, et on note f~1(B) le sous-ensemble de X défini par : f~1(B) =
{xz € E|f(x) € B}.

Une suite (x,,) de 'espace métrique (E, d) est dite convergente vers £ € E si

Ve > 0,3ng : Vn > ng = d(xn, L) < €. I

Définition 1.5.1 Soient (X, d) et (E,d) deux espaces métriques. Une application f :

X — F est dite continue en x € X si, pour toute suite (Zy)nen d’éléments de X qui
converge vers x, la suite (f(@n))nen d’éléments de E converge vers I'image de x par f.
Soit :

lim f (zn) = f (}ggNl wn)

L’application f : X — E est dite continue si f est continue en tout x € X.

Théoreme 1.5.2 Pour une application f : (X,d) — (FE,d), les quatre propriétés
suivantes sont équivalentes :

@  f est continue.

@ f(A) C f(A) pour tout A C X.

@  L’image réciproque de tout fermé de E est un fermé de X.

@  L’image réciproque de tout ouvert de E est un ouvert de X.

Preuve :

@© == @ Soity € f(A), c’est a dire qu'il existe x € A tel que f(x) = y. Comme
x € A, il existe une suite ((€y)nen d’éléments de A qui converge vers . Comme

f est continue (hypothese @), f(x,) converge vers f(x) = y. Comme x,, € A,
nous avons f(x,) € f(A). Par conséquent, y = f(x) € f(A).
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@ =— @ Soit F’ unfermé de E. Par définition, I'image réciproque F = f~1(F’) =
{x € X|f(x) € F'} v’erifie f(f~1(F’)) C F’ (égalité si f est surjective) et
FfY(F(F)) C F (égalité si f est injective). Nous voudrions montrer que sous
I'hypothese @, F est fermé. Nous allons montrer F' = F. Nous savons déja que
F C F il reste A montrer F C F. On a

fermé

f(F) C f(F) = f(f~Y\(F)) CF" "="F".
Ainsi f(F) C F’ équivaut par définition &4 F C f~1(F’) = F.

@ == @ Nous utilisons la propriété suivante : pour toute application f, nous avons
F~YE\F') =X\ f~Y(F’). Nous obtenons donc f~2(U’) = f~Y(E\ F') =
X \ fFYF"). Dapres @, f~1(F’) est un fermé de X donc son complémentaire
est un ouvert U = f~1(U").

@ —> ® Soit (n)nen une suite convergeant vers x. Il faut monter que sous
I'hypothese @, (f(x,)) converge vers f(x) dans (E,d), c’est a dire que toute
boule B(f(x),€) contient presque tous les f(x,). L’hypothese @ implique que
I'image réciproque U = f~1(B(f(x),€)) est un ouvert de X; comme f(x) €
B(f(x),e), U contient x et il existe B(x,r) C U. Comme (Z,)nen tend vers
x, presque tous les x,, appartiennent a B(x,r). Par conséquent, presque tous les
f(x,) appartiennent a f(B(z,r)) C f(U) C B(f(x),e). Donc f(«,) converge
vers f(x). @

Remarque : L’image direct d’un ouvert (resp. fermé) par une application continue n’est
pas forcément un ouvert (resp. fermé). Ainsi, Iapplication f : R — R? telle que f(x) =

1
(x2, e®) est continue. L’intervalle ouvert T =] —1, 1[ a pour image f(I) =]0, 1[x } —e {,
e

non ouvert dans R?. L’intervalle fermé R_ a pour image f(R_) = R, x]0, 1], non fermé
dans R?2. @

Définition 1.5.3 Soient (X, d) et (E, §) sont deux espaces métriques. Une application
f : X — FE est dite uniformément continue si

(Ve > 0), (3n > 0), (V(z,y) € X?)d(z,y) <n = 0(f(z), f(y)) <e |

Autrement dit, le diametre de 'image par f de tout ensemble de diametre inférieur a n
est inférieur a €. A noter que toute application uniformément continue est continue.

Exemple 1.5.1 La fonction f(x) = x? n’est pas uniformément continue sur R, par
contre elle I'est sur tout intervalle fermé [a, b] de R. En effet, pour tous réel € > 0 et

xviil



Licence : Topologie Dr HITTA Amara (2009.2010)

o € [a,b], on a

[2* — x5l = |2z — @o|-lz + @o| < (|| + |mol) (| — mol|)

< 2|b||x — =xo|.

On choisira n indépendamment de x, par exemple n = m

Exemple 1.5.2 La fonction f(x) = x? n’est pas uniformément continue sur l'intervalle

[1, +oo[. En effet, considérons les suites , = n + — et y, = n On a toujours
n

1
[f(@n) = Fyn)| =24+ — > 2

1
bien que |, — Yn| = —. Aucun nombre 7 ne peut correspondre a € = 2. @
n

Une application f : (X,d) — (E,d) est dite k-lipschitzienne s'il existe un réel & > 0
tel que pour tout

(z,y) € X X X, 6(f(x), f(y)) < kd(zx,y). I

Exemple 1.5.3 Soit A une partie de I'espace métrique (X, d). Considérons la fonction
f + E — R définie par f(x) = d(xz, A) = iggd(w, a). Elle est 1-Lipchitzienne car

|f (@) — f(y)| = ld(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).
En particulier, 'application norme : & — ||x|| est 1-Lipchitzienne, car
Hzll =Nyl < llz—yll. ®

Toute fonction k-lipschitziene est uniformément continue, puisque pour € un réel positif
donné, on peut choisir n = €/k indépendamment de x.

Une application f : (X,d) — (E, ) est dite isométrie si,

V(z,y) € X2, §(f(x), f(y)) = d(z,y). I

Une isométrie est injective et 1-lipschitzienne, donc uniformément continue, donc con-

tinue. Une application f : (X,d) — (E,d) est dite homéomorphisme si f est
bijective, continue et l'inverse f=! : E — X est continue. Dans ce cas, les espaces
métriques X et E sont dits homéomorphes.

Un homéomorphisme transporte les notions topologiques de X dans E. Ainsi, les ouverts,
fermés et voisinages de X se transforme en ouverts, voisinages et fermés de E.
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Chapitre

Espaces normés

En réalité, chacune des distances précédentes provient d’'une norme, c¢’est une notion qui
s’'inspire de la structure d’espace vectoriel, en particulier la norme des vecteurs de 1’espace.

2.1 Normes

Définition 2.1.1 (Espace normé). Une space vectoriel normé (E, || ||) est un espace
vectoriel E sur K = R ou C muni d’une application || || : E X E — K, appelée norme,
qui satisfait, pour tout x et y € X, les propriétés suivantes :

(N.1) ||=|| > 0 et ||| = O si et seulement si x = 0.
(N.2) |[Az]| = |Alll=]l, X e K.

(N.3) |lz+yl| = |||l + ||ly]l, (inégalité triangulaire).

Si (E, || ||) est un espace normé, on définit une distance associée par d(z,y) = ||z — ||.
On vérifie, que les conditions sur la distance sont satisfaites.

Exemple 2.1.1 Sur R"™ on définit les normes :

n n
lelloo = sup{lzil,i = 1,.con}, Nlzlli =) |zl et [zl =, |> 2
i=1 i=1
Montrons, maintenant, que || ||z est une norme. Soient * = (x;)7_, et y = (v:)=, €

R™, on a l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Z TiYi

=1

< llll2-llyll2-
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Cette inégalité se montre en remarquant que le polynéome, en A € RT, suivant

zn:()\a:i +y)? = /\2iw? + 2/\§:miyi + zn:yf >0
i=1 i=1 i=1 i=1

est du méme signe que le coefficient de A2. Donc son descriminant est négatif, ce qui
donne l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Les axiomes (N.1) et (N.2) sont facilement vérifiables. Pour 1’axiome (IN.3), on utilise
I'inégalité précédente

lz+yl; = > (@i+w)’ =) @ +2> zyi+ Y vy}
=1 i=1 , =1 =L
< Alzllz + 2/l llyll + [lyll5 = (lzllz + [yll2)
Ce qui donne I'axiome (N.3), en prenant les racines carrées des deux membres. @

Exemple 2.1.2 Soit l'espace C([a, b], R) des fonctions continues sur U'intervalle [a, b].
Si f € Cla, b],R) on vérifie que :

[ flleo = sup{|f(z)| = € [a,b]}, || fllx =/ |f(@)|dz et [[f]l2 = \// | f (z)|*dz,

sont des normes. Montrons que || ||oo st une norme. Les axiomes (N 1) et (IN 2) sont
facilement vérifiables. Pour 'axiome (N 3), on a pour tout € [a, b] :

(@) +g9(@)| < [f(@)] + lg(®)] < [[flleo + llglleo

Donc

1f 4+ gllec = sup |f(z) +g(@)] < [fllc + gl @

z€[a,b]

Exemple 2.1.3 (Fonctions continues sur un fermé borné) : Puisque toute fonction con-
tinue sur un fermé borné de R™, avec valeurs dans RP, est bornée, alors si K est un fermé
borné de R™ on peut définir la norme

[ fllee = sup{llf(@)|le>, = € K}, f € C(K,R?). ®

Exemple 2.1.4 (Fonctions bornées) : Si X est un ensemble quelconque, espace
B(X,RP) des fonctions bornées de X dans RP, est un espace vectoriel normé pour la
norme

[ flleo = sup{l|f()[ler, z € X},  f € B(X,RP).

Nous sommes, maintenant, en mesure de clarifier la notion de voisinage d’un point
lorsqu’on travaille sur un espace X muni d’une distance d :
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Définition 2.1.2 Soit {x,} une suite dans X. On dit que cette suite converge vers

a € X si:
Ve, AN, tel quemn > N, = d(xp,a) < €. I

On écrit : lim x,, = a ou encore x, — a Sin — oO.

n—oo

Nous remarquons que la limite lorsqu’elle existe, elle est unique.

Exemple 2.1.5 Si I'on munit C([0, 1],R) de la norme || ||oo, dire qu'une suite {fn}
de fonctions converge vers une fonction f € C([0,1],R), c’est dire qu’elle converge
uniformément vers f, ce qui implique en particulier la convergence simple : pour
tout t € [0, 1] fixé, la suite { fn(t)} converge vers f(t) convergence dans R). Par contre,
dire que cette suite converge pour la norme || ||1 c’est dire qu’elle converge en moyenne,
ce qui en général n’implique pas la convergence simple. Par exemple, la suite de fonctions
{t"} € C([0,1],R) ne converge pas pour || ||eo (car ce ne pourrait étre que vers la
fonction identiquement nulle, et ||[t™ — 0||o = 1), alors que pour la norme || ||; elle
converge vers la fonction nulle :

1
1
||tn_0||1:/ tndt:? — 0 si n — oo.
0 n

2.2 Normes et distances équivalentes

Nous donnons une condition qui assure que deux distances (ou normes) définissent la
méme topologie sur un méme espace c’est-a-dire qu’elles définissent les mémes notions de
limite et de continuité.

Définition 2.2.1 (Distances équivalentes). Soient dy et do deux distances sur I'ensemble
X. On dira qu’elles sont équivalentes s’il existe deux constantes k;y > 0 et ko > 0 telles

di(z,y) < kida(z,y) et da(z,y) < k2di(z,y). I

Soient || ||1 et || ||z deux normes sur I'ensemble X. On dira qu’elles sont équivalentes s’il

que :

existe deux constantes ki > 0 et kg > 0 telles que :

lzlls < Fallzll2 et (2]l < K2zl I

On dit que deux distances sur un méme ensemble sont topologiquement équivalentes

si les familles d’ouverts qu’elles définissent sont les mémes, c’est-a-dire si toute partie
ouverte de E pour I'une de ces distances est ouverte aussi pour 'autre.
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Proposition 2.2.2 Siles distances dy est da sont comparables, alors elles sont topologique-
ment équivalentes.

Preuve : Notons par By(x,r) (resp. Ba(x,7)) la boule ouverte de centre © € E
et de rayon 7 > 0 associée a la distance dy (resp. dz). On remarque que, pour tout
x € Eetr >0, By(x,r) C Bi(x, ki7) et B1(x,7) C Ba(x, kar). Donc, l'intérieur
d’un ensemble par rapport a d; coincide avec son intérieur par rapport a do. Comme un
ensemble ouvert par rapport a une des distances, est égal a son intérieur (par rapport a
la méme distance), il résulte qu’il est ouvert par rapport a 'autre distance. @

Remarque 1. La réciproque est fausse. En effet, on peut montrer que sur tout espace

métrique (E,d), la distance bornée d’ = T d est topologiquement équivalente a d.

Par contre, d et d’ ne sont pas comparables en général, car d’ est bornée et, en général,
d ne l'est pas.

Exemple 2.2.1 Soit X =]0, 4o0o[. On définit deux distances sur X par

1 1

x Z' '

On affirme que les deux distances sont topologiquement équivalentes. En fait, On devrait

d(may) = |£B - y| et d,(way) =

montrer que l'application f = Idx : (X,d) — (X,d’) est continue en tout point
1

a € X, or ceci est vérifié puisque 'application x — — est continue en a, ce qui s’écrit
T

1 1
V€>0, 37]>0,Vm>0:|a§—a|<n:>‘___ < e.
£ a

Pour ce qui est de la continuité de 'application inverse f~! = Idx : (X, d’) — (X, d),
1

remarquons que l'application * — — est continue en —, ce qui s’écrit
T a

Ve >0, dp > 0,V > 0: <e

1 1
rT——|<p=—|——a
a T

soit en posant t = —
x
1 1
Ve >0, 3p > 0,Vt > 0: i <p=|t—al <e.
a
D’otl, la continuité de I'application inverse f~! = Idx : (X,d') — (X,d). @

Exemple 2.2.2 Les diverses normes sur R™ sont équivalentes, car on vérifie facilement
)
que l'on a

Vz € R", |zl < llz]ls < vRll2]l2 < nf|%|co-

Plus précisement, on a : Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
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Exemple 2.2.3 Considérons l'espace C([0, 1], R) des fonctions réelles continues sur [0, 1].

Les normes )
1 1 2

— d — 2

1£1l: /Olf(t)l toet (£l (/ If(t)l)

ne sont pas équivalentes. Pour f € C([0,1],R) on a ||f]||1 < ||f]|2- Dans le sense

inverse, on peut trouver une suite (fn)n de C([0,1],R) telle que ||fn|l]z < 1 pour
chaque n et par contre || fn||2 tend vers 'infini. Par exemple, la suite de fonctions

4 ) 1
3n?2t sio<t< —
3n
1 2
n si — <t < —
3n = T 3n
ft) =
1 2 1
—3n?|t— — si— <t< —
n 3n n
1
0 si—<t<L1
\ n

Il se peut que deux distances définissent les mémes notions de convergence sans étre
équivalentes au sens de la définition précédente. Par exemple, si (X, d) est un espace
métrique, on vérifie facilement que la distance di(x,y) = inf{l,d(x,y)} définit la
méme notion de convergence que d, mais n’est pas équivalente a d ci celle-ci n’est pas
bornée.

La proposition précédente est valable pour C™, car C™ peut étre considéré comme un
espace vectoriel de dimension 2n sur R.
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Chapitre

Espace métriques complets

Soit (X, d) un espace métrique. Si (x,) C (X, d) est une suite, on notera une suite
extraite de cette suite par (€, ) C (X, d).

Définition 3.0.3 On dit que (x,) C (X, d) converge vers x € X et on note &,, —
si et seulement si d(xy,x) — 0. On écrit alors x = lim «,, ¢’est-a-dire

n—oo

Ve > 0,3ng €N : d(xp,x) < e si n> ng. |

Définition 3.0.4 Soit (X, d) un espace métrique. Si (x,) C X. Le point x € X
est dit valeur d’adhérence de la suite (x,) s’il xiste une sous-suite (@, ) telle que

T, — .

k

Exemple 3.0.4 Dans R muni de la distance usuelle, soit &, = (—1)",n € N. Alors
1 est une valeur d’adhérence de cette suite car xo,, — 1. De méme, —1 est une valeur
d’adhérence de cette suite car ap+1 — —1. 2

Proposition 3.0.5 Si x,, — x, alors ® est la seule valeur d’adhérence de la suite (x,,).
En particulier la limite d’une suite convergente est unique.

Preuve : x est une valeur d’adhérence, car la suite extraite (x,) convrege vers x. Soit
y une valeur d’adhérence de (). Il existe une sous-suire (z,, ) telle que ¢, — y. Par
ailleurs, on a aussi ,, — . On suppose par l'absurde y # . alors d(z,y) > O.
Posons € = d(x,y)/2 > 0. Comme x,, — x, il existe un k; tel que d(xy,,,x) < €
si k > k1. De méme, il existe un kg tel que d(x,,,y) < € si k > ks. Alors, pour
k = max{ki,k2}, on ad(z,y) < d(x,xy,) + d(xn,,y) < 26 = d(x,y), ce qui est
absurde. @
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Définition 3.0.6 Une suite (x,) de X est de Cauchy si et seulement si

Ve >0, Ing : d(xp,Tm) < e dés que n,m > ng. I

Il est aisé de voir que toute suite convergente est de Cauchy. L’inverse n’est pas forcément

vérifié. Puisqu’il existe des suite de cauchy qui ne convergent pas, a savoir :

1
Exemple 3.0.5 Dans X =] — 1,+1], la suite {1 — —} est de Cauchy puisque la
n n

méme suite converge vers 1 dans R, mais 1 ¢ X. @

Exemple 3.0.6 Dans Q muni de la distance usuelle dans R, la suite (x,) définie par
x, = E(2™/2)/2" est de Cauchy, mais ne converge pas. En effet, on a (2"v/2 —
1)/2" < z, < V2, d'ont &, — v/2 dans R. Donc (z,,) est une suite de Cauchy. Par
ailleurs, v/2 ¢ Q. L’unicité de la limite implique que () ne converge pas dans Q. @

Proposition 3.0.7 Une suite de Cauchy est bornée.

Preuve : Fixons a € X. Il existe un ng tel que d(xp, Tm) < 1 si n,m > ng. Si
n > ng, on trouve

d(a,z,) < d(a,xn,) + d(Tn, Tn,) < d(a,zn,) + 1.

Finalement, d(a, ) < 7, Vn, ou r = max{d(a, xg), ..., d(a, xn,, — 1),d(a,xn,) +

1}. &
A nouveau, la réciproque est fausse :
Exemple 3.0.7 Dans R, la suite de terme général x,, = (—1)™, est bornée, mais pas de

Cauchy. En effet, d(0,x,) < 1, Vn. Comme 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence de
(xn), cette suite n’est pas de Cauchy. @

Définition 3.0.8 L’espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans
X converge dans X.

Un espace normé complet est dit espace de Banach. L’intéret évident de cette notion
réside dans le fait que, dans un tel espace, pour montrer qu'une suite est convergente,
il suffit d’établir qu’elle vérifie la propriété de Cauchy, ce qui ne suppose pas que l'on
connaisse la limite.

Exemple 3.0.8 L’espace R muni de la norme usuelle est complet.
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Exemple 3.0.9 Soient (X;,d;), ¢ = 1,---,n des espaces complets. Alors X =
™ - X; muni de la distance produit desc = (dy,--- ,d,) est un espace complet. En
=1

particulier, ’espace produit R™ I’est aussi pour la norme produit.

Exemple 3.0.10 L’espace C([0, 1], R) muni de la norme || ||1 n’est pas complet. Pour
le voir, il suffit remarquer que la suite des fonctions continues

2™™ sit € [0,1/2
1 sit e [1/2,1]
est de Cauchy car

1 1
n+1 m+1|

! 1
| fr = fmll = /0 | Fn(®) = Fm(t)] dt = 3

Si fp convergeait, sa limite f(t) devrait étre nulle dans l'intervalle [0,1/2[ et égale a 1
dans l'intervalle [1/2,1]. @

Définition 3.0.9 Soient (X, dx) et (E, dg) deux espaces métriques. On dit que ’application
f + X — Y est bornée si son image f(X) est bornée.

Co(X,E)={f: X — E; f continue et bornée}. I

Si f et g € Cp(X, E), on défini un distance par doo(f,g) = sup{d(f(x),g(x))}.
xeX

Notons par

Proposition 3.0.10 L’espace (Cyp(X, E), do) est un espace métrique complet si (E, dg)
est complet.

Preuve : Si {fn} est une suite de Cauchy dans Cy(X, E), alors, pour tout * € X,
(fr(x)) est une suite de Cauchy dans Y. On pose f(x) = nh—I)Iolo frn(z). Soit e > 0, il
existe ng tel que doo(frn(x), fm(x)) < €/2 pour m,n > ng. Pour tout * € X, on a
de(fo(x), f(z)) < €/2 si n > nyp; ceci s'obtient en faisant tendre m a 'infini et en
utilisant la continuité de la distance y — dg(a,y). Donc doo(fn, f) < €, n > ng. 1l
s’en suit que doo(fr, f) — O et la suite (fn) converge uniformément vers f donc f est
continue. Posons € = 1, il existe a € E et r > 0 tels que dg(a, fn,(x)) < r,x € X.
On a alors

de(a, f(2)) < dp(a, fre(2)) + de(fre(x), f(z)) < 7+ 1.
Ainsi f € Co(X,E). ®
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Définition 3.0.11 On dit q’un espace vectoriel normé est un espace de Banach sl
est complet pour la distance associée a la norme.

Exemple 3.0.11 Les espaces R™ et C™ sont des espaces de Banach pour les normes
equivalentes définit précédement. @

Exemple 3.0.12 Etant donné un ensemble non vide X, on note par £o.(X, R) l'espace
des foncions bornées de X dans R. Pour f € £oo(X,R), on définit la norme || f|lco =
sup | f(x)|. L'espace (£oo(X,R), ||.]|oo) est un espace de Banach. 4

xzeX

Proposition 3.0.12 Si (X, d) est un espace métrique et (E,||.||g) un espace normé.
L’espace (Cp(X, E), ds) est un espace de Banach si (E, ||.||g) est de Banach.

Preuve : 1l suffit de vérifier que Cp(X, E) est un espace vectoriel sur K = R ou C.
Or, si f,g € Cp(X,E) et A,u € K, il existe 71 et ro tel que ||f(x)||g < 71 et
llg(x)||g < re donc

I + ng) (@)l < N+ e, @ € X
Soit que Af + ug € Cp(X, E). @

Proposition 3.0.13 Soient (X, d) un espace métrique et A C X.
@ Si(A,d) est complet, alors A est un fermé de X .

@  Si (X,d) est complet et A est un fermé de X, alors (A, d) est complet.

Preuve :

@  Soient (x,) une suite de A et a € X tels que @, — a. Alors (x,,) est une suite
de Cauchy, donc convergente (dans A) vers un b € A. L’unicité de la limite (dans
X) implique @ = b € A. Il s’ensuit que A C A, d’'ott A fermé.

@  Soit (xy) une suite de Cauchy dans A. Alors il existe un @ € X tel que z,, — a.
Il s’ensuit que a € A, et donc (z,,) converge dans A. @

Corollaire 3.0.14 Dans un espace métrique complet :

A complet <> A fermé. I
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Proposition 3.0.15 Soit (X, d) un espace métrique. Si toutes les parties fermées et
bornées de X sont compleétes, alors X est complet.

Preuve : Soit (x,) une suite de Cauchy dans X. Alors (x,) est bornée, et donc
(xn) C B(a,r) pour a € X et un v > 0. B(a,r) étant un fermé borné, lors (x,,)
converge dans B(a,r), et donc dans X. @

Exemple 3.0.13 Soit K un espace compact. L’espace C(K,R) des fonctions continues
sur K & valeurs réelles est un espace de Banach pour la norme || .||oo. @

Proposition 3.0.16 Soit A C (X, d). Si (A, da) est complet, alors A est un fermé de
X. Si (X, d) est complet et A est un fermé de X, alors (A, da) est complet.

Exemple 3.0.14 Soit K = R ou C. On note

co(K) ={x=(zn)n:Vn,z, € K et lim x, =0}

n—-+4oo

Lo(K) ={x=(xn)n:Vn,z, € K et (x,), borné}.

On pose ||Z||co = sup |z,|. L'espace (£oo(K), ||.||co) est un espace de Banach. L’espace

co(K) est un sous-espace vectoriel fermé de oo (K), donc c’est un espace de Banach.
Montrons que £ (K) est complet : Soit (2,)pen une suite de Cauchy de £o(K); c’est
en fait une suite de suites. Pour chaque p, on a une suite bornée €, = (Zp,0, Tp,15°** » Tpny***
dont la norme est ||&p||co = sup |Zp,n|. Pour chaque n, la suite p — x, 5, est une suite

neN

de Cauchy de K, comme K est complet, elle converge; soit k,, = lim x, . Il vient que

p—)w

Ve > 0,IN € N,Vp > N,Vn € N |z, , — k,| < €.
Considérons, maintenant, la suite k = (k). Elle est bornée, car
|kn| < [2nm| + [kn — ZNp| < |lzn]leo + €
et d’apres ce qui précede, on a

Ve > 0,IN € N,Vp > N, sup|zp, —kn| <€
neN

soit que
Ve > 0,IN € N,Vp > N, |zp, — Ao < €.

Ce qui prouve que ((xp)p) converge vers k dans £oo(K). @

XXX1



Licence : Topologie Dr HITTA Amara (2009.2010)

XXX11



|
Chapitre

Espaces topologiques

Il y a des espaces fonctionnels, i.e. les éléments sont des fonctions, qui n’ont pas une
structure d’espace métrique, mais dans lesquels on parle de voisinage, continuité, conver-
gence etc.

Pour dégager ces notions générales, F. Hausdorff, mathématicien allemand, 1868-1942,
a défini en 1914 les espaces topologiques a partir des voisinages. On va considérer la
définition équivalente fondée sur la notion d’ensemble ouvert.

4.1 Notions de Topologie

Définition 4.1.1 On appelle topologie sur un ensemble X, une famille Tx C P(X) de
parties de X appelées ouverts de X, vérifiant les axiomes suivants :

@  Si (0;)ier est une famille quelconque de Tx, alors | ) O; € Tx. Donc Tx est stable
i€l
par réunion quelconque d’ouverts.

® Si (Oi)icim est une famille finie de Tx, alors |J O; € Tx. Donc Tx est stable par
=1
intersection finie d’ouverts.

Exemple 4.1.1 (Topologie grossiére). La famille de parties d’un ensemble E, donnée
par Tx = {0, X'}, est une topologie sur X appelée topologie grossiere. C’est la topologie
qui comporte le moins d’ouverts, ou la topologie la moins fine sur X.

Exemple 4.1.2 (Topologie discréte). La famille Tx = P(X) de toutes les parties
de X est une topologie sur X appelée la topologie discrete. C’est la topologie qui a le
plus d’ouverts ou la topologie la plus fine sur E.
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Si O est une famille de parties d'un ensemble X, et A C X, onnote O4 = {ONA|O €
O}. On constate que O 4 est une classe de parties de A.

Soit (X, Zx) un espace topologique et A une partie de X. Alors, la famille 74 de
parties de A, est une topologie sur A. L’espace topologique (A, 7T4) sera dit sous-espace
topologique de l'espace topologique (X, Zx). La topologie T4 sur A sera dite topologie
induite sur A par celle de X, ou encore la trace sur A de la topologie de X.

Définition 4.1.2 (Espace topologique séparé) Un espace topologique (X, Tx) est
dit séparé s’il vérifie la propriété suivante appelée axiome de Hausdorff :

Pour tout couple (z,y) € E?* avec @ # y il existe Vi € V,, et de Vo € V), tels que
V1NV, = 0. Autrement dit, deux points distincts de E possédent deux voisinages
disjoints.

Exemple 4.1.3 Tout espace métrique est séparé. @

Soit X un ensemble. Une topologie 77 sur X est moins fine qu'une topologie 77 sur X
si 77 est contenue dans 75, et plus fine si 7; contient Z5. rm

Exemple 4.1.4 La topologie grossiere est la topologie la moins fine sur X, et la topologie
discrete est la topologie la plus fine sur X. 4

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. 77 est plus fine que 7Z3; 2. tout fermé pour 73 est fermé pour 7Z7; 3. D'application
identique (X,77) — (X, 72) est continue; 4. pour tout  de X, tout voisinage de x
pour 75 est voisinage de @ pour 7.

4.2 Voisinages, systemes fondamentaux de voisinages

Soit X un espace topologique. Un voisinage d’une partie A de X est une partie de X
contenant un ouvert contenant A. On appelle voisinage d’un point & de X un voisinage

de {x}.
Une partie A de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses
points, car elle est alors égale a la réunion des ouverts qu’elle contient.

Si YV, est 'ensemble des voisinages de «, alors :
e Toute partie de X contenant un élément de V, appartient a V,.

e Toute intersection finie d’éléments de V), appartient a V.
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Définition 4.2.1 Un systeme fondamental de voisinages d’un point * d’un espace
topologique X est une partie B, de V), telle que tout voisinage de x contient un élément
de B,.

Pour toute suite de réels strictement positifs (7, )nen tendant vers 0, si (X, d) est un
espace métrique, alors { B(x,r,) : n € N} est un systéeme fondamental de voisinages de
x.

Si f: X — Y est un homéomorphisme et x € X, alors f(Vz) = Vj(a), et I'image par
f d’un systeme fondamental de voisinages de & est un systeme fondamental de voisinages
de f(x).

Soit X un espace topologique et A une partie de X :

L’intérieur de A est I’ensemble, noté A°, des points de A dont A est un voisinage.
L’adhérence de A est 'ensemble, noté A, des points de X dont tout voisinage rencontre
A. La frontiére de A est I'ensemble, noté Fr(A), des points de X adhérents & A et a
son complémentaire. Une partie de X est dense dans X si son adhérence est X, et nulle
part dense si l'intérieur de son adhérence est vide.

4.3 Continuité et homéomorphisme

Définition 4.3.1 Soient (X, Tx) et (X', Tx) deux espaces topologiques. L’application
f de X dans X’ est dite continue au point a € X si I'image réciproque par f de tout
voisinage de f(a) est un voisinage de a. Elle est dite continue si elle I’est en tout point de
X . Elle est dite homéomorphisme si f est continue, bijective et I’application réciproque
f~1 est continue.

Définition 4.3.2 Soit (X, Zx) un espace topologique et (&n)nen une suite de E :

@  La suite (Tn)nen est dite convergente s’il existe un élément £ € E tel que, pour
tout voisinage V' de £, il existe ng € N tel que pour tout n € N on ait n > ng
alors @, € V. L’élément £ sera dit limite de la suite (€ )nen-

@ L'élément a € E sera dit valeur d’adhérence de la suite (,,)nen), si pour tout
voisinage V' de a, I'ensemble {n € N|x,, € V'} est infini.

A noter que toute limite d’une suite est une valeur d’adhérence, et la réciproque est fausse.
A noter également que toute limite d'une suite extraite de la suite (x,), est une valeur
d’adhérence de la suite (x,,).

Proposition 4.3.3 (Caractérisation de la continuité) Soient (X, Tx) et (X', Tx/)
deux espaces topologiques, et f une application de X dans EX'. Les affirmations suiv-
antes sont équivalentes :
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f est continue.
Pour toute partie A de X on a f(A) C f(A).

L’image réciproque par f de tout fermé de X' est un fermé de X.

® ® © 6

L’image réciproque par f de tout ouvert de X’ est un ouvert de X.
Preuve : Voir exercice

Exemple 4.3.1 Toute application d'un espace topologique X muni de la topologie discrete,
dans un espace topologique Y est continue. Toute application d’un espace topologique
X dans un espace topologique Y muni de la topologie grossiére est continue. 4
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Exercices : Espaces métriques

5.1 Enoncés

Exercice 1.1.=

Soit (E, d) un espace métrique, F' un ensemble quelconque et ¢ une bijection de E sur
F. Montrer que I'application § définie sur F' X F par : V(xz,y) € F X F, d(z,y) =
d(p~(x), o~ (y)) est une distance. @

Exercice 1.2.=

On note R I'ensemble formé par la réunion de R et les éléments +o0o et —oo. On note ~
I’application de R sur [—1, +1] définie par :

Ve € R, ~v(x) =

xTr
t = +1, v(—o0) = —1.
Tl O Y(F) =+ 3(=o0)

Assurer que v est une bijection de R sur [—1, 4+1]. En déduire que 'application définie
sur R X R par : V(z,y) € R X R, d(z,y) = |v(x) — v(y)| est une distance sur R.
L’espace métrique ainsi défini (R, d) est dit droite achevée. @

Exercice 1.3.==

Soit (E,d) un espace métrique, x € E et y € E avec * # y. Montrer qu’il existe
r > 0 tel que B(x,7) N B(y,r) =0. ®

Exercice 1.4.=

Soient (E, d) un espace métrique etag un point de E. Montrer :
@  Pour tout V € V(xp),onaxzg € V.
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@  SiV € V(x), tout W tel que V. C W appartient a V(o).

@ Vi € V(o) et Vo € V(x) alors Vi NV, € V(). @

Exercice 1.5.=

Soit (E,d) un espace métrique et ¥ C E. On pose pour « € E : d(z,F) =
ilg;d(az, z).

@  Montrer que |d(x, F) — d(y, F)| < d(z,y) siz ety € E.
@  En déduire que la fonction f(x) = d(=x, F) est continue et :

F = f71({0}) <= F est fermé dans (E, d).

@  On suppose F fermé et o ¢ F. A laide de f, définir deux ouverts U et V tels
quexg EU, F CVetUNV =0 (les ouverts U et V séparent {xo} et F). @

Exercice 1.6.:=

Soit A un ensemble non vide. On dit qu'une fonction f de A dans C est bornée s’il existe
un réel M, qui dépend de f, tel que, pour chaque @ € A, on a |f(x)| < M. On note
£>°(A,C) l'ensemble des fonctions bornées de A dans C. Pour f,g € £°(A,C) on

pose

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)]-

@  Montrer que d est une distance sur £°°(A, C).
Soit (fn)n une suite de Cauchy de £°°(A, C) relativement a cette métrique d.

@ Montrer : 3C € Rtel que, Vn € Net £ € A, on a |f.(z)| < C.

@ TFixons @ € A. Montrer que la suite (f,(a))n est convergente dans C.

Pour chaque a € A on pose f(a) = lim f,(a). On définit une fonction de A dans C.

@  Montrer que f € £°°(A,C).

®  Montrer que lirf d(fn, f) = 0. Que peut-on dire de I'espace métrique (£°°(A, C), d) ? ®

Exercice 1.7.1=
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Soit (E, d) un espace métrique et E? l'espace métrique produit. La diagonale de E?

est I’ensemble
A= {(z,xz) € E*: x € E}.

Montrer que A est un fermé de EZ2.

Exercice 1.8.=

Soient (E1,d1), (E2,d>) deux espaces métriques. Soit E = E; X Es le produit cartésien
de E; et de Ey. Pour @ = (x1,x2) et y = (y1,y2) € E on pose

d(xz,y) = max(di(x1,y1), d2(x2,Y2))-

On note m; et 7o les applications de E dans F; et dans Fq définies respectivement par
w1(a,b) = a et w2(a,b) = b.

@  Vérifier que d est une distance.

@  Vérifier que 7 est continue. Qu’en est-il de 7wy ?

@  Montrer que I'image par 7w, de tout ouvert de E est un ouvert de E;.
@

Montrer sur un exemple que I'image par w1 d’un fermé de E n’est pas nécessairement
un fermé de F;.

@

Soit f une application de E; dans E5. Son graphe est le sous-ensemble
G(f) = {(a, f(a)) € E1 X Ex;a € E\} C E; X Es.

Montrer que si f est continue alors son graphe est fermé dans E; X Es.

Exercice 1.9.:=

1 1
Soit d : Rf X Rf — R*, définie par : V& > 0, y > 0, d(z,y) = ‘— — —‘ .
Z Y

@  Montrer que d est une distance sur R}
@  Définir une boule de centre 1 et de rayon r.

@  On pose &, = /1, n € N*. La suite (x,,) est-elle de Cauchy pour cette distance ?

Exercice 1.10.=

Soient A et B deux parties quelconque d’un méme espace vectoriel (E, d)

@  Pour tout ouvert O tel que O C A N B, démontrer que O C A° N B°.
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@  En déduire que (A N B)° = A° N B°.

®  Etablir que AUB = AU B.

@  Etablir I'inclusion A° U B°® C (A U B)°. Montrer qu’elle peut étre stricte.
)

Etablir l'inclusion A N B C A N B. Montrer qu’elle peut étre stricte.

Exercice 1.11.5=

@ Dans R™, montrer qu'un ouvert n’a pas de point isolé.

@ Dans R, on sait que Q n’est pas ouvert; est-il fermé ? Est-ce que Q a des points
isolés 7

@ Soit n € N*. On considere I'ensemble F,, = {]—) eQ;peZ,qe*:q< n} .
q

Montrer que F,, est un fermé de R et que ses points sont isolés.

Exercice 1.13.=

Dans R muni de la distance usuelle, considérons la partie
X =] — o0, —1[ J{0, 2, v3 3L nenl,
4 n

o ___
@  Déterminer X, X et Fr(X).
@  Déterminer les points d’accumulation de X.

@  Quels sont ses points isolés ?.

Exercice 1.14.=

. [nT nmw n
Soit la suite réelle de terme général u,, = 2sin (—) + cos (—) + (=)™ ——
2 2 n+1

et U = {u,, € R;n € N} 'ensemble des valeurs de la suite (uy,).

@  Déterminer les valeurs d’adhérence de la suite (uy,).

@  Donner I'adhérence de ’ensemble U.

Exercice 1.15.5=

Soient d la distance usuelle sur R et dy l'application de R X R dans R : d(x,y) =
le¥ — e®|.
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Montrer que dy est une distance sur R.
d; est-elle bornée 7
Décrire la boule ouverte B(0,1) relativement a d.

Montrer que dy et d sont topologiquement équivalentes.

@ ® ©® ® ©

Soit u = (uy)n, la suite telle que, pour chaque n € N, u,, = —n. La suite u
est-elle de Cauchy relativement a dy 7

®  Est-elle convergente ? Conclure.

Exercice 1.16.=

Soit f une fonction d’un espace topologique (E,T') dans un espace topologique (F,U).
Montrer que les affirmations suivantes sont équivalentes :

@  f est continue,
@  pour chaque sous-ensemble B de F, f~1(B) C f~'(B),

@  pour chaque sous-ensemble B de F, f~1(B°) C [f~Y(B)]°.

Probleme corrigé

Dans tout ce probleme, on fixe un entier n 7 1 et une partie A de R™, muni de la distance
euclidienne. On rappelle que A désigne I'intersection de tous les fermés de R™ contenant
A. Pour tout € R™, on dit que x est adhérent a A si, et seulement si, pour toute boule
ouverte B de R™ contenant &, B \ A # 0. On notera adh(A) I'ensemble des points
x € R™ adhérents & A. Le but de ce probleme est de montrer que A = adh(A).

Partie 1 :
Dans cette partie, on prouve que A C adh(A).

@  Vérifier que A C adh(A).

@  Expliquer pourquoi, pour prouver I'inclusion A C adh(A), il suffit de montrer que
adh(A) est fermé.
Dans la suite de ce probléeme, on notera C = R™ \ adh(A).

@ Soit & € C. Justifier qu'il existe une boule ouverte B de centre x incluse dans C.
En déduire que C est ouvert. Conclure.
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Partie 2 :

Dans cette partie, on prouve que adh(A) C A.

Expliquer pourquoi, pour prouver 'inclusion adh(A) C A, il suffit de montrer que, pour
tout fermé F' contenant A, adh(A) C F. Soit F un fermé contenant A. On note
O =R"\ F.

@  Vérifier que O \ A = 0.

@  En déduire que O C C (on rappelle que C = R™ adh(A)). Conclure.

5.2 Correction des Exercices

C1l4

@  Pour tout V€ V(x0), Ir > 0 tel que B(xg,7) C V donc zg € V.
@  Pour tout V € V(x), Ir > 0 tel que B(xg,7) CV C W donc W C V(xo).

@ Vi € V(xo) et Vo € V(xp), 3r1 > 0 et 7o > 0 tel que alors B(xzg, 1) C V3
et B(xg,r2) C V2. Posons r = min(ry,r2), alors B(xg,7) C Vi N V5 donc

C1.5

@  Soient x et y € E. Grace a I'inégalité triangulaire on a :
d(z,F) =inf z € Fd(xz,z) < infz € F(d(x,y)+d(y, 2)) = d(z,y)+d(y, F)
soit d(x, F) < d(x,y) + d(y, F'). De méme, en échangeant x et de y, on a
d(y, F) < d(z,y) + d(z, F)
ce qui donne I’encadrement

_d(wa y) S d(mrF) - d(y7 F) S d(way)()ld(wa F) - d(ya F)| S d(wvy)'
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@  La fonction f(z) = d(z, F) est continue :
Ve > 0,d(z,y) < e = |f(z) — f(y)| < d(z,y) <e.

Si F = £71(0) alors F est fermé comme image réciproque du fermé {0} de (R, Uy)
par f continue. Réciproquement, si F' est fermé et f(x) = d(x, F') = 0, il existe
alors une suite y,, € F telle que

lim d(z,y,) =0<= lim y,=xz =z € F.

n—-+oo n—-+4oo

@  Soit F un fermé de (E, d) et o ¢ F. Alors, toujours en posant f(x) = d(z, F),
on a d’apres 2) : f continue, F = f — 1(0 et donc f(xo) > 0. Les ouverts
U= f7(1f(x0)/2,+00[) et V. = f1(] — 00, f(x0)/2[) sont tels que zo € U,
F CVetU\V =0 (les ouverts U et V séparent {xo} et F).

C1.6

@ Tl n’y a aucune difficulté pour vérifier que d est une métrique sur £°(A, C).

@  Puisque la suite (fy)n est de Cauchy il existe un entier N tel que, pour n,m > N,
on a d(fny fm) = sup |fn(x) — fi(x)] < 1. On a, en particulier, pour chaque
TEA
entier n > N, sup |fn(x) — fn(x)| < 1 done, pour chaque & € A et chaque
A

T€
entier n > N, |fn(x)| < |fn(x)| + 1. Soit My = sup |fn(a)|. Nous avons,
acA

pour chaque entier n > N et chaque x € A, |fn(x)| < Myy1. Notons, pour
k=1,2,...,. N — 1, M, = sup |fx(a)|. Pour chaque ¢ € A et chaque entier m
acA

on a
|fm(33)| S max(Ml, Mz, YY) MN—17 MN+1).

Le nombre C = max(My, My, ..., Mn_1, Mny1) possede les propriétés de-
mandées.

@ Fixons a € A. Pour deux entiers n et m quelconques on a

|f’n(a') - f’m(a’)| S d(f'rw fm)a

il s’ensuit que la suite (fn(a))y, est de Cauchy donc convergente dans C.

@  Soit @ un élément arbitraire de A. Nous savons que, pour chaque entier m, on
a |fn(a)] < C; la conservation des inégalités par passage a la limite entraine
|f(a)| < C. Puisque a est quelconque dans A il en découle que f € £€°(A, C).
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®  Donnons-nous un réel € > 0. I existe un entier IN tel que, pour chaque N < n <
m et chaque @ € A, on a

|fn(a) - fm(a)| S d(.fna fm) S E.

Fixons a € A et n > IN; en faisant tendre m vers +1 et en utilisant la conser-
vation des inégalités par passage & la limite nous obtenons |f,(a) — fa)| < e.
L’élément a € A étant arbitraire nous avons alors établi que, pour chaque entier
n > N,d(fn,f) < e. On a donc bien nl_i)rfoo d(fn, f) = 0. L’espace métrique

£>(A, C) est donc complet.

C 1.8

@  Routine
@  On observe que pour (a,b),(a’,b’) € E; X E; on a
dy(mi(a,b), m(a’,b")) = dy(a,a’) < d((a,b),(a’,b"))

d’ou il découle immédiatement la continuité uniforme de m;. Le méme argument
montre la continuité uniforme de 7.

@  Soit O un ouvert non vide de E; X Es. Nous allons montrer que A = 7r;(0) est un
ouvert de E;. Soit @ € A, montrons qu’il existe un réel » > 0 tel que B(a,r) C A.
Puisque a € A, il existe b € E, tel que (a,b) € O et wi(a,b) = a. O étant un
ouvert de E; X Ej il existe un réel » > 0 tel que B(a,r) X B(b,7) C O. On a
é¢videmment

71 (B(a,r) X B(b,r)) = B(a,r) C 71(0) = A.

@  Considérons dans R2 le sous-ensemble

= {(e2) e s0}

Vérifions que H est un fermé. Soit (a,b) € H. Nous pouvons trouver une suite
(hn)n de points de H qui converge vers (a, b). Pour chaque entier n nous pouvons

1
écrire h,, = | ©,, — | avecx,, # 0. Onaa = lim x, et b = lim — . La suite

n—oo n—oo
n wn

1
(—) ayant une limite finie, la suite (,)y a une limite différentede 0. Il s’ensuit
Tn/

1
que b = — donc (a,b) € H. 1l est facile de vérifier que w1 (H) = mo(H) =R 0
a

qui n’est pas fermé dans R.
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®  Soit (a,b) € Cy. Il existe une suite (an ), de E; telle que (a,b) = lim (an, f(a.)).
La continuité des projections 7ry et 71 entraine a = hm a,, et g _;OO llrn f(ay).
La fonction f étant continue au point a on a f(a) = llm f(ay) donc b — f(a)
et (a,b) € Cy.

C1.9

®

Les axiomes d’une distance se vérifient facilement.

@  Pour les boules, on a :

1
yeB(l,r):)‘——l‘<r<—>—ry<1—y<’ry-
Yy

1 1 1
Sir > 1,onaB(1,r) :}—,—l—oo[et sir <1l,onaB(1l,7) = ]—, [
r+1 r+1 1—7r
Pour les boules fermés, on obtient les intervalles fermés correspondants.

@  (C’est une suite de Cauchy, car pour tout k£ € N, on a

VATE- i _ 1
vn+k vn

Or, il n’existe pas de nombre £ > 0, tel que d(xy,,£) — 0 lorsque n tend vers

d(wna mn—i—k) =

infini. Donc, E =]0, +o0o[ n’est pas complet pour cette distance. 4

C 1.10

@® SmtOCAﬂB AlorswEOCAet:vEOCB Donca:EAetacEBsmt
que x EA N B et alors O CA N B En partlcuher 51 I'on pose O = (AN B)°, il

vient que (A ﬂ B)° CA A B. D'autre part, AN B est un ouvert contenu dans
AN B donc AN BC (A N B)°. D’oul’égalité cherchée.

@  Del'égalitée précédente, remplacons A et B par leurs complémentaires, on obtiendra
I’égalité cherchée.

[e] [e] (o] (o]
@ L’ouvert A U B est inclu dans A U B donc inclu dans son intérieur : A U BC
(o) (o]
(AU B)°. Dans R, si A = [0,1], B = [1,2], on a A U B=]0,1[U]1,2[ et
(AU B)° =]o,2].

@  Le fermé AN B contient AN B, donc contient aussi ’adhérence de cette intersection
.. Dans R, si A =1[0,3[, B=]3,5[,ona ANB={3}et ANB=0. &
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C1.11

@  Soit O un ouvert et a € O. Toute boule ouverte centrée en a contient une infinité
de points de O. En effet, B(a,r) N O est un ouvert contenant a; il existe n > 0
tel que B(a,n) C B(a,r)NO.

@  L’ensemble Q étant dense dans R, il est distinct de son adhérence et n’est donc pas
fermé (idem pour Q¢, ce qui prouve que Q n’est pas ouvert). Si a € Q, toute boule
ouverte centrée en a s’écrit B(a,r) =]a — r,a + r[, intervalle qui contient une
infinité de nombres rationnels. L’ensemble Q n’a pas de point isolé. @

C1.13

X=] — oo, —1[, X = X U {—1,3}. La frontiere de X est
. 0o 71' 1
Fr(X)=X\ X= {—1,0, -, \/§,3} U {3 — . n€ N*} .
4 n
L’ensemble des points d’accumulation de X est
X' =] — o0, —1] U {3}.

L’ensemble des points isolés de X est :

Y\X':{o,%,x@}U{:’,—%,nEN*}:X\X'.

C1.14

) . nmw . . nmw .
@  Si n est un nombre entier, cos > € {—1,0,1} et de méme pour sin = ce qui

nous amene a envisager n modulo 4. Il vient :

lim Ugr = 2, lim Ugp+1 — ]_, lim Ugp+2 — 0, lim Ugk+3 — —3.
k—oco k—oco k—oco k—oco
Les valeurs d’adhérence sont : —3,0,1,2. Ce sont les points d’accumulation de

I’ensemble U.

@ U=Uu{-3,0,2}carug=1€U. ®

C 1.15
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®

Il est tres facile de vérifier que dy est une distance sur R.

@  d; n'est pas bornée car pour chaque réel M > 0 on peut trouver deux éléments
x,y € R pour lesquels dy (xz,y) > M. M, étant donné, il suffit de prendre x = 0
ety =4€n(M +1).

®@

Pour la métrique dy on a B(0,1) = {x € R;|e® — 1| < 1} =] — o0, £n2|.

@  Etablissons la continuité de Iz de R muni de d dans R muni de dy en un point
a € R. Donnons-nous un réel p > 0. La fonction exponentielle étant continue au
point a il existe un réel 7 > 0 tel que, pour chaque € R, la condition |a — x| < r
entraine |e* — e®| = dy(a,x) < €.

Etablissons la continuité Iy de (R, dy) dans (R, d) en un point e. Donnons-nous un
réel p > 0. La fonction logarithme est continue au point e®. Il existe un réel @ > 0
tel que, pour chaque & € R vérifiant |£ — e®| < 0, on a |Log€ — Log(e®)| =
|Log€é — a| < p. Pour chaque réel x vérifiant dy(xz, ) = |e® — e®| < O on a
alors

|Log(e”) — Log(e®)| = |z — a| < p.

Les deux métriques d et d; sont donc topologiquement équivalentes.
®  La suite u est de Cauchy dans R muni de d; car la suite (e™™),, est convergente

vers 0. En effet, un réel € > 0 étant donné il existe un entier IN tel que, pour
n,m > N,on ad;(tun,uny) =le™—e ™| <e.

® La suite w ne converge pas dans R muni de d; sinon, les deux métriques d et dy
étant équivalentes, elle convergerait aussi pour la métrique d, ce qui est impossible.

@  La notion d’espace métrique complet n’est pas une notion topologique dans le sens
qu’elle n’est pas conservée par homéomorphisme.

C 1.16

Montrons que @ entraine @ : Soit f une application continue de E dans F. Con-
sidérons un sous-ensemble B de F. Nous savons que f~!(B) est un fermé de E, comme
image réciproque d'un fermé par une application continue, qui contient évidemment
Ff~Y(B) il sensuit que f~1(B) C f~Y(B).

Montrons que @ entraine @ : Rappelons que pour chaque sous-ensemble X de F
ona f~1(X¢) = [f~'(X)]e Soit A un sous-ensemble quelconque de F'. Considérons
B = A°. En utilisant @ nous obtenons f=1(A¢) C f~*(A¢°) ce qui implique

[F7H (A" = [f1(A)]e C fH(A°) = fF7H(A™) = [f (A

d’ott f71(A°) C f71(A)° en prenant les complémentaires des deux membres.
Montrons que @ entraine @ : Il suffit de vérifier que I'image réciproque par f
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d’un ouvert de F' est un ouvert de E. Soit O un ouvert de F'. Nous avons, en utilisant

O =

O°et @ | f71(O) C [f1(O)]° ce qui montre que f£~1(O) est ouvert car il est

égal a son intérieur.

Correction du Probléme

Corrigé Partie 1 :

@

Soit * € A et B(x,r) une boule ouverte contenant x. Alors x € B(x,r) N A, ce
qui montre que B(x,7) N A # 0, puis que x € adh(A).

@  Par définition, A est le plus petit fermé (au sens de l'inclusion) contenant A. Si on

®

montre que adh(A) est un fermé, comme adh(A) contient A, on obtiendra aussitot

inclusion A C adh(A).

On fixe € C. Comme x n’est pas adhérent a A, il existe une boule ouverte
B(x,r) contenant x telle que B(x,r) N A = @. Si maintenant y € B(x,r),
y n’est donc pas adhérent a A, puisqu’il appartient & une boule ouverte qui ne
rencontre pas A. Cela montre que B(x,r) C C. Ainsi, pour tout € C, il existe
une boule ouverte B contenant x et incluse dans C. Cela montre que C' est ouvert.
Précision : on a montré que, pour tout * € C, il existe une boule ouverte
B(x,r) de rayon 7 > 0 et de centre &y contenant @ et incluse dans C. Cette
boule n’est pas forcément centrée en a, mais la boule ouverte de centre x et de
rayon r — d(x, o) > 0 est incluse dans B(x, r), elle-méme incluse dans C'. Ainsi,
pour tout & € C, on peut trouver une boule ouverte de centre x et incluse dans C.
Comme C' est ouvert, son complémentaire adh(A) est fermé, ce qui termine donc
la preuve de A C adh(A).

Corrigé Partie 2 :

On sait que, pour tout fermé F contenant A, adh(A) C F, on obtient que adh(A)
est inclus dans l'intersection de tous les fermés contenant A, c’est-a-dire, par définition,

dans A.

)
@

Sizx € ONA,onaalafoisz € Aetx & F, ce qui est impossible car A C F.

Soit maintenant & € O. Comme O est ouvert (puisque F est fermé), il existe une
boule ouverte B(x,r) contenant @ et incluse dans O. Par conséquent, B(x,r) N
A = (. Cela prouve que « n’est pas adhérent & A, ou encore que x € C. On a
donc bien prouvé que O C C.

Six ¢ F,onax € O, donc x ¢ adh(A). Par contraposée, on voit que si
x € adh(A), alorsx € F. On a donc établi 'inclusion adh(A) C F, ce qui termine
la preuve de I'inclusion adh(A) C A, et finalement de I'égalité A = adh(A). @
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Chapitre

Théoreme du point fixe
et ses applications

Théoreme 6.0.1 Soit X,d) un espace métrique complet et soit f : X — X une
application (contraction) pour laquelle il existe k € R , 0 < k < 1 (constante de
contraction), telle que

d(f(m)vf(y)) < kf(il:, y) Ve,y € X.

Alors, il existe un point unique a € X tel que f(a) = a. De plus, notons par f™ la
n-eme composée de f, alors

a= lim f*(z), Ve e X

Preuve : Si a et a’ sont deux points fixes pour f, alors
d(a;a’) = d(f(a), f(a’)) < kd(a,a’).

Ce qui est possible que si d(a,a’) = 0 donc a = a’. D’ou l'unicité du point fixe. La
suite (f™(x))n est une suite de Cauchy car, par itération, on a
k:'n,
d(.fn+ka .fn(w)) S d(f(m)a m)ma
qui tend vers 0 lorsque m tend vers l'infini car 0 < k < 1. Cette suite converge vers un
point noté a car (X, d) est complet. @

Exemple 6.0.1 Trouver le nombre des solutions de I'équation cosx = x. Posons
f(x) = cosx € [—1,1]. Posons X = [—1,1] C R, fermé donc complet. Soit

f: X — X, alors |f'(x)| <k =sinl < 1, & € X. Le théoréme des accroissements
finis implique que |f(x) — f(y)| < k|lz — y|, z,y € X. Il s’en suit que I"équation
cos ¢ = x admet une seule solution d’aprés le théoréme du point fixe. @
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Théoreme 6.0.2 (Valeurs intermédiaires). Si f : [a,b] — R est une fonction
continue, alors f atteint toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b) :

Ve € [f(a), f(b)], Tz € [a,b] : f(mo) = c.

Une variante au théoreme des valeurs intermédiaires, qui permet de résoudre certaines
équations numeériques, est donnée par :

Théoréme 6.0.3 Si la fonction f est continue sur [a, b] et si f(a).f(b) < 0, il existe
alors au moins un point un xo €la, b[ tel que f(xo) = 0.

Si f est strictement monotone sur [a, b], le point &g est unique.

Exemple 6.0.2 La fonction f(x) = x® — 2@ + 2 est continue sur l'intervalle [—2, 1].
Comme f(—2).f(1) = —2 < 0, l'équation f(x) = 0 admet au moins une racine
sur l'intervalle [—2, 1], & savoir, &g = —1,76929. La racine xq est I'intersection de la
courbe Cy et axe des abscisses. @

Exemple 6.0.3 (Méthodes de résolution d’une équation numérique). Considérons
une fonction monotone et continue sur [a, b] telle que f(a).f(b) < 0. Il existe une solu-
tion unique o de I’équation f(x) = 0 sur [a, b]. Pour estimer convenablement la racine
g, plusieurs méthodes de résolution sont suggérées.

e Méthode de dichotomie : On choisit le milieu de l'intervalle [a, b] et on

a—+b _ a + . .
calcule f — ) Si f(a).f 5 < 0, la racine xq est a chercher dans
: a+b . a+b : .
I'intervalle |a, f — )| Sinon g € | f 5 ,b|. L’intervalle ou se

trouve xqg sera retenue et on repete la méme opération jusqu’a ce que la précision
soit suffisante.

e Méthode du point fixe : On exprime la fonction f sous la forme f(x) = p(x) —.
Résoudre 'équation f(x) = O revient a trouver le point fixe &y de 'équation

p(x) = x. Ceci est possible lorsque ¢ applique 'intervalle [a, b] dans lui-méme et
s'il existe une certaine constante k telle que |¢’(x)| < k < 1 pour tout = € [a, b].
La suite (,)y, déterminée par une valeur initiale choisie sur [a, b] et par la relation
de récurrence x,+1 = @(x,), converge vers la solution de I’équation xy.

e Méthode de Newton-Raphson : Supposons qu’une valeur approchée x; de xg

soit connue. L’abscisse ¢ de l'intersection de la tangente a la courbe I'f au point
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My(x1, f(x1), est une nouvelle valeur plus précise de xg. En répétant ce procédé,
on construit une suite (&, ), qui converge vers . Les termes de cette suite, comme

 f(aw)
I (xn)
Exemple 6.0.4 Soit K : [0,1]> — R une application continue pour laquelle il existe

0 < k < 1tel que |K(x,t)| < k, pour tous z,t € [0,1] et ¢ : [0,1] — R continue.
On cherche une fonction continue f : [0,1] — R qui vérifie I’équation de Fredholm

ﬂ@=w@+ﬁK@@ﬂWﬁ|

On se ramene facilement a la recherche d'un point fixe en définissant T' : C([0, 1], R) —
C([0, 1], R) par

on peut le constater sont donnés par la récurrence €41 = T,

suivante :

T(g)(z) = p(x) + / K (z, t)g(t)dt

On vérifie, aussitot que
e T applique C([0, 1], R) dans lui-méme i.e. T est une transformation.

e T est une contraction si I'on muni C([0, 1], R) de la norme || ||oo de constante de
constraction k.

Comme (C([0,1],R), || |leo) est un espace complet, le théoréme du point fixe implique

l'existence d'une f € (C([0,1],R) telle que T(f) = f. @

Traitons, maintenant, les premieres applications du Théoreme du point fixe .

6.0.1 La méthode de Newton

Cette permet la recherche de racines de polynomes et plus généralement des fonctions
fi[a,b] — R

Proposition 6.0.4 Soit f : [xg — 7, xo + 7] — R une fonction dérivable. Supposons
que f'(xo) # 0 et qu’il existe 0 < k < 1 tel que

— f/(w) T Lo—7T, T r f(wO)
W [t Fay| <k Ve € lmmrae @ r@)

Alors f posséde une racine a unique dans [xg — 7, xo + r]. De plus, pour tout x; €

< r(l—k).

[Lo — 7y 29 + 7], la suite x,, définie par la récurrence

li
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a ppour limite a. La vitesse de convergence de cette suite est estimée par

k’n
1—k

I (xo)
J' (o)

|xn — al <

En prenant 1 = xg, on obtient

|z, —a| < rk™ L. I

f(x)
f'(x0)

contractante de [xg — 7, g + 7] dans R, le reste résulte du théoreme du point fixe en
posant @,, = t" "1 (x1) et &1 — t(x1) = F(x1)/f(x0).

Preuve : Posons t(x) = x —

On vérifie, aisément, que t est une transfomation

Exemple 6.0.5 Cherchons la racine de 2. Posons f(x) = x? — 2, le probleme est de
chercher la racine positive de f. Pour cela, choisissons g = 3/2 et 7 = 1/2. Alors

‘1  f@) U @)
J' (o) 3 I’ (o)
On peut prendre k = 1/3. Et on doit itérer la fonction

<

12°

3 —2x
3

o f(x) :3a:—m2+2
t(x) = /(@) 3 .

On commence l'itération avec &1 = xo = 3/2 et on obtient

@y = 7/12, @3 = 611/432, etc...

La convergence est éstimée par

n—1
|wn—¢§|s1(1) e
2 \3

6.0.2 Exemples d’objets fractals
Définition 6.0.5 Les objets fractals ont étés étudiés pour la premiere fois par Benoit

Mandelbrot en 1975. Ce sont des sous-ensembles du plan, de I’espace ou plus généralement
de R™ :

Un fractal est la réunion de sous-ensembles qui sont fractions de lui-méme. I
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1 - L’intervalle [0,1] : Il est réunion des 2 intervalles [0,1/2] et [1/2,1]. Posons
1 1
wy(x) = > et wa(x) = 5(1: —1)+ 1.
Il vient que
[0,1/2] = wa([0,1]) et [1/2,1] = wy([0, 1]).

Donc

[Oa 1] = wl([oa 1]) + w2([0, 1])

Ainsi [O, 1] est réunion de deux ”"moitiés” de lui-méme. @

2 - L’ensemble de Cantor (1872) : On partage l'intervalle [0, 1] en trois intervalles
égaux et on enleve l'intervalle ouvert du milieu, a savoir, ]1/3,2/3[. On obtient
alors

Co = [0,1], C, =1[0,1/3]U[2/3,1] = C\]1/3,2/3|.

On définit ainsi Cry1 = Ck \ My o M}, est la réunion des 2k—1 intervalles ouverts
qui sont les tiers du milieu des intervalles dont Cy, est réunion, alors

Soient

1
wy(x) = 37 et wa(x) = 37 + 3"

C’est des homothéties de rapport 1/3 et de centre respectivement 0 et 1. Alors

C = w1 (C)|Jw2(C). I

Donc, C' est réunion de deux copies réduites de lui-méme. €

3 - Le triangle de Sierpinski (1916) : Soit p est un point de R? et A € R, notons
par w;‘ : R2 — R2? ’homothétie de centre p et de rapport X :

w(z) = M@ — p) +p.

Le triangle de Sieprinski est un sous-ensemble S C R2? qui est obtenu ainsi : On part
d’un triangle de sommets A, B, C dont on prend les milieux A’, B’, C’ des cotés
BC, AC, AB respectivement. Si on enleve 'intérieur du triangle de sommets A’,

B’, C’, il reste trois triangles dont les dimensions sont la moitié de celle du trianle
ABC : A’'B'C, A’C’'B et B'C’A. On recommence avec ces 3 nouveaux triangles,
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et ainsi de suite. Sip € R2, désignons par w;‘ I’homothétie de centre p et de rapport
A; on obtient

S = wi*(S) Uwy*(S) Uwd*(S)

4 - La courbe de von Koch (1904) : Soit I = [0,1] X {0} C R? que l'on partage en
trois segments égaux. On construit un triangle équilatéral sur le segment du milieu
et on enleve l'intérieur de ce segment. On obtient ainsi 4 nouveaux segments, et
on recommence la construction précédente sur chacun d’entre eux. Appelons K le
résultat de cette construction; on voit que

K = ws (K) Uw (s (K) Uws(K) Jwa(K)

ol ws est la rotation d’angle 7 /3 et de centre (0, 0 suivie de '’homothétie de centre
(0,0) et de rapport 1/3 puis de la translation par (1/3,0); wy est la rotation
d’angle —7/3 et de centre (1,0) suivie de I'homothétie de centre (1,0) et de
rapport 1/3 puis de la translation par (—1/3,0).

5 - La dimension de Hausdorff (1918) : Essayons de saisir intuitivement la notion
de dimension d'un objet, pour calculer les dimensions des exemples ci-dessus. Il
est bien connu que la longueur d’une courbe ou 'air d’'une surface sont des notions
de ce que l'on appelle mesure. Pour chaque dimension s > 0, on peut définir
une mesure ps adaptée a cette dimension. Si s est supérieure a la dimension de
A C R™ on aura ps(A) = 0 (par exemple : 'aire d'une courbe est nulle), et si s
est inférieure a la dimension de A, ps(A) sera infinie (la longueur d’une surface
est infinie). Par contre, si A est compact et s dimension, alors pus(A) devrait étre
finie. Ainsi, si I'on fait subir a un objet de dimension s une homothétiede rapport
A, sa mesure pg sera multipliée par A® :

La longueur d’une courbe sera multipliée par A\, ’aire d’une surface

sera multipliée par A2 e un volume sera multiplié par A3. Par contre,

la mesure sera invariante par translation et rotation.

Donc, si un compact A C R™ s’écrit sous la forme :

A=w (A)U--w,(A)

ol les w; sont composées de rotations, translations et homothéties, de méme rapport
A et que w;(A) Nw,;(A) sont de mesure négligeable, pour ¢ # j, on aura :

ps(A) = pa(wi(A)) + - - - + ps(wn(A)) = nAps(A).
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D’ou

In(n)
£n(1/X)

s =dim(A) =

Dans le cas de ’ensemble de Cantor, on trouve :

In(2)

dim(C) = n(3)

= 0,6309297534...

Pour le triangle de Sierpinski S, on trouve :

. £n(3)
dim(S) = = 1,584962501...
£n(2)
et pour la courbe de Von Koch :
In(4
dim(K) = &)
£n(3)

Ces exemples, nous informe du lien qui existe entre la notion de dimension de
Hausdorff et la structure fractale.

6.0.3 L’espace métrique des compacts

Notons par ||z|| la norme euclidienne et par d(x, y) la distance euclidienne ou &,y € R™.
Rappelons que si A C X et f : A — X est continue alors f(A) est compact et f
atteint ses bornes.

Définition 6.0.6 Soit A C R™ non vide et &z € R™. La distance de x 4 A est définit
par
d(z, A) = inf{d(z,y) |y € A}

Définition 6.0.7 Soient K et L deux sous-ensembles compacts de R™. La distance de
Hausdorff de K et L est

du(K, L) = sup{sup{d(z, L) | z € K},sup{d(K,y) | y € L}} I

Exemple 6.0.6 Prenons C C R? le cercle unité centré a l'origine et pour B le carré
qui lui est circonscrit. Les points de C' qui sont le plus éloignés de B sont les 4 points
(:I:%, :I:%) et leur distance a B vaut 1— ? Les points de B les plus éloignés de C' sont
les 4 sommets du carré, et leur distance & A vaut +/2 — 1. Donc du(A,B) = V2 -—1.
2
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Proposition 6.0.8 La distance de Hausdorff est une métrique sur I'ensemble IC(R™) des
sous-ensembles compacts non vides de R™.

Proposition 6.0.9 L’espace IC(R™), muni de la distance de Hausdorff, est complet.
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