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Solution d’exercice 01:(..pts)

1. i) Montrons que, si 9 : E — F est continue, T" est fermé dans E x F, on
r= {(x,w(x))\x eE} CExF

Considérons
QOZEXF—)FXF, (xyy)’—>(¢(33)73/)

elle est continue, comme les deux applications composantes, ........... pts
(z,y) —xr—(x) et (z,y)—y

Dans ces conditions, I' = ¢ ~!(A), ott A est la diagonale de E x F, est fermé comme image réciproque
d’un fermé par une application continue............ pts

ii) Montrons que la réciproque étant fausse.

La fonction v : R — R, z+— %, x # 0 considérée n’est pas continue, pourtant son graphe

r= {(0,0)} UQ, estfermé........... pts

ou Q = {(m,%),x € R*} = {(m,y) € Ry = 1} = (f — 9)"1({0}) est fermé comme image
réciproque d’un fermé par une application continue f — g, avec f : (z,y) — a2y, g : (z,y) — 1,
sont effectivement continues............ pts

2. On a R munit par de la distance
d(z,y) = ’ arctan x — arctany’

i) Comparons cette distance a dy (z,y) = |z — y|
OnaV(z,y) € R2, d(z,y) <, (R,d) est donc borné alors que (R, d; ) ne lest pas, B&Y (5 £ y)

d(z,y)
n’set pas majoré et les distance ne sont pas équivalentes............ pts
Cependant 1’égalité
t t i t
arctanx — arctany = e S
Y71 + 22 P
ou z €z, y[ (formule des accroissements finis) prouve que
Y(z,y), dz,y) <di(z,y).e.... pts
ii) Montrons que (R, d) n’est pas complet
La suite définie par u,, = n est de Cauchy dans (E, d) puisque
_ _ pP—q
d(p,q) = | arctan p — arctan g| = | arctan < Ey e pts
1+pq
pourvu que
pP—q ‘
< tane,........... ts
‘ 1+pq P

c’est-a-dire, en remarquant que
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Sing > tane et ng <p <gq.
Si cette suite convergeait dans (R, d) vers [ (nécessairement non nul), la condition

n_l’<t € t
ANE, . 'S
+ nl P

d(n,l)<€<:>‘1

ne saurait étre réalisée pour n assez grand, puisque

n—I o 1 o 202 +1 .
—, pour n e Ots
T+nl " 20 P 2l !
ce qui est une contradiction si € est choisi tel que tane < % ............ pts
Donc (R, d) n’est pas complet............ pts

Solution d’exercice 02:(..pts)

1. Montrons que pour x ¢ H, d(x, H) = U@ o4 H=kerf, f € L(E,K).

L
Remarquons d’abord que H est fermé comme image réciproque du fermé {0} par f continue, donc
x¢ H= d(z,H) #0........... pts
On a
dz,H) = inf ||z —y|,........... t
(, ) = inf [lz —y], pts
mais
(vyeH): |f(@)|=[f@=—p<Ifl-llz—yl pts
il en résulte
d(z,H) > @l pts
£
D’autre part, si f est non nulle,
(VeeRy) (FzeE): [f)=Ufll—¢) llzll, e pts

il existe yg € H et A\g € C* tels que z = yg — Aoz, f(2) = —Aof(z), don

[F )= Aol - 1F @) = (LF =€) - Aoz = goll, - ovvvvv pts

Yo
1f(2)] > (||f||—s)-Hx—)\—’, ........... pts
0
il en résulte
Ve, e<|Iflh: d(x,H)SM ........... pts
Ifll—e
et, par suite,
d(z,H) = @l pts
nal
2. On définit sur espace de Banach (E, ||-||~) avec E = C([0, 1], R), application suivante ¢ : E — F
par:
i)
= dt
o= [ Lo
i) Montrons que Vz € [0,1] : arctanx < x
D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a
vodt 1 *
arctan x — arctan () = —5 dt < sup —— 1 pts
0 1+t o<tz 1+1¢ 0
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1
La fonction ¢ — ﬁ est décroissante, donc sup 5 < ——
o<t<e L +1 1+0

Combinant les estimations précédentes, on trouve : arctanz < Z..........c....... pts

ii) Montrons que ’équation ¢(f) — f = 0 admet une solution unique dans F.

Ona ¢(f)— f =0<= ¢(f) = f. Donc, il suffit de démontrer que ¢ admet un point fixe unique.
On a ¢ : E — E admet un point fixe unique si et seulement si F est complet, ¢(E) C E et ¢ est

=1, arctan0 =0, et / dt = z.
0

contractante............. pts
e [ est complet, car il est de Banach............. pts
e ©(E) C E par définition............. pts

e ¢ est contractante sur E si et seulement si

3k €]0,1[,Vf,g € E: [lo(f) = 0(g)lloc S EIIf = glloom v pts
Soit z € [0,1], on a :
x x xr
f@) / g(t) / f(t)—g()
— = dt — dt = - 3 | AR t
o(f)(x) — e(g)(x) s s e pts
Alors
x x
f(t) —g(t) / £ () —g(t)]
— = L= dt| < T dt
)@ - et = | [ g ) < [0
roodt
< sup |f(t) —g(¢ / —
s 15090 [ 575
1 (% dt
< sup t)—g(t f/ _
t€[071]|f() g( )|4 o 4+(%)2
1
= §||fngooarctanf ............ pts
Par suite
1 T
s [o0)@) = o)) = () = ¢@llc < sup (517~ gllwarctan s )
z€[0,1] z€[0,1]
1
< (315l sup arctan
z€[0,1]
1
< 1||f—g||(><> ............. pts
Donc, il existe k = % €]0, 1] tel que :
Vige E: llo(f) = o(@lloc SENf = glloge e pts
D’aprés le théoréme du point fixe, 'application ¢ admet un point fixe unique............. pts

Corrigé de 'examen d’Analyse et EDOs



