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Corrigé type d’examen final : Méthodes variationnelles
et applications

1. (1 pt) Une fonction u € Hg () est une solution faible de (P) si et seulement si :
/ VuVv dz — / lu|"?uv dz =0, Yv € Hy(Q).
Q Q

2. (a) (1 pt) Pour tout u € Hg(2) on a [,|Vu|* dz = Hqué < oo, et d’apres
I'injection continue Hj(Q) < L4(Q) (¢ € [2,2*[C [1,2*]), alors il existe Cp > 0,
tel que :

lull e < Collullmy, Yu € Hy(€). (1)
donc [, [u|? dz < co.
(b) (0.5+ 1=1.5 pt) On a p € C'(H(Q2),R), de plus :

(' (u),v) = / VuVo dz —/ lu|"?uv dz, Vu,v € Hy(Q).
0 Q

On peut voir facilement que :

u € Hy(S) est un point critique de ¢ < go’( ) =0 dans (H&(Q))/
& )y =0, Yve Hy(Q)

& /VUVU dx—/|u]q 2uv dr = 0

< wu est une solution faible de (P)

3. (a) (1 pt) En utilisant (1), on obtient ¢(u) > 3|lul/%, — Cillul|%,., avec C1 = Cf.
0 0
(b) (1.5 pt) Comme ¢ > 2, alors il existe p > 0 suffisament petit de sorte que

50 — C1p? > 0, on pose a = 3p*> — Cyp?, alors on peut écrire :

Vu € Hy(Q), [ullyy = p: p(u) > 5p° = Cip? = a > 0.

2
4. (a) (1 pt) Onap(tv) = 3¢* [, |Vv|2 dx—1 4 o lv|? dr = %tZ—%th, comme g > 2,

alors lim ¢(tv) = lim —t* — —th = —00.
t—+o00 t—+o00 2

(b) (1 pt) D’apres la question (4-a), il existe tq >> 0 suffisament grand de sorte
que ¢(tov) < 0 et [[tov||gy = to > a. Donc on prend ¢ = tov.
5. (a) (1 pt) On dit que ¢ est satisfaite la condition de Plais Smale (P.S) si : pour
toute suite (u,) C H3(Q) telle que |p(u,)| < C et ¢'(u,) — 0 dans (Hl(Q)) ,
on peut extraire une sous-suite qui converge fortement dans H&(Q).
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(b) (0.5 pt) Soit (u,) C Hy() une suite de (P.S); c.a.d.

lp(u)| < C, ¢(uy) =0 dans (H3(Q))". (2)

i. (0.5+ 0.5 pt) Facilement de voir que [{¢'(un ), un)| < ¢ (wn) |2y |wnll g2 ]

11.

Drapres (2), [|¢'(un) |l (z2) — 0, alors pour n suffisament grand on a |[¢' (un) || (g1 -
1 et par suite [(¢(un), un)| < 1@ (un) | gy llunll g < llunlla-
On déduit que :

1, 1, 1
p(tn) — 5<s0 (un), tn) < |(un)| + 5|<90 (un), un)| < C'+ EHUTLHH(}'

(1.5 pt) Supposons que (u,,) n’est pas bornée dans Hj(£2), alors il existe
une sous suite (uy, ) (notée (u,)) telle que [[u,[|z2 — 400 quand n — +o0.
On a:

1 1 1 1
€+ Zlunllg 2 plun) = (¢ ) ) = / Vi do =+ [ ol do

—= /|Vun|2 dx—/\un|q dx

= (5 - 5)”“11”111

ce qui implique que (3 — %) ||un||12qé - %Hun”HOl < ('; ga c’est impossible car

(3 - é) HunHi[é — é”unHHé — +00 quand [[up | gz — 400 et ceci & cause de

g >2cad. % — é > (. la conclusion donc est que la suite (u,) est bornée
dans Hj(Q).

(¢) (0.7540.75+0.5=2 pt)

1.

ii.

Comme (u,,) est bornée dans H}(€2) qui est réflexif, alors on peut extraire
une sous suite (u,,) (notée (u,)) et une fonction v € HI(Q) telle que
u, — u faiblement dans H;} ().

D’pres l'injection compacte H} () < comp L4UQ) (g € [2,2*[C [1,2*]), alors
u, — u fortement dans L4(Q); (||u, — u||z« — 0, quand n — +00).
Comme u,, — u fortement dans L%(£2), alors d’prés T.C.D iverse, il existe
une sous suite de (u,) (notée toujours (u,)) telle que u,(x) — u(x) p.p.
x € (L

(0.5+0.5=1 pt) Comme ¢'(u) € (H&(Q))/ et u, — u faiblement dans
Hi(9), alors

(@ (), uy) = (¢ (u),u), dou {¢'(u),u, —u) — 0 quand n — +oo.

De méme, comme ¢'(u,) € (H&(Q)), pour tout n et ¢'(u,) — 0 dans
(Hé(Q))I et u, — u faiblement dans H} (<), alors on a (¢ (u,,), u, —u) — 0
quand n — 4o00.
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(d) (1 pt)

(' (un) = ' (), un —u) = (¢ (un),un — u) — (' (u), un —u)
= / Vu,V(u, —u) dr — / | |72 (U, — ) da
Q 0

—/VuV(un—u) da:+/ lu|?2u(u, — u) dv
Q Q
= Yl — ully — / (Tt 20, — [l 2) a0 — ) dz.

(e) (140.5=1.5 pt) On applique I'inégalité de Holder
1 \ a1
R R e A S N A S
Q Q Q
-1
= NunllZe lun — ulLa
< Cylluy — ul|La.
La derniére estimation est vraie car u,, — u dans L(Q2) fortement donc la suite

) -1 .
réelle ||u,||%, est bornée.
De la méme maniére, on a

q—1

‘/Q\u!qzu(un—u) dx‘ < (/Q‘un_u’q dl‘f(/ﬂ(yuﬁl)qi’l dm)T

—1
= HUHqu Hun_u“Lq

Cs|un — ul| L.

avec Cs = ||ul|%,".

(f) (1,5 pt) D’une part, d’aprés la question (5-c-ii) on a: (¢'(u,) —¢'(u), up—u) —
0 quand n — +o0.
D’autre part, d’aprés (5-e) et comme |u, — |z« = 0 quand n — +oo, alors
on a: [o(Jun|"%u, — ul??u)(u, —u) dz — 0 quand n — +oo.
Donc, la question (5-d) assure que |[u, — ul|gz — 0 quand n — +o0; c.a.d. la
suite (u,) converge fortement dans H} ().
On déduit que la fonctionnelle ¢ satisfait la condition de (P.S).

6. (1 pt) On a p € CHH}(Q),R), les deux conditions géométriques sont satisfaites
et la condition de (P.S) est satisfaite. Alors, d’aprés le théoréme de Mountain Pass,
la fonctionnelle ¢ admet aux moins un point critique et par suite, notre probléme
admet aux moins une solution faible non triviale dans Hg ().
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