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Examen final: Méthodes variationnelles et applications'

Soit 2 un ouvert borné de RY. On considére le probléeme suivant:

{ —Au = cosu, dans €);

(1) u =0, sur 0f).

1. Donner la formulation variationnelle associée au probléme (1). Montrer que si u € H}(Q),
alors chaque terme dans la formulation variationnelle est bien défini.

2. Trouver une fonctionnelle J : H}(Q2) — R, dont les points critiques sont des solutions faibles
du probléme (1).

3. Montrer que J est coercive et faiblement semi-continue inférieurement. Que peut-on en
conclure?

Exercice 2

Soit F un espace de Banach et soit I : £ — R une fonctionnelle différentielle. Supposons que:
(I'(u) = I'(v),u —v) >0, Vu,v€E, uuo.
On fixe u,v € E et on définit la fonction ¢ : R — R par: ¢(t) = I(u+ t(u —v)).
1. (a) Calculer 9'(t).
(b) On fixe s < t, montrer que
1

() — ' (s) = E[I’(u—i—t(u—u)) - I’(u—&—s(u—u))} [(u—i—t(u—v)) - (u—l—s(u—v))].

(c) En déduire que ¢ est strictement convexe, et en particulier on a:
P(t) <tp(1) + (1 = £)1(0).
(d) Vérifier que I est strictement convexe.
Rappelons que toute fonctionnelle strictement convexe, différentiable et ccercive, admet un
unique point critique.
2. Application:
Soit 2 C RY un ouvert borné, soit ¢ € L>(12) satisfait ¢(z) > 0 p.p. dans . Soit A(z) une
matrice symétrique avec des composantes dans L>°({2). Supposons qu’il existe A > 0 telle
que:
(A(z)y)y > Ny|?>, pour p.p z €, et pour tout yeRY.

Pour tout f € L?(Q2), on considére le probléme suivant:
(2) —div(A(z)Vu) + q(z)u = f(x), dans

u =0, sur 0f).

On considére la fonctionnelle associée J : H}(Q) — R définie par

J(u):/Q(A(x)Vu)Vv dx—!—/ﬂq(x)uv dx—/ﬂfv dz.

(a) Ecrire le probléeme faible associé a (2).
(b) Montrer que J est strictement convexe.
(c) Montrer que J est coercive.

(d) Que peut-on en déduire?



