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Echantillonnage des signaux

L’échantillonnage consiste a représenter un signal s(t) continue par un ensemble de valeurs
discrétes s(nT,) avec n un entier et T, une constante appelée période d’échantillonnage.

Cette opération est'une des trois étapes de la numérisation des signaux.

Echantillonnage idéal

L’échantillonnage idéal d’'un signal analogique s(t) est une opération qui consiste a
multiplier s(t) par un train d'impulsions de Dirac de période T, comme le montre la figure
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Figure.l. Opération de I’échantillonnage

Soit le signal s(t), a spectre borné, montré dans la figure (2).
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Le signal, obtenu de 'opération d’échantillonnage du signal précédent, est alors constitué
d'une succession d'impulsions dans les aires sont fonctions des amplitudes du signal
original (Pour différents instants d’échantillonnage - Voir la figure (3)). L’échantillonnage

'E‘= _fmax O fmax

Figure.2. Signal a spectre borné
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est réalisé par un élément intéressant qui est le peigne de Dirac. Comme le montre le plan
du milieu de la figure (3), ce peigne est constitué d'un ensemble d’impulsions de Dirac
réguliérement espacées de la période d’échantillonnage T,. Il est donné par :

8r,(t) = TnZ_o 6(t — nTe).

Le signal échantillonné s, (t) est donné par:

5e(£) = () - 87, (£) = 5(£) - Bi2-ep 8(¢ — 1T,). >

S Ey=Y 2 elul.): 6(t =nl.)

-~ S(t}
\

or (f)

=

0T, t

Figure.3. Echantillonnage réalisé par multiplication par un peigne de Dirac

La question qui se pose maintenant est de savoir si le signal échantillonné contient la méme
information que le signal utile.

Une maniére de répondre a cette question consiste a étudier le spectre du signal
échantillonné s, (t) et a le comparer avec celui du signal original s(t).

Le calcul de la TF, donne :

af(f>=TF[6T (D)) = TFIZHZ 8t —nT)] = 22828 (f = 1) = fo TRZ 8(f = kfo).

Avec: f, == et k est un entier.

D'apres I'équation de &7, (f) et la figure (4) (plan du milieu), on remarque que la TF du
peigne de Dirac est également un peigne de Dirac de période égale a f,. Nous avons aussi :
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Se(f) = TF[s.(t)] = TF[s(t) - 6r,(t)] = TF[s(t)] * TF[6r, ()] 2
Se(f) = S(f) * fo Ziz- 6(f — kfe).

Etant donné que I'impulsion de Dirac est un élément neutre de la convolution, il vient :

Se(f) = fe E}tr—ms(f - kfe)-

Ce résultat est montré dans la figure (4). Comme lillustre cette figure, I'opération
d’échantillonnage entraine la répétition (la périodisation) du spectre du signal original.

La période de répétition dans le domaine spectral (fréquentiel) est égale a la fréquence
d’échantillonnage f.
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Figure.4. Périodisation du spectre causée par I’échantillonnage

Théoreme de Shannon

Pour avoir une répétition périodique sans déformation du motif principal, il faut et il suffit
que f, la fréquence d’échantillonnage, soit supérieure ou égale a deux fois la fréquence
maximale (Voir les figures (5) et (7)).

fe 2 2fmax-
Si f, est une fréquence fixe, % est appelée fréquence de Shannon ou Nyquist ou encore

fréquence de repliement.
fa
2
d'éviter les distorsions du spectre du signal échantillonné (Repliement spectral - Voir la
figure (7)).

représente la fréquence maximale admissible dans le spectre du signal original afin
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Figure.5. Limites fréquentielles permettant d’éviter le repliement spectral

Extraction du signal original a partir du signal échantillonné

Supposons que la condition de Shannon est remplie. Dans ce cas, le spectre de base S.,(f)
(triangle central de la figure (5)) peut étre facilement isolé en utilisant un filtre passe-bas

idéal de fréquence de coupure % comme le montre la figure (6).
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Figure.6. Restitution du signal original

On peut donc exprimer le spectre de base Sgo(f) comme suit :

Seo(f) = Se(f) - recty, (f).

Avec : recty, (f) est la réponse en fréquence du filtre passe-bas utilisé pour restituer le signal
original.
En prenant la TF~1 de S,,(f), on obtient :

Seo(t) = TF[Seo(f)] = TF S (f) - recty, ()| = TF S ()] * TFrecty, (f)]. &
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( fet)
Seo(t) = Se(t) feStnC(nfet) = fese(t) s -
En remplagant s, (t) par son équation, on arrive 2 :

Seo() = fo [ZA2 05 (nT,) - 82~ nT,) » “"(;’eff’].nou

o
s(t) = Y12 o 8(nT,)

sin(nfe(t-nTe))
Tfe(t—nTe)

Cette dernicre somme permet de restituer exactement le signal original. De ce fait, on peut dire

que 1’échantillonnage idéal conserve la totalité¢ de I’'information contenue dans le signal.

Phénomene de repliement de spectre

Dans le cas ol f, < 2fnax il y @ donc un phénomene de recouvrement de spectre. Le filtre
passe-bas idéal qui permettrait de récupérer le spectre de base identique au spectre du
signal initial, ne peut plus agir efficacement dans ces conditions. La figure (7) illustre le
phénomene de chevauchement spectral et donc le spectre résultant.
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Figure.7. Phénoméne de chevauchement spectral
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A partir de cette figure, il est clair qu'une fréquence située dans la zone de repliement et
susceptible d'appartenir a la fois au spectre de base du signal initial et a son spectre images
décalé de +f,.

Dans ces conditions, nous avons :

e La reconstruction exacte n’est plus possible ;
e llyarepliementde spectre ;

e Lesfréquences supérieures a % sont ramenées dans la bande [— %, %]

Prenons par exemple le signal de la forme sinusoidale composé de seulement quatre points
tel que montré a la figure (8). Il existe une infinité de signaux sinusoidaux qui peuvent
passer par ces points. C’est ce qu'on appelle le repliement du spectre, ou aliasing en anglais.
La Figure (9) montre un exemple de repliement avec trois exemples de signaux qui
pourraient passer par les points échantillonnés.

8 fa ]

Se (nTe)
.
s

Srest (t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Temps

Figure.8. Exemple de repliement avec trois exemples de signaux
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Filtre anti-repliement

En pratique, il estindispensable de faire précéder 'opération d’échantillonnage par un filtre
passe-bas appelé filtre anti-repliement. Ce filtre doit avoir une fréquence de coupure f. un

peu inférieure a la fréquence de Nyquist % La chaine pratique de numérisation d’un signal
analogique est donc constituée des éléments montrés dans la figure (9).

s I Se(kT.) s(k)
» CAN I—
Signal Signal
analogique Signal Signal numeérique
analogique echantillonne

r
v

F 3
v

ANALOGIQUE NUMERIQUE

Figure.9. Chaine pratique de numérisation d’un signal analogique

Différents types d’échantillonnage

Pratiquement, il est impossible d’obtenir des échantillons de durées quasiment nulles (Un
train d'impulsions de Dirac). Chaque impulsion va avoir une durée trés courte T comme le

montre la figure (10).
“r(t) = {
, 0 Ailleurs
lr,z /
—T, 4 T,

Figure.10. Train d’impulsions rectangulaires
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En utilisant le train d'impulsions rectangulaires ir_.(t), on peutréaliser différents types
d’échantillonnage notamment :
e L’échantillonnage naturel : d'amplitude égal a s(t) dans l'intervalle 7 ;
e L’échantillonnage régulier : d’amplitude égal a s(nT,) dans l'intervalle 7 ;
e L’échantillonnage moyenneur : d’amplitude égal a la moyenne de s(t) dans
I'intervalle t.
Ces trois types d’échantillonnage sont montrés dans la figure (11).

-8 -
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Figure.11. Différents types d’échantillonnage

La fonction porte périodique ir_.(t), utilisée pour réaliser ces types, est donnée par :

ir,r(t) =[lz @) * 87, () =[I: () * X520 6(t — nT,) = X372 o [I; (t — nTe).
Dans ce qui suit, seront présentés ces trois types d’échantillonnage.

Echantillonnage naturel

Dans I'échantillonnage naturel, 'amplitude de chaque impulsion de s, (¢t) suit la valeur de la
fonction s(t) dans l'intervalle t de I'impulsion.

Ce type d’échantillonnage n’est pas pratiquement réalisable, il constitue uniquement une
étape de calcul intermédiaire nécessaire a la compréhension des autres types qui sont
effectivement réalisés et utilisés. Pour ce type d’échantillonnage, s.(t) est donné par :

se(®) = s(t) - ig, (&) = s(t) - [[[z @) * 8., )] = s(®) - TAL o Tz (¢t — nTL).

La TF de s, (t) est donnée par :

Se(f) =TF[s(t) - ir, ()] =TF [s(t) [Tz @® * 67, (t)]] = S(f) * TF[[1; (&) * 87,@)]. >

Se(f) = S(F) * (TFT; (O] TF[61,(t)]) = S(f) * (r“’(’”” LYe L S(f - kfe)). >

ntf

Se(f) = S(f) % 1o T oo Tt 5(f — k) = 1o Do S(F) * [T 5(f — k).

Tk f, Tk fe
o0 i k e 0 i k e
Se(f) = TF, B T S(f) # 8(f = Kf] = oo it To P2 S (f = ko).

La relation qui lie le spectre de base du signal échantillonné S,,(f) et celui du signal S(f)
original est donnée par :
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Seo(f) = 7/S().

_sin(mtk fe)]
) 'JTkae

pour k=0

La relation de S,y(f) montre qu'il est possible de récupérer le signal initial par un simple
filtrage passe-bas idéal. La relation entre les deux spectres montre que I'échantillonnage
naturel n'introduit pas de déformation.

Echantillonnage régulier ou bloqueur

L’échantillonnage régulier se caractérise par le fait que 'amplitude de chaque impulsion est
constante et égale a l'amplitude du signal initial au temps nT,. Du point de vue
mathématique, le signal échantillonné s, (t) est défini a partir d'une suite infinie de fonctions
porte pondérées par la valeur du signal s(t) a des instants de temps bien déterminés ; c’est-
a-dire:

Se(t) = Xnzww S(nTe) [ (t —nT,). >

Se(t) = Ziewo S(nTe) - (I (8) * 8(t — nT,)) = T3-—o [Ir (8) * [s(nTL) - 6(t — nT,)]. D
Se(t) = Ilz (8) * Xyt s(nT,) - 6(t — nT,). D

Se(t) =TIz (&) * [s(t) - Xie—oo 8(t — nTe)] =TI, (&) * [s(1). 67, ()],

La TF de s, (t) est donnée par :

Se(f) = TF|[Te (&) * [5(6) - 87,(0)]| = v 222+ (SUN) * fo oo 8(f = kf)). D

sm(m’f)

Se(f) =tfe— = Xi=—w S(f = kfe).

La relation qui lie le spectre de base du signal échantillonné S,,(f) et celui du signal S(f)
original est donnée par :

sin(mtf)

Seo() = T

S(f).

D’apreés cette relation, on voit que 'amplitude du spectre de S,,(f) est modulée (en plus de
sin(mzf)

ntf
Ce type d’échantillonnage introduit donc une déformation par rapport a I'échantillonnage
idéal ou naturel. Cette déformation reste petite tant que 7, la durée de l'impulsion
rectangulaire, reste faible.

la multiplication par 7f,) par la fonction sinc(wtf) =

-10 -
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Echantillonnage moyenneur

Dans I’échantillonneur moyenneur, la valeur de I'échantillon s,(nT,) correspond a la valeur
moyenne de s(t) prise sur la durée de I'impulsion 7. Mathématiquement I'échantillon
S.(nT,) est donné par:

1 n]'"e+E
s,(nT,) = ?fnr 7 s(t)dt.
e 2

Avec la fonction prorte, I'expression précédente peut s’écrire comme suit :

se(nT) =2 [0 Tl (6= nTl) - s(B)d.

Cette équation représente le produit de convolution entre [[, (¢) et s(t) au temps nT,.
se(nTe) = =(T; (£) * (D)) - 8(¢ = nT,). >

Le signal échantillonné complet est donné par :

5e(t) = 2T o ([1: (£) * 5(8)) - 6(t — nT.). D>

se(®) = ([T (&) * 5(£)) - 81, ().

La TF de s,(t) est donnée par :

Se(f) = ~TF[(TT; () *5(8)) - 67,(8)] = ZTF[(IT; (&) * 5(8))] * TF[67,(0)]. >
Se(f) =1 (% S(f)) “fo X O ~ kf,). D

_ CsinmTUkf)) | orp
SiN=Fo), TS~ k). D

La relation qui lie le spectre de base du signal échantillonné S.,(f) et celui du signal S(f)
original est donnée par :

sin(mtf)
Seo(f) = fe—7SU).
Ce résultat est tres proche de celui correspondant a I'échantillonnage régulier.
Il est important de noter que les échantillonnages bloqueur et moyenneur seront d'autant

plus proche de I'échantillonnage idéal que la durée de I'impulsion d'échantillonnage 7 sera
trés faible devant la période d'échantillonnage T.
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