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Systeme Discret

= Un systéme a temps discret fonctionne sur une entrée de signal a temps discret et
produit une sortie de signal a temps discret ;

= Il existe de nombreux exemples de systémes a temps discret utiles dans le traitement
du signal numérique, tels que les filtres numériques pour les images ou le son ;

= La classe des systéemes a temps discret LIT présente un intérét particulier car les
propriétés de linéarité et d'invariance temporelle permettent l'utilisation de certains
outils importants du traitement du signal.

Avantages du numérique

Reproductibilité ;

Souplesse (changement de coefficients) ;
Insensibilité au bruit ;

Stabilité des caractéristiques avec le temps, la T°, etc.
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Systeme SLIT

= Soit le systéme Linéaire Invariant dans le Temps (LIT) de la figure ci-dessous.

xn]— pmp — Yl

= La réponse y[n] a ce systéeme, de réponse impulsionnelle h[n], pour I'entrée x[n], est
donnée par:

yInl = x[n] = h[n].

Ce systeme est LIT si :

axi[n]+ bxz[n] —| h[n] —— %N [n] + by,[n]

x[n —mng) h[n] —— yIn —ny]

Un systeme peut étre caractérisé par sa réponse impulsionnelle. Si on connait la réponse
impulsionnelle d'un systéme, alors on connait sa sortie pour n'importe quelle entrée.

Produit de convolution normal des signaux discrets

La convolution permet de calculer la sortie d'un systeme étant donnés I'entrée et la réponse
impulsionnelle.

On peut représenter un signal discret comme une somme d'impulsions comme le montre la
figure (1).
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Figure.1. Représentation d’un signal discret

D’apres cette figure, nous avons :

x|n] = 38[n] + 38|[n — 1] + 38[n — 2] + 36|n — 3|+ 26[n — 4] + §|n — 5]

De facon générale :

x[n] = Xh2 - x[m][n —m].

Par

superposition, la sortie y[n] dun systeme est la somme des Tréponses

impulsionnelles correspondant aux entrées x[n] comme le montre la figure (2).
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Figure.2. Sortie y[n] d’un systéme, constituée de la somme des réponses impulsionnelles correspondant aux entrées x[n]

D’apres cette figure, la convolution peut étre donnée comme suit :

y[n] = 52 _o x[m]h[n — m].

= h[n —m] est obtenue a partir de h[m] par un rabattement autour de I'axe m = 0 suivi
d'une translation n.

= La convolution est donc une méthode pour combiner deux signaux et en produire un
troisieme. C'est la technique la plus importante en traitement de signaux.
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Propriétés de la convolution

La convolution discréte possede les mémes propriétés que la convolution continue. En effet,
la convolution discréte est commutative, associative et distributive.

= Pour la propriété de commutativité, nous avons :
aln] * bln] = b|n] * a|n];

= Pour la propriété d’associativité, nous avons :
(a[n] * b[nl) = c[n] = aln] * (b[n] * c[n])

= Pour la propriété de distribution, nous avons :

aln] = b[n] + a[n] * c[n] = a|n]* (b|n] + c|n])

Elément neutre — Convolution avec une impulsion de Dirac
La convolution avec une impulsion unité est donnée par:

x|n] * &[n] = x[n].

Pour un décalage dans le temps, comme le montre la figure (3), nous avons:

x[n]* §[n-N1] = x[n — Nq].

A x[n]
S
o n
il
o
I Nl n
A s x[n—N4] = x[n] * §[n—N1]
4 S
0 Ny n

Figure.3. Utilisation de I'impulsion unité pour un décalage de N; échantillons
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Produit de convolution circulaire

Le résultat de la convolution circulaire peut étre utilisé pour calculer la convolution linéaire
de deux signaux discrets, de durées finies, de la forme :

x,[n] # 0pourn=0,1,2,...,N; — 1.
xy[n] # 0 pourn =10,1,2,...,N, — 1.

Cette convolution est donnée par:

yInl = x;[n] & x;[nl.
Pour effectuer cette opération, on procéde de la manieére suivante :

a) A partir de x4[n] et x3[n], construire deux séquences xiy[n] et x;y[n] ayant
M échantillons chacune. M est égal a la somme des nombres des échantillons des deux
séquences ;

b) Calculerla DFT (Discrete Fourier Transform) de chaque séquence ;

c) Calculerla DFT~! du produit des deux DFTs ;

Ces trois étapes peuvent étre représentées par le schéma de la figure ci-dessous :

x1[n]
= Joooo FmM ey

A

DFT 1— s y[n]

x3[n] Xam[n]
*— | oooo DFT i

A 4

Réponse impulsionnelle d’'un systeme

= Comme nous 'avons vu plus haut, la réponse impulsionnelle d'un systeme discret est
sa réponse (sortie) a une entrée sous forme d'impulsion de Dirac §(n). Elle est donnée
par:

y(m) =x(@) »h(n) = §(n) » h(n) = h(n).
= Elle est montrée dans la figure (4).

h(n)

§(n)
j—» » —mSysteme discret—» n

T

Figure.4. Réponse impulsionnelle d'un systéeme

5.



Université de Mohamed BOUDIAF — Msila
Année universitaire 2023/2024
Département d’Electronique
Chapitre 2 — Partie 3 : Les systemes linéaires discrets invariants dans le temps
Pr. Khaled ROUABAH
Matiére : Traitement Avancé du signal 01 M - Instrumentation

Cette réponse permet de caractériser complétement le systéme ;

Elle permet aussi le calcul de la sortie du systéme discret pour n’importe quelle entrée;
Ce calcul est effectué en utilisant la convolution linéaire de signaux discrets ;

La réponse d'un systeme discret LIT a une entrée quelconque x[n] est la convolution
linéaire de cette derniere avec la réponse impulsionnelle h[n] du systéme ;

Un systeme discret LIT est causal ssi sa réponse impulsionnelle h[n] est causale. Soit :

$ 448

4

hin] = 0,vn < 0.

Représentation des systéemes discrets par des équations aux différences

= Il est souvent utile de décrire des systemes a 1'aide d'équations montrant la variation
temporelle de I'entrée en fonction de la sortie ;

= Pour les systemes a temps discret, ces équations sont appelées équations aux
différences, un type de relation de récurrence ;

= Une classe importante d’équations aux différences est 'ensemble des équations aux
différences a coefficients constants linéaires.

= Pour un systeme, régi par une équation aux différences d'ordre N, nous avons :

Yo ayn—kl =Xlobrx[n—1]. 2
by
y(m) = —ERo Fyln — k] + Xk Faln — 7],

= En utilisant I'équation aux différences, on peut calculer la sortie du systéme y(n) sans

connaissance de la réponse impulsionnelle h(n) ;

= Apartir de cette équation, il est clair que y(n) est fonction des N sorties décalées y(n —
k), des M entrées décalées x(n — r) et de I'entrée courante x(n) ;

= Il estclair aussi que quelle que soit la longueur de la réponse impulsionnelle h(n) (finie
ou infinie), le nombre d'opérations nécessaires au calcul de y(n) est fini ;

» Pourag=1etN = 0,nousavons:

y(m) = Lrlobrx[n —1].

= D’apres cette équation, on remarque que y(n) dépend de l'entrée courante x(n) et des
M entrées précédentes x(n — r) ;

= Le systéme régi par ce type d’équations est un systéme a réponse non récursive = La
réponse impulsionnelle est finie ;

= On parle de systeme a Réponse Impulsionnelle Finie (RIF).

» Pouray;=1etN =1,nousavons:

ym) = =Y. apyln — kl + X2 box[n —r].
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D’apres la derniere équation, on remarque que y(n) dépend de I'entrée courante x(n), des M
entrées précédentes x(n — r) mais aussi des N sorties précédentes y(n — k) ;
= Le systéme régi par ce type d’équation est un systéme a réponse récursive = La
réponse impulsionnelle est infinie ;
= On parle de systétme a Réponse Impulsionnelle infinie (RII).

Réponse fréquentielle

= Soit un systéme LIT discret défini par sa réponse impulsionnelle h(n). Rappelons que
la réponse y(n) est liée a I'entrée par I'équation de convolution suivante :

y() = h(n) * x(n).
= Le calcul de la TF des deux termes de cette équation donne :
TFly(n)] = TF| h(n) * x(n)] = TF[ h(n) | - TF[ x(n)]. =

Y(f) = H() * X(f).

Avec:

{x(n) «——f» X(P),
TF
X(f) s x(n)

Pw>~i+mﬂ
Y(f) — y(n)

=]

TF
VM)H—+Mﬁ
HUF) < hit)

= |H(f)|, le module de H(f), représente le spectre d'amplitude ;
= arg(H(f)), 'argument H(f), représente le spectre de phase.

Fonction de transfert

= Pour le systeme LIT discret précédent, le calcul de la TZ des deux termes de la
convolution donne :

TZ[y(m) ] =TZ[h(n) * x(m)] = TZ[h(W)] - TZ[ x(n)]. >

Y(z) = X(2)-H(2). X(z) — H(z) —Y(2)
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= Le calcul de la TZ des deux termes de I'équation aux différences donne :
TZ[ER-o axy[n — k]] = TZ[Z o brx[n — 7],

= En utilisant la propriété du décalage temporel de la TZ, on obtient :
Y(2) XR-owez = X(@) Lo brz". D

H(Z) _ Y(z) Zgzoakz_k _ byz M4 tbiz7 +by
X(z) IM b.zT ayzN+etazltag

= D’apres la derniere équation, on remarque que la fonction de transfert H(z) a la forme
d'une fraction rationnelle donnée par:

N(z)

H(z) = b

N(z) et D(2) : polyndmes en z~ ! de degrés respectifs M pour les entrées et N pour les sorties.
En fonction de la fonction de transfert, la réponse en fréquence est donnée par:

H(f) = H(Z)]pour z=exp(j2nf)-

Poles, zéros et stabilité d'un systéme discret

N(z)
D(z)

= Les zéros d'un systéme, de fonction de transfert H(z) = sont les racines du

polynéme N(z) (Numérateur de H(z)) ;
N(z)
D(z)

= Les poles A; € € d'un systéme, de fonction de transfert H(z) = sont les racines du

polynédme D(z) (Dénominateur de H(2)) ;
= Un systeme linéaire discret est stable ssi sa fonction de transfert H (z) converge sur le
cercle unité. C’est-a-dire :

Ynenlh(n)| <co > {z€C|z| =1} € DC.

= Le systeme est causal ssile DC de H(z) est I'extérieur d'un disque = A; € au disque ;
= Un systéeme discret linéaire et causal est stable ssi tous les pdles de H(z) sont a
lI'intérieur du cercle unité (tous ses poles pi ont un module inférieur a 1). Soit :

Im(z)

|2;] < 1.

Re(z)

Figure.5. Péle d’un systéme stable.
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