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Filtre Numérique

Comme tout systeme discret, un filtre linéaire a temps discret réalise une opération de
convolution entre le signal d’entrée et la réponse impulsionnelle du filtre.

Caractéristiques liées a l1a Réponse impulsionnelle
y(n) = h(n)*x(n)

x(n)— = »(1)

Filtre h(”) }:(n): -'—Zoloh(k)X(H—k)
fk=—co

¢ Causalité du filtre

Le filtre est causal ssi la réponse impulsionnelle est causale i(n)=0 Vn<0

¢ Stabilite

+co
Le filtre est stable ssi la réponse impulsionnelle est absolument sommable Z\h(n}\ < oo

H=—oco

# Longueur de la réponse impulsionnelle

» Filtre a réponse impulsionnelle finie (RIF)

h(m)#0 Vng<n<ng+N-1 N : longueur de la réponse impulsionnelle

~ Filtre a réponse impulsionnelle infinie (RII)
h(n)#0 Vn>n,
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Résultats des différents filtrages numériques



Université de Mohamed BOUDIAF — Msila

Année universitaire 2023/2024

Département d’Electronique

Chapitre 3 — Partie 1 : Analyse et synthese des filtres numériques Pr. Khaled ROUABAH
Matiére : Traitement Avancé du signal 01 M1- Instrumentation

Représentation d’un filtre numérique

Equation aux différences (Relation Entrée-Sortie)

N AT
> apyv(n—Kk)= > b.x(n—r) avec a,=1
k=0 =0

® N0 =S xG—

Fr=>0
= Filtre a reponse non recursive
= La réponse impulsionnelle est finie

= Filtre a Réponse Impulsionnelle Finie (RIF)

N ML
o N> —— - vim) :—Z‘-’?’}r,‘"(?? — k) + ZE}}-.’((H — )
=1 =0

= Filtre a reponse recursive

= Filtre a Réeponse Impulsionnelle Infinie (IRIT)

Fonction de transfert en z

N M
J.-'(}j) = ;}('ﬁ) ES x(}j) Eﬂk_'l-’(ﬂ - f() = 2 b].,.l'(?’? - ?")

© 7]

by M4 bz7 4B,

ayz N +otaz 4

Y(z)=X(z)H(z)  ou H(z)

¢ Stabilité et causalité liées a la fonction de transfert

Un filtre numérique causal est stable si et seulement si tous les
pbles de H(z) sont a l'intérieur du cercle unité.
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Réponse Fréquentielle

Elle peut étre définie comme le spectre du signal de sortie divisé par le
spectre du signal d'entrée.

Passe bas ~ 41HU) Passe haut =)
! A | |
W A A F O A A M
Passe bande  HHU Coupe bande 1 1H(f)
| l—| H e f | —»
-j;fZ o 7 Ha Ja j;fZ -fez 7 Sy Sahy fg2
Réponses en fréquence des différents types de filtre
Exemple
On a la relation entrée-sortie suivante :  y(n)= i(x(??) +2x(n—1)+x(n=2))
= Réponse impulsionnelle = Réponse fréquentielle
- _ = j2nf 2
h(n)= i[ﬁ (M) +28(n—1)+8(n—-2)) H(f)=e 7™ cos™(nf)

- Module  |H(f)|=cos?(nf) - Phase arg( H(f)) =—2nf

y Phase linéaire par rapport a /

o8-
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Réponse en amplitude Réponse en phase

En fonction de H(z), H(f) est donnée par : H(f) = H(z)]

pour z=exp(j2rf)
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Classification des filtres numériques selon la réponse impulsionnelle

Comme nous l'avons vu ci-dessus, il existe deux grandes classes de filtres
numeriques :

Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) : dans ce cas h(n) = 0 Pour n >
N eth(n) # 0 pourn =0,1,..,N — 1. N désigne la longueur du filtre.

Filtres a réponse impulsionnelle infinie (RIl) : dans ca cas h(n) # 0 Pour n =
0,1,..,+o00

Classification des filtres numériques selon la structure de réalisation

Réalisation des filtres

¢ Realisation non-récursive ou transverse
Yol

Filtre causal & réponse impulsionnelle finie de longueur N: y(n) = 2 x(n=k)h(k)

h(N-2) HV-1) Structure de réalisation RIF

¢ Reéalisation récursive x(n) U ’ > y(n)

M
y(n)= zu 1—k)+ EZJ;.I[H—?‘)

r=0

Structure de réalisation Rl
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Caractéristiques des filtres RIF

4 Stabilité inconditionnelle

1l Les filtres & reponse impulsionnelle finie sont
H(E)= Y bz ™ ponse Imp

=0 toujours stables car ils n'admettent pas de pdles.

4 Approximation

Toute fonction de filtrage numerique stable et causale peut &tre approchee
par la fonction de transfert d'un filtre RIF

4 Phase linéaire

Les filtres RIF peuvent générer des filtres a phase linéaire
Si un filtre est a phase linéaire, sa reponse fréquentielle est de la forme

H(H)=R(EHPD)  g(f)=0+ ufi 1 :constante

x(n) = acos(2n fir)—— Filtre a phase linéaire > v(17) = aR(f)cos(2nfn+ 0o+ 21f7)

On montre qu'un filtre RIF est a phase linéaire si ses coefficients sont symétriques
h(n)= h(N-1- n)

Attention !

Dans la partie précédente, nous avons utilisé f comme variable de fréquence. De
plus, la fréquence d’échantillonnage a été choisie F, = 1.
Dans ce qui suit 2irfn (utilisée précédemment) est remplacée par Zinpln.
e
Avec :
v = f est la variable de la fréquence ;

E, = Ti est la période d’échantillonnage.

i = j est I'unité imaginaire.
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Gabarit d’un filtre

Le gabarit d’un filtre définit le comportement caractéristique de sa réponse fréquentielle.
A partir de la fonction de transfert d'un filtre qui est de la forme F(f) = |F( )|’ avec
|F(f)| le gain et o( f) la phase, on définit le gain en dB (décibel) de la fagon suivante :

Gap(f)=20log p(|F(f))

Pour introduire les parametres importants définissant le gabarit d’un filtre, nous allons
prendre I’exemple du filtre le plus simple : le filtre passe-bas. Dans ce cas, le gabarit 3
réaliser a I’allure de la figure V.7.

Les parametres importants a définir sont :

o la fréquence de coupure f. correspondant au gain fréquentiel —3dB. La
connaissance de f, détermine la largeur de la zone appelée bande passante.

o ['atténuation maximale R, (ou 4,,,) dans la bande passante ; I’atténuation ne doit
pas depasser cette valeur dans la bande passante.

» la fréquence f,, qui correspond a la limite de la zone appelée bande coupée :
c’est la fréquence atténuée. On la notera f; par la suite pour simplifier I'écriture.

o [Datténuation minimale R; (ou A,,) dans la bande coupée ; I’atténuation ne doit
pas étre inférieure a cette valeur dans la bande coupée.

La zone délimitée par les fréquences f; et f; est appelée bande de transition.

Le choix des paramétres f, f;, R,, R, détermine la pente d’atténuation du filtre dans la
bande de transition. La valeur de cette pente fixe automatiquement ’ordre du filtre
puisqu’elle vaut : -20N dB/décade ou N est un entier permettant de définir I'ordre du filtre.

Ampliude (¢B)

7
1)
I

Fréguence (Hx)

Gabarit d’un filtre passe-bas
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FILTRES RIF A PHASE LINEAIRE

Filtres a phase linéaire

Soit le filtre décrit par 1a réponse fréquentielle suivante :

N
H) = Zh(n)e‘m“;_e.".
n=>0

e M-1 — M1
H(U) — o 2TEM h(M) 3 Z h(n)8121r7,;(M—~n) + Z h(2M o n)e—iZWF"e-(M—n)
n=0

n=0

Supposons pour simplifier le probléme que N = 2M (le méme type de raisonnement peut étre
effectué avec N = 2M + 1). La réponse fréquentielle peut alors s’écrire :

Amplitude

Cooo=
OB O®O

L

|
o
]

—TT -21/3 )]

«— Frequency (o) (radians/sample) —
] ]

213 T

TT T

—TT -21/3 )]

Réponse d’un filtre a phase linéaire

213 T
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Avantages et inconvénients des filtres RIF

S’agissant d’un filtre non récursif, le filtre RIF est simple d’implémentation. Il est caractérisé
par sa fonction de transfert en z de type polyndmiale :

N
B (2)= % iR
k=0

De plus, un filtre RIF est toujours stable, pour autant que les valeurs h(n) de sa réponse im-
pulsionnelle soient toutes finies. Dans ce cas la fonction de transfert H Z(z) a tous ses poles a
I’origine.

Un autre avantage des filtres RIF est qu’ils sont causals, si toutes les valeurs h(n) sont nulles pour
n < 0. Si ce n’est pas le cas, il est possible de les rendre causals moyennant un certain nombre

Les différents types de filtres RIF

Il existe 4 types de filtres RIF, selon la parité de I’ordre du filtre et la nature de la réponse
impulsionnelle.
Pour la suite et pour chaque catégorie de filtre RIF, la réponse fréquentielle sera exprimée sous

la forme suivante : - |H(r/)!e“'“”"(”).

Une telle écriture permettra de déterminer avec exactitude les domaines d’utilisation des filtres
selon leur type.

1.3.1 Typel : N pair, réponse impulsionnelle symétrique

Les filtres de ce type ont un ordre pair, N = 2M, et présente une réponse impulsionnelle
symétrique par rapport a 5. Ainsi h(n) vérifie :

h(n)=h(N—-n) = hn+M)=h(M—-—n) YneN/1<n<M.

On peut montrer que leur réponse en fréquence

SNE o _
Hi(v) =Y h(n)e *" %"

=0
s’exprime :

M
. k
Hi(v) = e 2 %M | (M) + 2 kE_l h(M — k) cos (211';%)} .

I1 s’ensuit que I’amplitude et la phase de la réponse en fréquence sont définies par :

|Hi(v)| = h(M) + QXM: h(M — k) cos (2#12)
L k=1 Fe
er, (V) = QWFM

e
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Type Il : N impair, réponse impulsionnelle symétrique

Les filtres de ce type se caractérisent par leur ordre impair, N = 2M + 1. Leur réponse
impulsionnelle est symétrique par rapport 2 -’2!
On peut montrer que leur réponse en fréquence
2M+1

Hy(v) = Z h(n)e 2"%"
n=0
_ L\ M1 1
serééerit:  Hp(v) = e 2% (M+3) S 9(M + 1 - n) cos (QWFL (n 5 5))
Soit : M+1 e V ;
|Hi(v)| = > 2h(M + 1 — n) cos (%F (n o 5))
n—l €

1
eH, (V) = 21rF (M+ 2)

i Ype IIl : N pair, réponse impulsionnelle anti-symétrique

Pour les filtres de ce type, 'ordre N est pair (N = 2M) et la réponse impulsionnelle est

anti-symétrique :
hin + M —h(M —n) YneN/1<k< M
h(n) = —h(N —n) = { hg{l s ()) ( ) /

On peut montrer que leur réponse en fréquence

Hi(v) = Z h(n)e ¥

n=0
: - kv
s’exprime : Hirr(v) = ez(E—Zwr;M) Z 2h(M — k) sin (27:'—;,;—) .
11 s’ensuit que :

|Hir(v)| = Z 2h(M — k) sin (271'—)

w
SOHIH(U) e 27TEM s 5

Type IV : N impair, réponse impulsionnelle anti-symétrique
Pour ces filtres, 1’ordre est impair (/N = 2M + 1) et la réponse impulsionnelle présente la
relation de symétrie :
h(n) = —h(N —n).

OI] montre faciielllellt que de la lépollse en fléqucllce S’éCI l‘t o
— ( 2 F (" 1 )) E y 4 — 1) s1n 7{'—V mn — —
H vV ez e ; 2h- M 1 i 2
y £ ( ) - ( ) 1 F‘ 2 -

Soit : M1

|Hry(v)] = Z 2h(M + 1 — n)sin (2771% (’” e %))

n=1

v E § s
$H, (V) = 2"7?& (M+ 5) s



Université de Mohamed BOUDIAF — Msila

Année universitaire 2023/2024

Département d’Electronique

Chapitre 3 — Partie 1 : Analyse et synthese des filtres numériques
Matiere : Traitement Avancé du signal 01

Pr. Khaled ROUABAH

M1- Instrumentation

Type I II i v
Ordre N pair impair pair impair
Symétrie de h(n) symétrique symétrique | anti-symétrique | anti-symétrique
Symétrie de | H (v)| symétrique | symétrique | anti-symétrique | anti-symétrique
Période de |H (v)| Fe 2F, F, 2F,
Phase initiale ¢z (0) 0 0 /2 w/2
N N
|H(0)] D k) | D h(n) 0 0
n=0 n=0
|H (Fe/2)| arbitraire 0 0 arbitraire
passe-bas, passe-bas, dérivateur, passe-haut,
Utilisation passe-haut, | passe-bande | transformateur dérivateur,
passe-bande, de Hilbert transformateur
coupe-bande de Hilbert

Résumé des 4 types de filtre RIF

him) -

1

l,

| ?TT 54

TTL

o

T
a) Filtre de type T

|1

T'_“I—l

2m

) Filtre de type TT

il

T
) Filtre de type ITT

Les quatre types du filtre RIF a phase
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Conception des filtres numériques RIF

Concevoir un filtre numérique consiste a déterminer la fonction de transfert en
z du filtre qui va approcher au mieux les spécifications sur la réponse
fréquentielle en amplitude (celles de la phase sont complexes a satisfaire

simultanément).

[F ()
(I
<> |
1+ 5 |2
1
1- 8, |77
66
-
fo o f

Méthode des fenétres

1- & partir di Gabarit réel, déterminer la longueur du filtre FIR. Ce dernier est

donné par :

2 1 F, _ e
N = gloglo (m) E Avec : Af = fa fp'

Ici, la bande de transition est plus importante que les oscillations.
2- a partir de H(f), la réponse en fréquence idéal, déterminer la réponse
impulsionnelle du filtre. Cette derniére peut étre calculer par la TF~ de H(f)

donnée par :

h(n) = [, H(f) e2mmdf.

-11-
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h(n) est une fonction symétrique car H(f) est une fonction réelle. Cependant,

= On a trouve la reponse h (n). mais celle ci est centrée sur 0
" Donc elle n'est pas causale !

$ Solution :
s 1
;'\ En la retardant de N/2
u; r : _ echantillons, la réponse
—m-.omgr»gi*wlf-‘;fm#—— 0 impulsionnelle devient causale !
- R .
R T R Ty (I R - 1% hl
Facile a implémenter car numérique. o 'F'|
(mémoires a décalage) . f 1| )

| Exemple - w(n) est la fenétre rectangulaire.
En fréquence, ona donc ;

o sl
W fo— By BUYTG) a0
H(f) Fel B/
P e (BN 0 (BN ae 5. L0
Avec H(f) -Fel) -8 -
e L snih)
i ' h(n)= .

h(n) est définie entre —co et +co.

-12-
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Mathematiquement, cela revient a multiplier H, (f) par un exponentiel complexe

Effets de la limitation du nombre d'échantillons a N

Ty ()= h(n)w(n)
Hy(f)= H({)* w(f)

* Fenétre de pondération

Réponse idéale

® Allure de W( ) pour une fenétre rectangulaire

Réponse obtenue par limitation du nb d'échantillon a N I

H(S) /‘Hﬂfﬂ

Errgirids
=

4 08 BB 04 0OF 0 02 04 08 08
Fréquenca an He

*La pondération temporelle introduit des ondulations et
limite la raideur de coupure du filtre. Un compromis est 4
faire entre la raideur et 'amplitudes des ondulations.

*Cette méthode donne des ondulations de méme amplitude
dans la bande passante et dans la bande atténuée.

Choix de la fenétre de pondération
® Allure de W f)

A

» Qq relations Ag I AF  5,(dB)
Relation entre la longueur N . . :
q - 4/ / 9/ / '2
de la fenétre et la bande de — Eectapgulaue :? ;: ? ?: 4;
transition AF du filtre obtenu  NV-AE=c™ anng - 24 -
Hamming -41 &N 33/N 53
Blackman -57 12/N 5.5/N 74
"Qq propriétés des fenétres
= Réglages

@ Si N croit, L décroit - bande de transition AF faible
@ A estindépendant de la longueur de la fenétre

® On ne peut pas réduire simultanément 4 et L

L : largeur du lobe principal

A : amplitude des lobes secondaires

Fenétre idéale : L Faible, 44 Faible

@ &, désirée - choix type de fenétre

@ AF désirée - choixde N

13-
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«1Quelques fenétres de pondération

Bartlett
Hanning Hamming Vo
Mn}=0.5—ﬂ.5cos[% w(n):0.54—ﬂ.46cos(%] W)= 1- an

| 1

[I o ||.‘ |'| — ., o "
| m«v’“ \ | i
PAY i

e 02 a1 0 o1 oz 431 04 as
- Frimpasres o Hi 48]

ETRECI
Frigannce an He 45 04 03 42 a1 0 o0 02 b3 04 0%
Frdussiie i K2

=]

i

i
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