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T.D. N°1
Rappel mathématique

Exercice 1 : Trouver la relation qui relie les cotés a, b, et ¢ d'un triangle a ses angles a, P, et
Y.

Exercice 2 : Dans un repére orthonormé direct on donne les points suivants: A(2,1,0);
B(1,3,0); C(1,1,4).

-Calculer I’aire du triangle ABC, le volume du tétraedre OABC et la
distance OH de O au plan ABC.

-Donner le vecteur unitaire perpendiculaire au plan ABC.

Exercice 3 : Calculer la résultante R des 4 forces appliquées comme le montre la figure.

h
E 3

F= 150N

F3= 11014

Exercice 4 : Un manchon qui peut glisser dans un axe vertical est _1067N

sollicité par les trois forces représentées. La direction de F peut varier.

60"

Dites s’il est possible que F forme avec les deux autres forces une

résultante R horizontale, sachant que la grandeur de F est : a) 2135 N,
b) 1245 N.

f11,7N



Solution T.D. N°1

Rappel
Le plan étant muni d’un repére orthonormé, le produit scalaire des vecteurs u(x;y;z) et

v(x', vy z') est le nombre réel défini :
UV=xX +yy +2z

—

u.v = |ulfiv|lcos(u; V)
. Siulveuv=0

— 12 |2 T - -
. Norme de la somme de deux vecteurs : |[u+Vv|| =|uf +|[v| +2uv

On appelle produit vectoriel de deux vecteurs ﬁ(x; y;z) et Q(x',y';z') le vecteur noté
u A vdéfini par :

+y y'
, z 2 "o
X X , yz'-zy
- - 1 X X 1 1
UAV=|YI|AlY =] - I1=] 2x'-xz
1 Z Z 1 1
z z , Xy'—yX
XX y-y
+ 1
y 'y
Hu/\v :Hu v||sin(u; V)
o Siu//lveuav=0

o Aire d'un parallélogramme : aire(ABCD) = Hﬂé/\ﬁ”

Exercice N°1 :

On considére un triangle de cotés a, b, et c, et a, B, y ses angles aux sommets A, B, et C. La
hauteur issue de C divise le triangle ABC en deux triangles rectangles. Notons h cette hauteur;

on peut appliquer la définition du sinus dans les deux petits triangles rectangles pour exprimer
h:

sinoz:D etsinﬂ:E C
b a

Dont on tire deux expressions pour h B h b
h=bsina =asin g

a b
etdonc;: ——=——

sina  sinf C



En faisant de méme avec la hauteur issue de A on obtient L = L
singg siny

La formule dite des sinus est alors :

a b ¢
sina sing siny

Exercice N°2 :
Calcul de ’aire du triangle ABC :

L’aire d’un triangle peut ce calculer a partir du produit vectoriel :

SIE‘EAE
2

-1 0
ABl 2 |, BC| -2

0 4
— — |11 2 o0
AB A BC =

0 -2 4

ﬂé/\ﬁ:8ﬂ4j+2§
‘E/\ﬁ‘=\/82 +42 +2% = /84
5

L’aire du triangle ABC : S = T

Calcul du volume du tétraeédre OABC :

Le volume d’un tétraedre peut ce calculer a partir du produit mixte :
V =OA(ABABC)
2

B

OA 1
0
V =(2i +1j)@i +4] +2k) =20

Calcul de la distance OH de O au plan ABC :

Le volume d’un tétraedre peut s’exprimer par cette formule :

Vv :lSOH
3

Ou S est la surface de la base du tétraédre et OH la hauteur du tétra¢dre s’appuyant sur cette

base.



Donc OH = % = OH =13.09

Expression du vecteur unitaire perpendiculaire au plan ABC

On a déja calculé le vecteur perpendiculaire au plan ABC : D=ABABC=8i +4] +2K

Up

Le vecteur D peut s’écrire en fonction de son vecteur unitaire par : D = HD

Doncu——E f( 4 2 L )
NG CRa

Exercice N°3 :

RoF4F4+F+F

La projection sur les axes du repére :

Sur ’axe ox :

R, = F, c0s30— F, sin 20+ F, cosl5 FFEHUN

Sur I’axe oy : |

R, =F;sin30+F, cos20—-F, — F,sinl15

AN: R, =19924N et R, =14.22N

R=,R{+R; = R=1997N

Exercice N°4 : J’T

R-F+F +F, ;

La projection sur les axes du repere : UF1=I 106 7N

Sur I’axe ox :

R=Fsina+F,cos30 ....... (1) | 60° Fo= 711.7N
Sur I’axe oy : TR -
0=-Fcosa+F,sin30+F, ....... () 1

De I’équation (2) : coSa = w ....... 3)

A.N :

1% cas : F=2135N : cos « = 0.66 donc on peut avoir une résultante horizontale.

2°™ cas : F= 1245N : cos o =1.14 dans ce cas impossible d’avoir une résultante horizontale.



T.D. N°2
Statique

Exercice 1 : Un cylindre homogéne de rayon R et de poids Q s’appuie sur deux cylindres
identiques de rayon r et de poids P qui reposent sur un plan

horizontal. Les centres des deux derniers cylindres sont reliés

par un fil de longueur 2r.

Déterminer la tension du fil, la réaction des cylindres sur le

plan ainsi que les réactions entre les cylindres en négligeant

les frottements.

Exercice 2 : Le poids de la grue représentée ci contre est égal, sans contrepoids a P. La ligne

d’action de P passe a une distance ¢ de la roue gauche A. L’écartement des roues est AB = a,

la charge maximale que peut soulever la grue est égale a P;.

On veut garantir la stabilité de la grue en charge et a

vide. On donne L=4a, b=c, c=a/2, P1=P/2

En fonction de P

1- Calculer les valeurs minimales Qi, et maximale Qy,
du contrepoids correspondant au basculement de la
grue a vide (P1=0)

2- Calculer les valeurs minimales Q. et maximale Qy

du contrepoids correspondant au basculement de la

grue en pleine charge (P,=P/2)
3- En déduire la plage de variation du contrepoids Q pour un fonctionnement stable a vide et

en charge.

Exercice 3 : une barre de longueur L et de poids P est soulevée par la force F comme le
montre la figure ci contre. En négligeant les frottements en A -
etB:

1- calculer I’angle 0 a I’équilibre.

A.N:P=89N, F=445N, L =6cm, a =60°




Exercice 4 : Une barre AB de longueur 2m en état d'équilibre s’appuie en A sans frottement
sur un mur et le point A est attaché a une corde AC.

Calculer dans ce cas la longueur de la corde si BC = 2m.

Exercice 5 : Une tige uniforme AB, de longueur 3R, repose a I’intérieur d’un hémisphére de

rayon R. Calculez I’angle 0 pour que la tige soit en équilibre (on néglige les frottements).

Exercice 8 : Une tige AB, de longueur L et de poids P repose sur deux plans inclinés.
On négligeant les frottement en A et B, calculer les réactions de la barre sur les deux plans

ainsi que I’angle 6 que fait la barre avec ’horizontale a I’équilibre.

Exercice 9 : Deux cylindres A et B reposent sur deux plans inclinés comme le montre la
figure.
Le cylindre A pése 300N et le B pése 100N.
a- Calculer I’angle 0 a I'équilibre.
b- Calculer les réactions en M et en N.

c- Calculer la réaction entre les deux cylindres.




Solution T.D. N°2

Rappel

Pour que le solide sous I’action de N forces extérieures soit en équilibre statique il faut et
il suffit que :

N —_ -
- La résultante de toutes les forces extérieures appliquées au solide, soit nulle : Z F =0
i=1

N — .
- Le moment résultant de toutes ces forces en un point O, soit nul: Z M, (F)=0

i=1
Méthode de résolution :
1. Isoler le systéme étudié : Isoler c’est tracer une frontiére. L’intérieur de la frontiére est
le systéeme isolé. Il doit étre en équilibre. On ne retient, de I’extérieur de la frontiére, que
les actions mécaniques s’appliquant au systeme isolé.
2. Faire le bilan des actions mécaniques appliquées au systéeme : On fait la liste de toutes
les actions mécaniques qui s’appliquent au systeme étudié. En méme temps on écrit sous
forme de vecteur ces actions mecaniques.
3. Résoudre le probléme : deux méthodes possibles :
* Graphique : uniquement des tracés, aucun calcul autre que mise a I’échelle
* Analytique : uniquement des calculs

Exercice N°1 :

Toutes les forces agissant sur ces cylindres sont situées dans le plan (xoy) 8

1. Réaction des cylindres sur le plan :

La porte est en équilibre statique, nous pouvons écrire :

—

> F =0

P, +P,+Q+R, +R, =0

La projection sur I’axe oy :
-P,—-P;-Q+R,+R; =0....... (1)
Ona: P,=P;,=PetR,=R; =R

2P +Q
2

De I’équation (1) : R =

2. Réactions entre les cylindres :

En isolant le cylindre C :

La projection sur les axes du repére :




Sur I’axe ox 1R, Sina — Ry sina=0 ....... (1)

Sur ’axe oy : —Q+ R, COsa + Ry, cosa =0....... )
De I’équation (1) : R, =Ry,

Q

Donc de I’équation (2) : R, = Scosa
a

Ona: sinag =

r+R

(R+1)Q
2+R? —2Rr

Alors: R,. =Ry =

et cos’ @ +sin® a =1 donne : cos & =

1——

Remarque : la réaction entre le cylindre A et B est nulle car sans le fil le systeme ne serait en

équilibre.

3. La tension dans le fil :

En isolant le cylindre A :

—

>'F =0

B+ R, +T +Ryg =0

La projection sur les axes du repére :

Sur’axe ox : —T+R,.Sina=0.......... (1)

Sur ’axe oy : =P, +R, —R,.cosa=0.......... 2)

De I’équation (1) : T =R, Sine
R
2A/R* —2Rr

Exercice N°2 :

Donc: T =

La grue est en equilibre statique. Le moment -
. P
résultant par rapport au point A et B est nul. 1

ZM/A(Ei):O




M, A(P)+M, o (P)+M,,(R.)+M,,(R)+M,,(Q) =0

PL+Pc+Rza—-Q(a+b)=0.....(1)

ZM/B(E;) =0

M5 (P)+M,5(P)+ M, (R)+M,5(Ry) + M, (Q) =0
P(L+a)+P(c+a)-R,a—Qb=0.....(2)

1. Calcul des valeurs min et max de Q quand P,=0 :

Qmin (le) : Rg=0

L’équation (1) devient: Pc—Q,, (a+b)=0, donc Q, :g

Qmax (Q2v) : Ra=0
L’équation (2) devient: P(c+a)—-Q,,b=0, donc Q,, =3p

2. Calcul des valeurs min et max de Q quand P,1=P/2 :

Qmin (Q1c) : Re=0

L’équation (1) devient: PL+Pc-Q,(a+b)=0, donc Q, = %

Qmax (Q2¢) : Ra=0
L’équation (2) devient: P (L+a)+P(c+a)—Q,.b=0, donc Q,. =8p

3. La plage de variation du contrepoids Q pour un fonctionnement stable a vide et en charge :

L’intervalle est : % <Q<3p

Exercice N°3 :

Calcul de ’angle 0 a 1’équilibre :

La barre est en equilibre statique, nous pouvons écrire :

—

> F =0
P+F+R, +R; =0

La projection sur les axes du repére :

Sur ’axe ox :F—R;sina=0 ....... (1)
Sur I’axeoy: —P+R, +R; cosa=0....... (2)

10



De I’équation (1) : Ry = L
sina

F cos o
sina
AN: R, =633N et R; =5138N

De I’équation (2) : R, =P -

Le moment résultant par rapport B est nul.
Z M /B (E) =0
Mg(P)+M;g(F)+M ;5 (Ry)+M5(Rs) =0

P%cos¢9+ FLsin6d-R,Lcos& =0

P P
_(E_RA) _(E_RA)

tgf=—=—— 0 =arctg(—=———

g = = 9( = )

AN: 0=227°

Exercice N°4 :

Calcul de la longueur de la corde AC :

Le systeme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :

—_—

> F =0

P+T+R, =0

La projection sur les axes du repere :

Sur I’axe ox : —R; +Tcosd=0.......... (1)

Sur I’axe oy : —P+Tsin@=0............ (2)
P

Des equations (1) et (2) : tg0 = R

B

Le moment résultant par rapport A est nul.
Z M /A(Fi) =0

M, A(P)+M,,(T)+M,,(Rg) =0

- DECOSOC+ Ry ABsina =0
2

P 1
= tga =——, alors tga = —tgd
g 2R, g 29

11



Du triangle ACD: AC? =CD? + AD? et tgd = i—g

Du triangle ABD: AB? = AD® + DB” et tga = %

Donc Ezic—D:CD:ZBD =2BC
AD 2 AD

Et la relation CD=CB+BD

Alors AC =+/3BC? + AB?

Exercice N°5 :

Calcul de ’angle 0 a 1’équilibre

Le systéme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :

La projection sur les axes du repére (xoy) :
Sur I’axe ox :
R,c0820-R;sin@=0.......... (1)

Sur ’axe oy :

-P+R,sin20+R;cosf=0.......... )

Le moment résultant par rapport A est nul.
z M /A(Fi) =0

M, o (P)+ M ,,(R,)+M,,(Rg) =0

B/\%—FR—l;/\A_C’:O

R 059 _
0 — Cos —Rgsing 2Rcos’ 0
A + A . =0
—p ﬁsine —Rgcosf) | 2Rsinfdcosd
2
3RP

—TCOSH—ZRRBSiné’COSZQ—ZRRB cos®0=0

. , . 3P
On simplifiant cette équation, on trouve que: R, = e

12



De I’équation (1): R, = jps—mzz
CcOs

Dans I’équation (2) :

3Psiné@ .

-P+ sm26’+£0059:0
4.c0s 20 4

En utilisant ces formules :

€0s20 =cos* @ —sin* @ =2cos* @ —-1=1-2sin’ 6
sin 26 = 2sin #cosé

L’équation devient aprés simplification :

—~8c0s” @ +3c0sf+4=0

Sionpose x=cos@ : —8x*+3x+4=0

A =137

X, =091=cosf, =091= 6, =24
X, =—0.54=co0sf, =-054= 6, =1226°

Donc € a1’équilibre vaux 24°

Exercice N°6 :

1. Calcul des réactions de la barre sur les 2 plans :

Le systeme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :
YF -

P+R,+R; =0

La projection sur les axes du repére (xoy) :

Sur ’axe ox :

Rysina—Rgsinf=0.......... (1)
Sur ’axe oy :
-P+R,cosa+Rgcosf=0.......... (2)
R si
De I'équation (1) : R, = 257 3)
sina

En remplacant I’équation (3) dans 1’équation (2) :

sin fcos a

“PHR, sina

+Rgcos f=0

—Psina+Rgsin(e+ ) =0

13



Psina

Donc: Rg=——..... (4
® sin(e+ B) @
En remplacant 1’équation (4) dans 1’équation (3) :
_ Psing
A sin(a+ B)

2. Calcul de I’angle 0 a I’équilibre :

Le moment résultant par rapport A est nul.
z M /A(Fi) =0

M/A(P)+ M/A(RA)+ M/A(RB) =0

BA§+R—B’AA—B’ZO
AB
0 |2 %% (~Resinp) (ABcosd)
VAN A\ =
—p ﬁsin@ Ry cosp ABsin @
2
AB

TPcose—ABRBsinﬂsinH—ABRB005,80059:0

sina sina

=c0S¢ ——— sin fsind ——— cosfcosd =0
2 sin(a + f) sin(a + f)
1 sinae . sina
————sinftgfd ———  cosp =0
2 sin(a+p) g sin(a + f) p
M—sinasinﬁtge—sinawsﬁzo
Apres simplification :
tgo = SN -a)
2sinasin g

Exercice N°7 :

1. Calcul des réactions aux points M et N :

Le systeme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :

—

ZFi:

ol

14



P,+P;+Ry +R,, =0
La projection sur les axes du repére :

Sur ’axe ox :

—R, sin30+R,, sin60=0.......... (1)
Sur I’axe oy :
—P, —P; + R, c0s30+R,, cos60=0.......... (2)

On remplacgant cos 60 par sin30 dans I’équation (1), on
trouve que :

R, =Rytg30... (3)

En remplacant I’équation (3) dans I’équation (2):

Ry =3464N et R,, =200N

2. Calcul de ’angle 0 a I’équilibre :

On prend le cylindre A :

La somme des forces appliquées sur le cylindre A est nulle :

La projection sur les axes du repere :

Sur ’axe ox :

-R, sin30+R;,c0s¢=0.......... (1)

Sur I’axe oy :

—P, + R, c0s30—R;,sin@=0.......... )
R, sin30

De I’équation (1) : Ry, = .. (3)

cos@

-P, +R, cos30

En remplacant 1’équation (3) dans 1’équation (2) : tgéd = -
Ry sin30

AN:tg0=0=60=0°
3. Calcul de la réaction entre les 2 cylindres :
De I’équation (3) : Rg, =173N

15



T.D. N°3
Statique

Exercice 1 : Une poutre de 3,66m de long est chargée de différentes manieres, comme

I’indique la figure. Localisez parmi ces mises en charge celles qui sont équivalentes.

(a) Bﬂﬂﬂl THHHN (b) lFEHN (c) (d) a89
= =2 o= = &= = = AN{T:-‘ZZAI]

2440 813 2440 N.m
N.m N.m .m
889N
889N (n B88IN| (g) ﬂﬂﬂlfb (h)
[ [E] &I) fl_h:'_/_\h .A.ll I o o 1 Il T _&13?3
i -y 2440
Nm N N.m N.m

Exercice 2 : La force et le couple illustrés par la figure doivent étre remplacés par une force
unique. Déterminer la valeur de o pour que la ligne d’action de la force unique équivalente
passe par le point B.
Sachant que o = 60°, remplacer la force et le couple par une force unique appliquée a un point
: a) de la ligne AB

b) sur la ligne CD

Déterminer pour chaque cas la distance entre le point O et le point d’application de la force.

120N

rayon=
100 mm

16



Solution T.D. N°3

Exercice N°1 :

(a) 883N IBBHN (b)
— _a_t-.}B 1{_,_&_ —— x B
244 813
N.m N.m
D> F=-889N > F =838N
DM (F),; =—2240N.m >M (F),, =—-813-8896.33=-644037N.m
lEIEIHN (c) (d) 889
= =0 = <2440
Zﬁdﬂ N.m
.m
> F =-889N > F =880N
> M(F),, = -2240+889633=813N.m > M(F),; = 2240N.m
889N (1) d89N
| [E] &f\)l ('—:'_/_\_ — lx B
== “-2440 813
N.m N.m
2 F=-88N S F =-889N
Y M(F),, =2240N.m S M(F),, =813N.m
(g) ﬂﬂﬂ% lﬂEHN (h] T
— — — ——2
2440 813
N.m N.m
> F=88N > F =-88N
Zl\/l(F—),B =—2240N.m ZM(F—),B =813+889633=406674N.m

Donc c et f sont équivalentes.

17



Exercice N°2 :

1. Valeur de o pour que la force unigue passe par le point B :

Si on considére que la force unique passe par le point B, donc le moment résultant par rapport

au point B est nul.

ZM(E)/B =0
ZM(E)/B :2M/B(E;)+ M/B(E)ZO

2Fr —Fh=0=h="21'
2
AN :h:M:ZSmm
960

Etona: sinazgza:arcsin(g)

AN : o =arcsin( E) = a =14.47° D 1
100

2. Une force unique appliguée a un point de la ligne AB :

On considére le point E de la ligne AB est le point d’application de la force unique. On note

que la distance entre les points E et O est x. Le moment résultant par rapport au point E est

nul.
. F;: SQON

ZM(F)/E =0 C 9¢ ey

Y M(F),e =2M,¢ (F)+ M, (F;) =0 ¥
/

2Flr—F2xsinoc=0:>x:L_1r

F,sina A B

wy

AN:x o 2.129.100 _ -

960 sin 60

3. Une force unique appliguée a un point de la ligne CD :

On considére le point G de la ligne CD est le point d’application de la force unique. On note
que la distance entre les points G et O est y. Le moment résultant par rapport au point G est
nul.

18
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ZM(E)/G =0
SM(F),e =2M ¢ (F)+ Mo (F;) =0
9(,,‘,\1

2Fr

2FEr—-Fycosa=0=y=
' Y y F, cosa

2.120.100

AN:y=—"-—"—=
960 cos 60

50mm

j"‘f N, W
D

19



T.D. N°4
Statique avec frottement

Exercice 1 :
Une barre AB de longueur L = 1m et de poids P repose en A sur un plan rugueux et en C sur
un hémisphere de rayon R = 25c¢m avec le méme coefficient de frottement p = 0.25.

Calculer la plus grande valeur de 1'angle 6 a I’équilibre.

Exercice 2 :
Une caisse de poids 445N repose sur un plan incliné d’un angle a = 25° avec un frottement de
coefficient p=0.2.

Calculer la grandeur et la direction de la plus petite force F :

a. qui fait monter la caisse vers le haut du plan.

b. qui empéche la caisse de glisser vers le bas du plan.

e

Exercice 3 :

Une échelle de poids négligeable et de longueur L = 5.1m, fait un angle de 60° avec
I’horizontale, s'appuie en A sur un mur lisse (sans frottement) et en B sur un plan horizontal
rugueux avec un angle de frottement ¢ = 20°.

Déterminer jusqu'a quelle hauteur sur I'échelle un homme de poids P = 700N peut arriver sans

que I’échelle glisse.

60’

20



Solution T.D. N°4

Rappel

Dans le cas d’une surface avec frottements, la condition d’équilibre s’écrira :
N+T+> F =0
i

La force de frottement T est dirigée dans le sens contraire du mouvement et 1’angle ¢
est appelé angle de frottement statique. >

-------- Y
T R B
N ! =
Ou p est le coefficient de frottement statique 7 e .
|22 7 A
vy p
Exercice N°1 :
1. Calcul de la plus grande valeur de 1’angle 0 a 1’équilibre: 8 g
Toutes les forces agissant sur ces cylindres sont situées dans le plan (xoy) \\
Le systeme donné est en équilibre statique. La somme des forces et le moment résultant x

par rapport A sont nuls :

—

> F =0
T+To +T,+N,+N; =0

La projection sur les axes du repére (xoy) :

Sur ’axe ox :

—T,—Ncsin@-T.cosf=0 ....... (1)

Sur I’axe oy :

—N, —P+N.cos@+T.sin6=0....... 2) ®
On a les forces de frottement T, = zMN, et T, = uN¢

Les équations (1) et (2) deviennent :
—uN, —N.sin@— N, coséd=0....... (1)
—N,—P+N.cosf+N.sind=0....... (2)

ZM/A(E;):O
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M, .(P)+M,,(N.)=0

p%COSa—NCAC:O ....... 3)

Du triangle OCA : AC = R 4)
tgo
En remplacant 1’équation (4) dans (3), on trouve
Psiné@
Ne=———....... 5
¢ = R0 (5)

En remplacant I’équation (5) dans (1), on trouve

Psin’0  Psinéd
— — — co
HN SRL H
Et en remplacant 1’équation (5) dans (2), on trouve

Psing Psin’ @
CcoSsO + =0....... 7
L HoRL D

En simplifiant les équations (6) et (7) :
1 A sin2e-1=-0
21R 2R

Donc sin @ = zﬂRz :H:arcsin{ 2,uR2J
V1+ u 1+ 1

AN: 0=20°

-N,-P+

Exercice N°2 :

1. Calcul de la force F qui fait monter la caisse vers le haut du plan :

Le systéme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :
=g
P+T+F+N=0

La projection sur les axes du repére (xoy) :
Sur I’axe ox :
—-T—-Psina+Fcos@—-a)=0 ....... (1)

Sur I’axe oy :

22



N -Pcosa+Fsin@—a)=0....... .. ()
On a la force de frottement T = #N
L’équation (1) devient : — N —Psina + Fcos(@—a) =0

—Psina + Fcos(@ —«)
U

Et N = .0)

En remplacant 1’équation (3) dans (2) :
—Psina + Fcos(@— )
7]

—P(sina + ucosa) + F(cos(@ — ) + usin(@—a))=0

—Pcosa+Fsin@—a)=0

_ P(sina + ucosa)
cos(@—a)+ usin(@ —a)

F.., = (cos@—a) + usin(@-a)), ..

(COS(¢9 —a)+ usin(@ — a’))max —> sa dérivé par rapport a I’angle 6 égale a 0.
—sin(@—a)+ ucos@—-a)=0=>tg(@—a)=u

Le coefficient de frottement u =tge

tgl@—-a)=tgp =>O0=p+a

AN: 6=36.3°

La grandeur de F peut étre calculée de la formule (4) : F = 263.4N

2. Calcul de la force F qui empéche la caisse de glisser vers le bas du plan :

C’est les mémes étapes que la question 1 sauf que dans ce cas la direction du frottement est

N
-

inversé (—T=T) puisque la caisse glisse vers le bas. £
SF =6
P+T+F+N=0 2
—
Sur ’axe ox :T —Psina+ Fcos@—-a) =0 ....... (1) \ &1

g

b/

Sur ’axe oy : N—-Pcosa+Fsin@—a)=0....... .. (2)

Donc: F = PGiNa-ucose) (3) y o

cos(@—a)— usin(@ —a)

Foi :>(COS(9—C¥)—,USin(0_a))max v
Jo
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(COS(H —a)— usin(@— a')) = sa dérivé par rapport a I’angle 6 égale a 0.

—sin(@—a)— ucos@—-a)=0=1t9(0 —a) =-tge
=>0=a—¢petH=13.7°
La grandeur de F peut étre calculée de la formule (3) : F =105.3N

Exercice N°3 :

Détermination de la hauteur maximum :

Le systeme donné est en équilibre statique. La somme des forces est nulle :

—_—

>F =0
P+R,+T+N, =0

La projection sur les axes du repére (xoy) :

Sur I’axe ox :T—R, =0 ....... (1)
Sur ’axeoy: Ny —P=0....... .. (2)
Avec la force de frottement T = uN et le coefficient de frottement u =tge
De (1) et (2) on obtient : R, = N, = 4P

Le moment résultant par rapport au point B est nul :

> M (F)=0

Mo (P)+M,5(R,) =0
Phcos60—-R,Lsin60=0
Phcos60— 4PLsin60=0
Donc h = L tg60

AN: h=32m
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T.D. N°5
Centre de masse
Exercice 1 : Calculer les coordonnées du centre de masse des corps suivants:
1. un fil formé de trois parties rectilignes (figure 1).

2. un fil formé de trois demi-cercles (figure 2).

3. un fil sous forme d’arc de cercle de rayon r et d’angle 2« (figure 3).

fig -1- fig -2-

Exercice 2 : Déterminer le centre de masse des plaques suivantes :

s

(2)

(31

Exercice 3 : Calculer le volume du corps solide résultant de la révolution de la plaque ci

contre autour de 1’axe 0y.

2a

Exercice 4 : Calculer les coordonnées du centre de masse
des solides suivants:

1. un hémisphére plein de rayon R.

2. un hémisphére vide de rayon R.

3. un cone plein de rayon R et de hauteur H.

4. un cone vide de rayon R et de hauteur H.
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Solution T.D. N°5

Rappel

Centre de masse d 'un systéme fait de particules :
Les coordonnées de masse dans un repére orthonormé:

1 1 1
X ZEZmiXi v Yo =Ezmiyi v Lg =Ezmizi

Centre de masse d’'un systeme continu :

.[xdm Iydm _[zdm

X LY = 2. =
¢ m ¢ m © m

Ou m est la masse totale, m = Zmi . Elle s’exprime en fonction de la géométrie

du corps :

m =p L, p densité linéaire de masse et L Longueur du corps

m =c S, o densité surfacique de masse et S Surface du corps
m = p V, p densité volumique de masse et V- VVolume du corps

Exercice N°1 :

1. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un fil formé de 3 parties rectilignes :

N
zmixl
X. = i=1
G
- T m
On utilise la définition du centre de masse : M
MY,
Yo = =
mtot

On charge les coordonnées des centres de masses de chaque fil

fil fil 2 fil 3
m, = ub m, = m, roa
! Fil 3
X~ =a a ol
G1 b _ Gy (a/2, b)
S 62 Vo3 =b Fil 2 Fil 1
y. = M, X5y + My Xg, + MyXes
G Gz (0, b/2
m, +m, +m, 32 0, b/2) G (a, bi2)
Ve = MY +MyYs, +MyYss
¢ m, +m, +m,
................................. N
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2
La
ab+ "~
_ a 2

Xg =——=—
u(a+2b)
2 2
&+£+yab
2 2

1u(a+2b)

Yo =
Donc les coordonnées du centre de masse du fil sont :

Xg = —

2
_b(b+a)
¢ a+2b

2. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un fil formé de 3 demi cercles :

: . 2R :
Le centre de masse d’un demi-cercle est égal : C, = — avec R : est le rayon du demi-cercle.
T

On charge les coordonnées des centres de masses de chaque demi-cercle

demi-cercle 1 demi-cercle 2 demi-cercle 3
m, = ur ' m HTT '
2 = A 3= ~
m, = uar 2 4
r r
{X‘“’l E 2 Xes =7y
2r
= — r r
G1 2 . 2 _
d @ (4)
Yoo =—"7"— Yoo =
T T
X. = My Xg1 + My Xgp + MyXgs
. =
m, +m, +m,
Yo = M Yo + MyYs2 +M3Yos YA
G — 1
m, +m, +m, |
. rr . rr Gy €0, 2r/m)
TR TR o
Xo = —24—42 Gs (-4, 127)
a4+ ur—+ ur— :
H H 2 H 4 e e \
or P Cor ) DR TSGRy O iy
M —— — U ——+ T — —— X
_ T 27 427
Yo = r r
/Jﬂ'r + HTT E + MTT Z (}2 ('l‘,"‘l. l.l..".n)
-5r
Sy
y _13r?
N 3z
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3. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un fil sous forme d’arc de cercle :

On choisi le repére (xoy) de maniére que le fil soit symétrique par rapport a 1’axe ox. Dans ce

cas le centre de masse ce situe sur ’axe ox et y, =0

jxd m
Dans le cas d’un systeme continu : x; =

Comme dm = AdL (A : densité linéaire)

dL=rd@, L=2ra et x=rcos &

_fricosade
Gl

-a

Exercice N°2 :

1. Centre de masse de la figure 1

On choisi le repére (xoy) de maniére que le fil soit symétrique par rapport a 1’axe 0x

cas le centre de masse ce situe sur I’axe 0x et yg=0.

' xdm
Dans le cas d’un systéme continu : X; =

= Xg

dS =rd&r, x =rcos @

S :_U.rdédr:'Ffrdrjt‘dé?:ozR2
0 —-a

.Trzdr:‘fcosédé?
0 —Q

aR? = aR?

Donc les coordonnées du centre de masse de la

jrcos@rdEdr
X~ =

G

« - 2Rsina
figure Isont: < "¢ 34
Yo =0

28

rsina
, Xn =
Donc les coordonnées du centre de masse sont ; § “¢

Yo

Il
oRf

jde
T s

. Dans ce




2. Centre de masse de la figure 2

La figure 2 est constitué¢ d’un carré évidé d’un % de cercle. On calcule

d’abord le centre de masse du carré puis celui du % de cercle, ensuite

on déduit le centre de masse de la figure 2.

. a a
* Centre de masse du carré : Xg, = —, Yo, = —,S, =a’
Gl 2 Gl 2 1

2
* Centre de masse d’un %4 de cercle @ Xg, = ﬁ, Yoo = E,S2 -
3 3 4
a® a°
XGlSl _Xezsz 7_?
X~ = =, X~ = == =
¢ = Yo s, -5, s = Yo .
a —_—
4
Donc les coordonnées du centre de masse de la figure 2 sont: X; =y = %
-

3. Centre de masse de la figure 3

On choisi le repére (xoy) de maniére que la figure 3 soit symétrique par rapport a 1’axe 0y.
Dans ce cas le centre de masse ce situe sur 1’axe oy et xg=0.

La figure 3 est constitué¢ d’un rectangle évidé¢ d’un 42 de cercle. On

cercle, ensuite on déduit le centre de masse de la figure 3.

* Centre de masse du rectangle : X, =0, Yy, = B?a,sl =6a’

3a

A
1
I

calcule d’abord le centre de masse du rectangle puis celui du % de :
:
1
1
¥
i
1
1
I
]

2a ma’
* Centre de masse d’un 'z de cercle : X5, =0,Y5, =—,S, = >
T
o = Xe1S; — X625, _ 9a*-a’
G~ < o Ve _7
S, =3, 632 _EZ
Xg =
Donc les coordonnees du centre de masse de la figure 2 sont : Yo = 16a
.=
12-7

Exercice N°3 :

Calcul du volume du corps donné :

En utilisant le theoréme de Guldin : le volume d’un corps peut étre calculé par 1’équation

suivante :V =27 A
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Ou : A est la surface du corps et xg est le centre de masse du corps.
Le corps peut étre considérer comme un rectangle moins un demi-cercle

La surface du rectangle : S;=2a” et le son centre de masse : X, =a

2
2r
La surface d’un 2 cercle : S, = % et le son centre de masse : X5, =a——
T
m,z
Donc A=2a*-"— et
2 1
2
3_ M 2r
LT ) e
¢ , ar’ © 2 4a’-m?’ ca » X
2y

a
Exercice N°4 :

1. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un hémisphére plein de rayon R

Par raison de symétrie le centre de masse se trouve sur I’axe 0z , donc Xg =ys=0

zdv
Zo="— et dv=7ridz

J'dv
L’équation d’un demi sphére est : x* +y® +2z° =R? donc x> +y®*=R*—2z° etona

aussir? = x> + y?, ce qui nous permet d’écrire : dv=7(R* —z%)dz

R A

R ZZ Z4 z

Iﬂ(RZ—ZZ)ZdZ {RZ—A{}
ZG_ OR = ZG = 3 RO

2 2 z

[7(R* —2*)dz R27_ %

0 3,
Les coordonnées du centre de masse d’un hémisphere plein de

Xg =0
rayon Rsont:< y; =0
R
° 8
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2. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un hémisphére vide de rayon R

_IMm

m

Z ou la masse élémentaire est donnée tel que : dm = ods

ds=2arRdé&
r=Rcosd
z=Rsind

La surface d’un hémisphére vide de rayon R : S = 22R?

2R3 cos@sin & o

ot— |y

cos @sined @

Z; = =1Z; =R

27R?

SR A

On pose : x =sin@, donc dx = cos &dé

T

2 0272
Z; = ijdx:>zG = RX? donc zg = R[sm@ }

2 0
Xg =0
Les coordonnées du centre de masse d’un hémisphére vide de rayon R sont:q y; =0
R
7o =—
¢ 2

3. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un cone plein de rayon R et de hauteur H

On choisi le repere (oxyz) de maniére que le cone soit symétrique par rapport a I’axe 0z. Dans

ce cas le centre de masse ce situe sur I’axe 0z et Xg= yg =0. A
jzdm I zdv ,
e = =7, =%—
G m G J‘dv o
R

Ce cbne posséde une masse élémentairedm= pdv. dv est le volume

élémentaire tel que : dv=zrdz ( volume pour un cylindre de hauteur

dz et de rayonr).

H
r=1ztgé
dv=z’tg6°dz 7’F
2 .
Le volume d’un cone est : V = <2~ HR? ou on peut la calculer a partir de U e >
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H
Pintégrale :V = [ 72°tg6”dz
0

H H
_fzzz3tg<92dz fz3dz
_ 20 _ 0

s =

H “H
jﬂzztgezdz jzzdz
0 0

Les coordonnées du centre de masse d’un cone plein de rayon R et de hauteur H

Xg =0

sont:q ys =0
3H

ZG:T

4. Calcul des coordonnées du centre de masse d’un cdne vide de rayon R et de hauteur H

Par symétrie, il est immédiat que le centre de gravité du cone se trouve sur 1’axe oz :

o m - Ids

La surface élémentaire d’un cone est tel que : ds = 7zdz et la surface est: S =zR(R+a) ou

a=vR?+H?

H 3
jzzdz z

_ 0 L3

s =% =215=-%
Izdz z

0 L2 ],

Les coordonnées du centre de masse d’un cone vide de rayon R et de hauteur H

Xg =
sont:y y; =0
2H

o =—
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